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UNA APLICACION DE LA TEORIA DE DUBOVICKII Y MILJUTIN
A LA PROGRAMACION SEML-INFINITA CONVEXA

MARCO A. LOPEZ, ENRIQUETA VERCHER
UNIVERSIDAD DE VALENCIA

En este trabajo aplicamos la Teoria de Duboviekii Yy Miljutin para deducir wna condicidn nece—
saria de optimalidad relativa al problema de Programacidn Semi~Infinita convexa no diferen~

ctable, asumiendo la cualificacién de Slater. Se introduce, asf, un nuevo procedimiento para

verificar la validez de esta cualificacidn.
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NOTACION.

Sea {ft, teT} wuna familia de funciones con-
vexas definidas sobre Rn, siendo T un con-
junto infinito de indices. Consideraremos el
sistema de desigualdades convexas en R"

{£,(x)<0, teT}.

Sea 5 el conjunto de soluciones del sistema.
El sistema es consistente si S # @#. Diremos
que dos sistemas son equivalentes si tienen
las mismas soluciones.

Denotaremos por dh(x) el subdiferencial de

la funcibn convexa h en x.

(T)

Consideraremos elementos del conjunto R L

definido como:
(T)

R = {A:T+R+/Xt = 0, ¥t salvo un niimero

finito de indices} (1)

Dado un conjunto CcRp, no vacio, <C> denota
la envoltura convexa de C; K(C) el cono con-
vexo generado por C; c£C la clausura de C;
4ntC su interior; y Cx el cono dual de C.
La funcibn indicatriz de C se denotar& por
GC(.).

El vector nulo de R" sera denotado por On.

1. INTRODUCCION.

El problema genérico de Programacidn Semi-In
finita (PSI) es:

Min. y(x)
s.a. ft(x)éo, teT

donde xeR" y T es un conjunto infinito.

La caracteristica esencial del PSI es que,
tratdndose de un problema de optimizacién
con un nfimero finito n de variables, exis~
ten infinitas restricciones.

Cuando se trata de caracterizar las solucio-
nes Sptimas de un problema de PSI convexa no
diferenciable aparece necesariamente la no-
cidn de puntos de silla de la Lagrangiana
(tal como ocurre, en general, en la Progra-~
macién no Lineal). Al mismo tiempo hay que
establecer cualificaciones sobre el conjunto
de restricciones para obtener una condicién
necesaria de optimalidad.

En /6/ se han establecido dos cualificacio-

nes de restricciones basadas en la propiedad
de Farxas-Minkowski, probindose que la gene-
ralizacién de la cualificacién de Slater pa-
ra el PSI convexo implica ambas cualificacio
nes. Nuestro propb6sito, en este trabajo, es
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verificar directamente la validez de la cua-
lificacién de Slater, lo que se consigue ha-
ciendo uso de la Teoria de Dubovickii y Mil-
jutin,

En la Seccidn 2 se introducen las nocicnes

de conos de desplazamientos admisibles vy se
enuncian algunos resultados (que pueden en-
contrarse en Laurent /5/) relacionando ambos
conos con la nocidén de subdiferencial de una

funcidn convexa.

En la Seccidn 3 se establece una condicibn
necesaria de optimalidad, asumiendo la cua-
lificacién de Slater y haciendo uso de una
caracterizacién de los puntos de silla de la

Lagrangiana establecida en /6/.

2. CONOS DE DESPI AZAMIENTOS ADMISIBLES.

Revisemos las nociones de conos de desplaza-
mientos admisibles (debidas a Dubovickii vy
Miljutin, /2/ y /3/), que permiten caracte-
rizar el minimo de una funcidn convexa so-
bre un dominio construido como interseccién

finita de subconjuntos de R™.

n . =
Sea CcR un conjunto convexo y xeclC, el co-
no de_los desplazamientos interiores relati

vos a C a partir de X, viene definido por:
T{c;X) = {xeR"/existe n>0: X + nxeintC} (2)

y el cono de los desplazamientos adherentes
a C a partir de X, es:

8(C;x) = cf{xe R®/ existe n>0: % + nx e c£C} (3)

Si 4intC # @, se puede probar ficilmente
que:

A(C3%) = cLT(C;X) (4)

Utilizaremos diferentes resultados de Lau-
rent (/5/), que ponen en evidencia las re-
laciones existentes entre estos conos de
desplazamientos admisibles y el subdiferen-
cial de una funcibén convexa.

Sea g una funcidén convexa definida sobre rR®
y sea xeR". Definimos el conjunto

C, = {xeR®/g(x)<g(X}}. El conjunto C, es
abierto y convexo. Para xeclco, resulta evi-

dente que:
T(Ci®) = {xe K"/ existe n>0: X + nxe ¢} (15)

Proposicién 2.1 (/5/)

Sea g una funcién convexa defindida sobre R",
sS4 9)#& y iec(% se tiene que:

rwyi)={xeRWtUx<0,Vumm2H (6)

La demostracidn se sigue de la identidad

g'(i;x) = max. _u'x, siendo g'(§;x) la deri-
uedg (x)
vada direccional de la funcidn g.

Proposdcdidn 2.2 {/5/)

Sea g una funcidn convexa definida sobre R".
Supongamos que C #§ y sea ieclco. Existind
uoeR”(uo#On) tal que u) x<0, YxeF(CO;i) 54,
y s0lo 34, U, =Au, A>0 y uedglx).

A partir de la Proposicién 2.1 se llega de
forma inmediata a la identidad
{F(Co;i)}*={8g(§)}**. Dado que X no es mini-
mo de g, Onpfag(;(), y {3g(X) }+*=K {3g:(X)}
(ver /8/, p. 79).

Proposicién 2.3 (/5/)

Sea C un conjunto convexo y cerrado de R",
y sea xeC. Entonces:

36,(x) = {ueR" u'x = max. u'x} (7)
¢ - _xeC
Ademds, AIC;x) = {36p(x)}w. {8}

La caracterizacibén del subdiferencial de la
funcién indicatriz de C en x es inmediata

de la definicidn de subgradiente. Y dado que
el subdiferencial es un conjunto cerrado y
convexo la otra identidad es consecuencia de:

{88, () }* = eexic-x) 9

Vamos a enunciar dos teoremas equivalentes
que caracterizan el minimo de una funcidén
convexa. Sean Cl,...,C conjuntos cerrados
y convexos de R" con {ntci #0, i=1,...,

p-ly Cp # #. Supongamos que:

pzl
(igl uutci> n cp 8 (10)

Definimos D:= o]

e Y]

" (11)

i=1
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. n
Sea g una funcién convexa en Ry supongamos
que g no alcanza su minimo sobre D. Sea xeD,
entonces C, #g.

Vamos a caracterizar el minimo de g sobre el
conjunto D.

Teorema 2.4 {/5/)

Si se cumple La hip6tesis {10), xeD verifica

glxl=min gl(x) 84, y s0fo 84, existen u
xeDl
Ugy Ugyeee,ld

0
psR” tales que:

- o p
u,e3glx], u e aéci(x), 1,0y Fpu =0, (12)

Este es el resultado érucial de la Teoria de
Dubovickii y Miljutin, cuya principal virtua
lidad estriba en que es aplicable a proble-

mas de optimizacidn en espacios de dimen-

sién infinita.

Sabemos que xeR" serd un mfnimo de la fun-
b
cidn convexa g + I §c si, y solo si
i=1 7i
0_ca(g+ .5 : D+ los (13)
L E98(8 i—1A5ci)(x) = 3g(x) +»iglasci(x)

La Gltima identidad se sigue de (10). N&tese

que u, # On’ dado gue hemos supuesto que g
no alcanza su minimo global sobre D.

Teonema 2.5

{/57)

Si se cumple La hipdtesdis (10), xeD vendifica

glx)=min glx) 84, y s0lo 54, existen
xeD

Uy» u,,...,upaR" tales que:

- B 14 )
u}'v. xg0, VXEA(Ci}X), i=0,..,p ¢ &1 ug =0, (14)

La equivalencia entre estos dos teoremas se

sigue de las Proposiciones 2.2, 2.3 y de que:

{P(Cesa}r = {elr(c ;m)* = {A(C,:8)}* = K{ag(D)} (15)

3. CONDICION NECESARIA DE QPTIMALIDAD PARA
EL_PSI CONVEXD.

Consideremos el problema de PSI convexa:

(P) Min. P(x)
x:; v (16)

donde S:={xeRn/ft(x)§0, teT}. Siendo ¢y y

ft' teT, funciones convexas definidas en

Rn, no necesariamente diferenciables.

La funcidn Lagrangiana standard asociada a
(P) es:

Y(x,2\) = p(x) + tET A, ft(x)

T
xe k", A= ()‘t)teTeR(+) (17)
{ver, p.e. /1/).

(T)

Recordemos que (X,%)eR" x R ,  es un punto

de silla de la Lagrangiana ¥ (x,)) si se ve-
rifica

Y(x,0) < ¥ < ¥x, D)

vxeR(z) VxeR® (18)

Se prueba f&cilmente que si (X, A) es un --
punto de silla de ¥, entonces X es una solu
cién 6ptima de (P). Para conseguir un punto
de silla a partir de una solucién &Sptima, -
necesitamos suponer que las restricciones -
satisfacen algunas condiciones adicionales.
Sea T(X):= {taT/ft(E) = 0} el conjunto de
restricciones activas. Cuando T(x) # # defi

nimos:
BGO 1= f{u, /u e 26, @, er@®) = Yo e, ® (19

La siguiente proposicidn generaliza el Teo-
rema 28.3 de /8/, permitiendo caracterizar la
existencia de puntos de silla que involucran

a un x dado, y ha sido demostrada en /6/.

Lema 3.1

- on o .
Dado xeR™, existind un punto de silla de fLa
Lagrangiana asociado con X 84, y s0lo 54 XeS$

. s (T(x))
Yy existe (AI}tET(i)ER Y

tal que
0, WIX) + Bror K, 06 (%) (20)

Cuando T(x) # g, y por la convexidad del con-
junto subdiferencial, puede probarse f&cii-
mente que la condicidn: '

TN+ T K e D

(T(x))
(xc)teT(E)E R (21)

es equivalente a la existencia def

u€Y(x) tal que -ue K{B(X)}. (22)
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Definicidén 3.2. La cualificacidén de Slater

para el PSI convexo es:

1) TC.Rm es un conjunto compacto,
P : n
(ii) ft(x) es una funcidén continua de (t,x) en TxR , ¥y

(iii) existe un x° tal que ft(x°)< 0, para todo teT.

Llegamos asi al resultado fundamental pro-
puesto en este trabajo, gue constituye una
condicién necesaria de optimalidad para el

PSI convexo.

Teorema 3.3

Sea x una solucidn Gptima del PSI convexo
(P), que satisface La cuafificacibn de Sta-
ten. Entonces existe un punto de sifla aso-
eiado con Xx.

Demosthacidn. Consideremos el problema fini-

to equivalente a (P):

(P) Min Y(x)

xeS (23)

donde S:= {xeR"/ £(x) <0} con £(x):= max £,.0

. teT
Si f(x)<0, entonces xeintS {(ver Lema 3.5 en
/6/), y K(s-%) = R"
cién Optima y por la condicidén de Psehnichnyi

(/7/) existir& un subgradiente Geaw(§), tal

Dado gue X es una solu-

que -ue{K(S-%)}*. Luego u = 0,€3(x),y toman
do At = 0, para todo teT, por Lema 3.1 tene-
mos que (x,)A) es un punto de silla de la La-
grangiana.

Si f(x) = 0, definimos el conjunto

c, = {xeR™/p(x) <p(X)} . si c, =4, X seria
un Sptimo irrestringido de ¥y y de nuevo
oneaw(i). Asumiremos, pues, Co # 0.
Por Teorema 2.5, x es minimo de ¢ (x) sobre
S si, y solo si, existen u,veRn tales que
wuedy(x), velA(S;X)I* y urv = 0,. Sabemos que
u # 0, pues Cg # #. Por otra parte, x%eintS$,
siendo

int s = {xeR"/ £(x) < £(X) =0} (24)

(por (iii) de Slater). Entonces, por (4) y
la Proposicidn 2.2:

ve {T(8;) I = {T(intS;x) }* = K{E(X)} (25)

Bajo las hipbtesis (i) e (ii) de Slater, sa-

bemos que B(X) es un conjunto compacto Yy
<B(%)>=3f(X) (ver /14/, p. 201-204).
Onéaf(i), pues x no es minimo global de £,

Como
tenemos que:

R{B(X)} = RK{<B(X)>} = R{3£(X)} (26)
(ver /8/, p. 79).

Luego, existe uedy (), tal que ~u=veK{B (%)},
lo que equivale a (21). Concluimos el teore-

ma aplicando el Lema 3.1.
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