REPRESENTACION CANONICA EN MANOVA:
APLICACION A UNA CLASE DE DISENO ANIDADO
J. M. OLLER, C. M. CUADRAS

Se aplican ciertas téenica de decisidn propias del andlisis multivariante para resolver y re
presentar la variabilidad de wun disefio experimental de uso frecuente. Se plantea el modelo
matemdtico asociado al disefio y se resuelven con detalle los problemas de estimacidn de pa-
rdmetros y pruebas de significacién. Los niveles de los factores del disefio se interpretan -
como funciones paramétricas estimables y eon representados por utilizacidn de andlisis cand-
nteo. Los resultados obtenidos se aplican a la comparacidn y representacidn de tratamientos

en una experiencia agrfcola.

1, INTRODUCCION.

En experiencias agricolas y en farmacologia
es frecuente estudiar el efecto de determina
dos tratamientos sobre distintos individuos
y en periodos diferentes, en base a algunas

variables observables.

La experiencia agricola que ha motivado este
trabajo es una investigacién realizada sobre
el efecto que 6 tratamientos (uno de ellos -
testigo) tenian sobre la recogida de la acei
tuna. Cada tratamiento se aplicé a 3 &rboles
distintos y se estudié la caida del fruto a

lo largo de 4 semanas. El efecto de los tra-
tamientos consistia en disminuir la sujecién
del fruto en el &rbol, para lo cual se midie

ron dos variables:

Il
I

1 fuerza de abcisidn,

N’<
|

= porcentaje de aceituna caida,.

La disposicidén de los datos se encuentra en
la tabla I. Véase /4/.

Por la forma en gue se tomaron los datos, es
necesario considerar tres factores cualitati
vos: tratamiento, individuo y semana. Debe -
introducirse un efecto individual, puesto --
que podemos considerar de entrada, una nota-
ble variabilidad entre &rboles frente a un -

mismo tratamiento. Como ademis existe una --

clara dependencia entre las variables Yy, Yoo
se estudian conjuntamente en el modelo que se

expone a continuacidn.

Consideremos el modelo lineal normal bivarian
te

Yijhg ~ q"%1a"150" ha"®13hq (1

(i=1,...,n; 3=1,...,m; h=1,...,p; g=1,2)

con las siguientes 2(n+2) restricciones linea

les:
u.q = Si.q = A.q =0
qg=1,2 i=1,...,n (2)

Se trata de un modelo de tres factores. En -
nuestro caso concreto My ser8 la media gene-
ral de la variable g, el efecto del trata---
miento vendrd caracterizado por los o, ,¢ con
n=6, el efecto individual estari determinado

por los Bi con m=3, y el efecto semana --

ja’
vendrd dado por los Ahq’ con p=4. El factor
individuo se halla anidado respecto del fac-
tor tratamiento y el factor semana estd cru-

zado respecto a ambos.
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El modelo puede expresarse matricialmente -
como:

Y = X8 + E (3)

donde Y es una matriz de nmp filas y 2 colum

nas, ocupando el elemento yith
(i-1)mp + (3-1)p + h, columna g. 6 es una ma

la fila -~--~

triz de nm+p-1 filas y 2 columnas, ocupando
uq la primera fila, columna g, oy la i+1 fi
iiq la n+(m-1) (i-1)+j fila,
columna g y Ahq la nm+h fila, columna g. E -

la, columna g, B8

es una matriz de nmp filas y 2 columnas, de
errores aleatorios, normales e independiente
mente distribuidos por filas. X es una matriz
de nmp filas y nm+p-1 columnas, la matriz del
disefio. Para manejar con cierta comodidad la
matriz X,'la fraccionaremos, por columnas, -
en m+3 matrices, M, A, Bl""’Bm' C, defini-

das de la siguiente forma:

M (nmp, 1)

m,_.=1

L1 k=1, ...,nmp

A (nmp, n-1)

1 si (a-1)mp<kgqmp
a, = -1 si (n-1)mp<k

0 en los demds casos

Bi(nmp, m-1) i=1l,...,n (4)

1 si (i-1)mp+p(g-1)<kg(i-1)mp+pg
by = (-1 si (im-1)p<kgimp
0 en los demds casos

C (nmp, p-1)

1 si k e{p+q}
S -1 ei ke {p}
0 en los demds casos

X es entonces:

X = (M, A, Bl""' B, C)

3. ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS DE 10S
PARAMETROS.

A partir de X, como paso previoc para el plan
teo de las ecuaciones normales /5/, hemos de

obtener X'X resultando ser:
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M'M 0 0

X'X= - . (5)

verific&ndose, si llamamos R=M'M, S=A'A, ---
T,=B/B, y v=C'C,

k Tk
R(1,1) r,,=nmp
2mp i=3
S(n-1, n-1) $;4=
J rp i#3
(6)
2p i=j
Tk(m—l,m—l) tij=
k=1,...,n p i#5
2nm i=j
V (p-1, p-1) v,.=
+J nm i#j

Es inmediato comprobar que una matriz % defi
nida por:

7., = 1+§ . i,j=1...n (7)
ij ij

donde O, . son los deltas de Kronecker, verifica:
iJ

|z] = n+t
(8)
1

)

ntl

por tanto el rango de X, igual al rango de X'X, es md

xXimo, es decir, igual al nimero de pardmetros:

rango (X'X) = rango (R)+ rango (S)+ rango (T1)+...+

+ rango (T )+ rango (V) = 1 +(n-1)+ n(m-1) +(p-1) =
n

= nm + p-~1 (9)
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Ademds:
st (n-1, n-1) shol 2L g5 oieg
ij
nmp
1
- —— si i#j
nmp
T m-1, m-1) o B si i=j
k ! ij mp J
k=1,...,n 1 o1 i3
mp
(10)
v p-1, p-1) - - si i=j
p=i. P Vig nmp J
- si i#]
nmp
-1 -1 1
R (1, 1) T,y =
nmp

Como la estimacién por minimos cuadrados de los pard-

metros § , es /2/:

8= (x'x) x'y (11

0] M'
Al

Bi Y (12)
p ! B'
n n
v c'

y a partir de (12), se obtienen las estimacicnes de

los pardmetros:

q ..q
O‘iq = yi..q
Biiqg = Yij.q - Yi...q (13)

~

A =
hqg y..hq - y...q

Estamos ahora en condiciones de hallar la ma
triz de dispersiones R, de dos filas y dos -

columnas?

r = .. -V.. - Ay
as E%h(ylth+y...q yl].q y..hq) (yljhs+

ty . g7Y ) q.s=1,2 (14)

ij.s_y..hs
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4, CONTRASTE DE HIPOTESIS

Vamos a plantear a continuacién algunas hipé
tesis lineales.

a) Comparacidén de tratamientos.

H,: a, =20

A iq i=1l,...,n

(hipdtesis nula)
g=1,2

H : aukj # 0 (hipdtesis alternativa)
El rango de la matriz asociada a esta hipGte
sis lineal es n~1. La matriz de dispersidn -

HA’ viene dada por:

o = 3

LtV -Yis = s st
gs i3h (ylth yl..q yl].q y..hq)(yljhs

1Y, -y

i..s q,s=1,2 (15)

ij.s_y..hs)

El criterio de decisifdn est& basado, /1/, en
el valor que toma el estadistico:

_ (P-1) (nm-1)-1
(n=-1)

que se distribuye segfin una F de Fisher-Snede
cor con 2(n-1) y 2((p~-1) (nm-1)~-1) grados de =~
libertad. Si FA no es significativo, debere--
mos admitir gue no hay diferencias significa-

tivas entre tratamientos.

b) Efectos individuales

HB: B.._ =0 i=1l,...n

ijq (hipbtesis nula)

j=1,...,m

H : 38 # 0 g=1,2 (hipbtesis alternativa)

rst
El rango de la matriz asociada a la hipOtesis
lineal es n(m-1). La matriz de dispersidn, ba

jo H viene dada por:

BI
. - -
Pas = & Wisng™...q7Yi..q7Y..hg) Yisns?
ijh
+y..s_yi..s_y..hs) q,s=1,2 (7

El criterio de decisidn se basa en el valor -

que toma el estadistico:

F. = (p-1) (nm-1)-1
n{m-1)

que se distribuye seglin una F de Fisher-Snede
cor con 2n(m-1) y 2({(p-1) (nm-1)-1) grados de -
libertad. Si FB no es significativo, conclui-
remos, en nuestro caso, gue no hay variabili-

dad individual apreciable.
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c) Significacién del efecto semana

H, : Ahq = 0 h=1,...,p

a=1,2 (hip6tesis nula)
. r

H : 3 # 0

rs (hipStesis alternativa)

El rango de la matriz asociada a esta hipbte

sis lineal es p-1. La matriz de dispersiones

bajo Hc, viene dada por:
= 2y 5.q) YignsYiq.¢) (19)
i3h 1th i3 ijhs ‘ij.s
q,s=1,2

El criterio de decisién se basa en el valor

que toma el estadistico:

p - {p=1) (nm-1)-1
p-1

1 (20)

que se distribuye seglin una distribucién F -
de FishersSnedecor con 2(p-1) y —-===——===m=-
2((p-1) (nm~1)~1) grados de libertad.

5. REPRESFNTACION CANONICA DE FUNCIONES PARA-
METRICAS ESTIMABLES.

Cuando los niveles de determinados factores -
de un disefio factorial son significativamente
diferentes, tiene interé&s analizar las dife--
rencias por representacidn canénica de cier--
tas funciones paramétricas estimables. Esta -
técnica ha sido formulada por Cuadras /2/.
Véanse aplicaciones (genética, sisteméticé, -
medicina, etc.) en /3/.

Suponiendo que Hy v HC son hipbtesis que han
sido rechazadas, consideraremos las funciones
paramétricas

1
”C'
+
Q

g=1,2 i=1l,...,n

Y. .
1ig g 19
(21)
aq=1,2 h=1,...,p
gue dan cuenta del efecto tratamiento y el --

efecto semana respectivamente.

Las estimaciones de Gauss-Markov son

Wiq = uq+o¢iq = yi..q i=1l,...,n
POEEN g=1,2 (22)
¢hq = uq+xhq = y..hq h=1l,...,p

Para efectuar la representacidn canfnica de -
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dichas funciones paramétricas tendremos que

definir
Yi.o1Yooa o Y27 o
Y, ..1'5...1 ' Yn..zly...z
Z\F ByBy (24)

ziq:refleja la covariabilidad entre las fun-
ciones paramétricas Wiq’ en el sentido de --

Cuadras /2/. Andlogamente:

YooY, o0 Yo Y 2
By= ) . (25)
Y.p1™7¥.oa 0 Y  p277 2

):¢ - B3, (26)
Ademds /3/
A
§:= _ 1 R (27)
(nm-1) (p-1)

es una estimacidn insesgada de EE (matriz de
varianzas y covarianzas de las dos variables
observables Yyr y2), siendo R la matriz defi
nida en (14). A continuacién deberemos encon
trar una base ortogonal respecto a E: (o a
§E¢) y ademés ortonormal respecto a ZE El
problema se resuelve determinando los valo--
res y vectores propios de E:W(6§E¢) respecto
25. Tendremos pues:

N
~ Zw"i =2 Z"i

o (28)
vl Zv = 6ij
y andlogamente:
~
~ Z¢ v, = >‘i Zvi
T2 21 =0 A (29)
vi Zvj = Gi'j

Los vectores propios asi obtenidos definen -
las direcciones de mixima vgriabilidad respec
to la métrica definida por Z:.

Si llamamos VQ a la matriz formada por los =-
vectores propios obtenidos en (28) (dispues--

tos en columnas) y andlogamente llamamos V
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a la matriz formada por los vectores propios
obtenidos en (29), estas matrices definen --
las transformaciones de coordenadas buscadas,
de forma que el primer eje absorberd la mixi
ma variabilidad. Las matrices con las nuevas
coordenadas de las funciones paramétricas --
vendrdn dadas por:

~

B, = V,B B, =V,B (30)

Es conveniente, a continuacidn, determinar -
las regiones confidenciales de las estimacio
nes de las funciones paramétricas estimables.
Para ello hay que obtener previamente la ex-
presidén de las mismas en funcifn de las me-

dias de las casillas del disefio:

Yigq = Yi.:q = > mp Yijh
q 1..g9 j=1 h=1 p Jhg
n m (31)
2 1
= = —_— Vi
¢hq Y, -hg ié:l j§1 nm “ijhg

Las regiones confidenciales, con coeficiente

de confianza l-o, vendran dadas, /2/, por:

e, I« = orop |1« —== (32)
T \/mp i*h \/nm
siendo
(RG)Z - F, 2(nm-1) (p~1) (33)
(nm-1) (p-1)-1
Prob [F>F ] = a (34)
&3

donde F sigue una distribucién F con 2 y ---

(nm-1) (p-1)~-1 grados de libertad. Cada regién
confidencial (32) est& representada por un --
circulo referido a las variables canbnicas --

(ver Fig. 1 y Fig. 2).

Z. CORRFLACION VARIABIFS OBSFRVABIES CON EJES
CANONICOS.

Es interesante hallar las correlaciones de --
las variables observables, en nuestro ejemplo
fuerza de abcisién y porcentaje de aceituna -
caida, con las variables canénicas, para una

posible interpretacién de las mismas.
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Si llamamos:

1 X 1
D 2 = diag { f% (35)
\/gll \/gzz

siendo aii los elementos de la diagonal prin
cipal de >, la matriz

1 A
A=D 2 v (36)

contiene las correlaciones de las variables

observables con las variables candnicas.

8. APLICACION,

Aplicando los anteriores resultados a nuestro
caso concreto, obtenemos las siguientes matri

ces de dispersiones:
Sin restricciones:

92861.00 -3921.28
R = (37)
-3921.28 1280.46
Bajo la hipdtesis nula HA (no hay efecto de -
los tratamientos)

602112.56 -20360.42

g
"

(38)

-20360.42 2334.97

Bajo la hip&tesis nula Hp (no hay efecto in-
dividuo) .

145640.31 -5855.41
B = (39)
-5855.41 1734.69
Finalmente, bajo la hipbétesis nula HC (no hay
efecto semana)
189623.00 -13972.11
Cc = (40)
-13972.11 3544.50

Los valores de los estadisticos sobre los que
se toma la decisidn, para cada una de estas -

tres hipbtesis, son respectivamente:

FA 21.36 con 10 y 100 grados de libertad

F

]
-
.
=3
=4}

B con 24 y 100 grados de libertad

I
[
O
—
[«

FC con 6 y 50 crados de libertad

(41)
Por lo que rechazamos la hipdtesis nula, in-
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cluso para niveles de significacién tan bajos
como 1%o en el primer y tercer caso y para ni
veles de significacién del orden del 5% para

el segundo.

En cuanto a la representacidn candnica de las
funciones paramétricas estimables, se obtiene

como estimacidn de zf:

A~ 1820.80 -76.89
§E= (42)
-76.89 25.11
Para el efecto tratamiento, tendremos:
167.61 -3.11
22.69 -3.29
By = I -104.97 7.42
-14.64 -2.56
42.31 -0.75
(43)
28.39 2.28
42437.67 -1369.94
2=
-1369.94 87.88
y para el efecto semana:
62.28 -5.34
-9.44 -3.60
By = \ -23.94 -0.23
-28.89 9.18 (44)
5375.61 -558.38
¢ -558.38 125.78

En el proceso de diagonalizacidn, para el --
efecto tratamiento, resultan los valores pro
pios:

Al = 23.52 AZ = 1.98 (45)

cuyos vectores nropios, de morma unitaria --

respecto a 2:, resultan ser, por columnas:
0.0242 0.0067

VW = (46)
0.0211 0.2128

Para el efecto semana se obtiene:

Al = 5.24 AZ = 1.75 (47)
0.0065 0.0243

V¢ = (48)
-0.1731 0.1256

Efectuando las transformaciones de coordena-
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das, para el efecto tratamiento, obtenemos:

3.99 0.46
0.48 -0.55

Bw - ~-2.38 0.88 (49)
-0.41 -0.64
-1.05 -0.44
-0.64 0.30
y para el efecto semana:
1.33 0.84
B o= 0.56 ~0.68
¢ -0.12  -0.61 (50)

=1.77 0.45

El radio de los intervalos de confianza, pa-

ra regiones confidenciales al 90%, es:

Efecto tratamiento:rw = 0.643

(51)
Efecto semana: r

¢

0.525

En cuanto a las correlaciones de las varia--

bles con los ejes candnicos debido a que:

1 A 42.67 -1.80
D~ 2 D= (52)
-15.34 5.01
resulta:
Vi Va
14 0.995 -0.099 Yl
A, = D 2 z:vw = (53)
-0.266 0.964 Y2
y para el efecto semana:
Vl V2
1 A 0.587 0.809 Y
-1 1
A¢ =D 2 2V¢ = (54)
-0.966 0.257 Y,
9. SIONES,

En funcién de los datos de la tabla 1, pode-
mos aceptar que hay diferencias entre trata-
mientos, entre semanas y una variabilidad --

significativa entre los &rboles.

Para visualizar las diferencias entre trata-
mientos, recurrimos a la representacidn cané
nica de las funciones paramétricas Wi.Exami—
nando la Fig. 1, se aprecia que el tratamien
to 1 (testigo) se diferencia claramente de -
los demds, asi como el tratamiento 3 (ETHREL
2.500 p.p.m.), gque queda en la zona opuesta.
Los demds tratamientos (ETHREL 15.000 p.p.m.,
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Eje 2
2.0
ETHEL (2500) 1.0
3’ TESTIGO
ALSOL (2¢00)
-5.0 -4.0 -3.0 =2.0 1,0~ 6 1.0 2.0
! Eje 1
ALSOL "5"-2) ETHEL (1500)
AMCHEM |[(1000)
~1.0
-2.0
Fig. 1.- Representacidn candnica de los trgtamientos.
My
Eje 2 e 1
;
s/
’
’
,
/
’
/’
Z,
1.0 , PRIMERA SEMANA
- ,,
d ‘1
’
’
’
.
/
/
4
’
’
/
4
/
.
1.0 2.0 Eje 1

3

TERCERA SEMANA

SEGUNDA SEMANA

Fig. 2.- Representacidn candnica de las semanas.

Qitestiié - V. 6, n.° 3 (setembre 1982) 227



Al.: FUERZA DE ABCISION Y PORC

Tratamiento Arpbol 1 11 IIX v

1 (467 3.05) (495 4.45) (488 3.98) (575 7.32)
Testigo 2 (550 1.91) (450 2.08) (450 2.84) (497 9.31)

(556 4.10) (556 3.28) (575 5.01) (497 14.59)

1 (400 3.15) (400 3.04) (390 3.67) (357 9.62)

ETHEL
(1.500) (438 1.44) (342 1.49) (357 2.62) (335 10.43)
) (470 1.23) (331 1.71) (282 3.98) (315 17.33)
1 (289 4.56) (195 6.84) (162 13.24) (145 44.74)
ETHEL
(386 1.74) (282 2.17) (295 4.95) (187 29.06)
2.500
( ) (284 4.74) (241 16.8 ) (207 32.6 ) (212 27.07)
1 (429 1.75) (339 1.86) (315 3.38) (288 15.8 )
AMCHEM
000 2 (381 3.16) (277 4.56) (275 7.70) (275 17.27)
1.
¢ ) (505 1.18) (333 1.19) (292 1.83) (260 8.76)
1 (302 3.40) (250 3.84) (216 9.36) (215 18.23)
ALSOL
o 2 (467 4.20) (308 5.90) (274 10.5 ) (337 12.6 )
1..500
( ) 3 (369 2.24) (287 3.84) (302 7.9 ) (310 8.22)
1 (403 3.11) (353 4.71) (299 12.46) (212 30.20)
ALSOL
2 (323 5.89) (301 12.27) (295 12.76) (355 19.96)
(2.000)

3 (319 1.74) (307 3.9 (312 5.89) (325 13.70)
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ALSOL 1.500 y 2.000 p.p.m., AMCHEM 1.000 ---
pP.p.m.)
y estdn poco diferenciados entre si.

forman un grupo mis o menos compacto

Puesto que todos los tratamientos difieren -
del testigo, tienen efectos significativos.
Observando la matriz (53), podemos identifi-
car el primer eje con la fuerza de abcisién
(Yl), el segundo eje con el porcentaje de --
aceituna caida (Y2). Se concluye que ETHEL

(2.500) es el que més disminuye Y facili--

’
tando la caida de la aceituna, peio también
el porcentaje de aceituna perdida es mayor.
De los dem&s tratamientos, cuya eficacia res
pecto a Y, es parecida, AMCHEM (1.000) es el
que goza de una menotr pérdida de aceituna, -

por lo que fué considerado como tratamiento
mds iddéneo.

Con la representacifn canénica de las funcio
nes paramétricas ¢i' visualizamos las dife-—-
rencias temporales. Observando la matriz ---
(54) , podemos relacionar los ejes candnicos
con las variables observables, tal como hace
mos en la Fig. 2. La fuerza de abcisién (Yl)
desciende notablemente a partir de la prime-
ra semana, y la variacién es pequefia para --
las siguientes semanas, mientras gque el por-
centaje de aceituna caida (Y2) es minimo a -
la primera semana y alcanza un valor algo --
méds alto a la segunda y tercera semana, —----
aumentando de forma apreciable a la cuarta -
semana. Se considerd entonces, como momento
apropiado de recogida, la segqunda semana, --—
pues se tiene una fuerza de abcisidn baja, -
sin haber una pérdida grande de aceituna por
caida esponténea.

Tal como ha sido planteado, este modelo asi
como la técnica de representacidn utilizada,
puede aplicarse a cualquier disefio anidado -

p~variable con p»>2
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