REDUCTION DES MACHINES SEQUENTIELLES NON DETERMINISTES
J. ZAHND

En partant de la notion classique de machine séquentielle incomplétement spécifide, on intro
duit une généralisation de ce modéle, sous la forme de tables d'états qut associent a chaque
état présent et d chaque signal d'entrée un ensemble d'etats futurs et un ensemble de signaux
de sortie. On définit emsuite une fonction de réponse qui caractérise le comportement entrée—
sortte d'une telle machine, ce qui permet de poser en termes exacts le probléme de sa réduc——
tion. On passe en revue quelques applications possibles de ce modéle: synthése des systémes -
digitaus, réseaux de Petri, microprogrammes wnon déterministes. Ensuite on aborde le probléme
de la réduction de ces machines. On généralise la notion classique de recouvrement compatible
et l'on montre qu'elle permet de réduire une machine non déterministe. On termine par l'énon-
¢é des principaux problémes owverts qui pewvent faire 1'objet d'une suite de ce travail.

1. INTRODUCTION

La thé&orie des machines séquentielles s'est
développée en relation avec les mé&thodes de
synthése des syst@mes logiques c&blés, notam
ment l'usage de tables d'&tats pour représen
ter le fonctionnement des syst@mes séquen—--
tiels. Malgré l'usage de plus en plus répan-
du de nouveaux modéles tels que réseaux de -
Petri, Grafcet, les notions fondamentales de
cette théorie conservent une valeur certaine.
En particulier ces notions s'appliquent bien
4 la représentation et la transformation des
microprogrammes.

N8anmoins, il y a lieu de se demander & l'heu
re actuelle s'il ne convient pas de procé&der
34 une extension de cette théorie dans le sens
d'une généralisation de la notion de table --
d'états de fagon & inclure comme cas particu
liers les nouveaux mod&les mentionnés ci-des-
cus. C'est dans cette ligne de recherche que
se situe la présente communication. Son but -
est d'introduire le mod&le de la machine s&--
quentielle non deterministe, et d'aborder le
probléme de sa r&duction. On ne pré&sentera --
qu'une solution partielle de ce probléme, la
solution générale n'étant pas encore connue.
Notre but est avant tout de présenter un thé

me 'de recherche qui parait mériter une certai

ne attention.

| Q| 0
DETERMINISTE

Nous partirons de la notion classique de ma-
chine séquentielle, au sens de machine de --
Mealy incomplétement spé&cifi&e, la machine -
de Moore é&tant considérée comme un cas parti
culier. Nous supposons connue la thé&orie de
la réduction de ces machines, telle gu'elle
est exposée par exemple par Booth (ref. 1).
Nous ne rappélons ici que les premiéres défi

nitions.

On sait qu'une machine séquentielle est dédi
nie par une table d'états ou de fagon equiva
lente par un graphe d'états. Un exemple sim-
ple est donné par la table 1 et la figure 2.
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1 R e 2 ; -

2 4 ,; - 3; -

3 1:0 - -

4 1; 1 - -
L

Table 1

Mathématiquement, une machine R est caracté-

risée par les données sulvantes:

L'ensemble X des signaux d'entré@e, appelé --
aussi L{'alphabet d'entrée de la machine. Dans

l'exemple ci-dessus, X = {a,b}.

L'ensemble Y des étatfs (ou &tats internes), A
savoir ¥ = {1, 2, 3, 4} dans 1l'exemple.
L'ensemble Z des signaux de sortie, appeléd --
aussi £'alphabet de sortie. Dans notre exem—--
ple, z = {0, 1} .

La fonction de transition § , qui associe un
état futur § (y, x) & certains couples (y, x)
olt y est un &tat et x un signal d'entrée. Un

tel couple est appelé un état total.

La fonction de sortie A, qui associe un sig-
nal de cortie XA(y, x) & certains &tats totaux
(y, x).

Dans la table 1, on a par exemple §(2,a) = 4
A(3, a) = 0, tandis que §(1, a) et A(2, a) ne
sont pas définis, ce qui est noté par le ti--

w_n

ret

Pour designer une machine R avec ses alpha---
bets X, Y, Z et ses fonctions de transition -
et de sortie, on utilisera la notation —-—----—-
R(X, Y, Z, &, A). Pour la désigner avec ses
alphabets seulement: R(X, Y, Z).

s

2.2, LE MODELE GENERALISE

Afin de généraliser le mod&le classique rappe
1€ ci-dessus, nous allons d'abord le pré&sen--
ter d'une facon différente. Pour cela, nous -
analysons la signification des "don't care --

conditions" repré&sentées par les tirets de la

Qtiestiioé - V. 6, ne 2 (juny 1982)

Figure 2

table d'états.

On utilise une table d'é€tats incomplé&tement
spécifide pour représenter un systdme logi-
que qui se trouve encore & 1'état de projet.
La table représente en quelque sorte le ca-
hier des charges d'un systéme qu'on se propo
se de construire. Nous supposons connu ici -
le procé&dé selon lequel on réalise une table
d'états incomplétement spé&cifiée par un sys-
téme logique séquentiel synchronisé& (ref. 2,
chap. 6). Ce systéme logique sera représenté
par une table d'états complé&tement spécifiée.
Les "don"t care" de la table d'états initia-
le signifient simplement que le cahier des -

charges donné admet plusieurs réalisations.

Considérons par exemple la machine R de la -~
table 1. La table d'états compl&tement spéci
figée d'une réalisation quelconque de cette -
machine peut &tre construite immédiatement:

il suffit de remplacer chaque tiret de la ta
ble par un &lément arbitraire y de Y (resp.

un &élément z de Z). La table obtenue dé&finit
une nouvelle machine R' complétement sp&ci--
fi€e, que nous appellerons elle-méme une ré&a
lisation de R. Ceci nous suggére d'interpré-
ter une machine incomplétement spécifiée com
me une représentation de 1l'ensemble de ses -
néalisations possibles., Selon cette interpre
tation, on peut décrire la machine R de la -
table 1 par la table 3, qui est construite -
en remplagant chaque &tat futur non spécifié
par l'ensemble des &tats Y = {1, 2, 3, 4} ,-
et chaque sortie non spécifiée par 1'ensem--

ble des signaux de sortie Z = {0, 1}
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a b

1 1,2,3,4 ; 0,1 2 ; 0,1

2 4 ; 01 3 ; 0,1

3 1 ; 0 1,2,3,4 ; 0,1

4 1 ;1 . 1,2,3,4 : 0,1
Table 3

L'intérét de cette nouvelle représentation -
est qu'elle suggére immédiatement une généra
lisation de la notion de machine sé&quentiel-
le classique. On voit en effet que la table
3 associe & chaque &tat et & chaque signal -
un ensemble d'etats futurs et un ensemble de
signaux de sortie. Ces ensembles comportent

toujours ici: ou bien tous les &lements de Y
(resp. %), ou bien un seul &El&ment. Mais on

peut imaginer que certains cahiers des char-
ges se traduiront par des ensembles guelcon-
ques d'états futurs et de signaux de sortie.
Ces ensembles ne seront cependant jamais vi-
des, puisque quel que soit le systé&me avec -
lequel on réalisera un tel cahier des char--
ges, ce systéme possédera un &état futur et -
un signal de sortie pour chaque é&tat pré&sent
et chaque signal d'entrée. Ces réflexions --
nous conduisent & généraliser comme suit la

notion de machine séquentielle.

DEFINITION 1. Une machine séquentielle -----

R(X, Y, Z) est caractérisée par:

Une fonction de transition gui associe &
chaque état total (y,x) un sous-ensemble
non vide de Y. Ce sous-ensemble sera noté

(y.x)R ou simplement y.xX.

Une fonction de sortie qui associe & cha-
que état total (y,x) un sous-ensemble non
vide de Z. Ce sous-ensemble sera noté ---
(y/x)R ou simplement y/x.

Par exemple pour la machine de la table 3,

on a
l.a = {1,2,3,4} ; 2.a = {4}
1/a = {0,1} ; 3/a = {0}

Sauf indication contraire, le terme de machi-
ne sera pris dorénavant au sens de la défini-
tion 1 ci-dessus. Une telle machine est non -
détenministe lorsqu'elle possé&de au moins un

état total (y,x) pour lequel 1'un des ensem--
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bles y.x, y/x possé&de plus d'un &lément. Une
machine incomplétement spécififée au sens ---
classique (table 1) devient ainsi une machi-
ne non déterministe (table 3), mais il s'a--
gitld d'une forme particuliére de non déter-
minisme.

Il est légitime de se demander ici si le mo-
déle gé&néral défini cidessus présente un in-
téret pratique. Nous traiterons cette gques--
tion brid&vement dans la section 3. On verra
que ce modé&le se présente naturellement dans

diverses situations, gui suffisent & notre

sens & justifier son &tude théorique.

2,3 CTIONS REPONS

2.3.1.

Pour une machine R(X,Y,2), une sequence d'en
trée de longueur n (n entier » 1), notée ---
x{1l,n), est une suite finie x(l,n) = -~---—-=-
= x(1) x (2)...x (n) de n signaux d'entrée -
x(i). On d&finit de méme une séquence d'etats

y(1,n) et une sé&quence de sortie z(l,n).

Lorsgu'on veut poser de fagon tout-&-fait gg
nérale le probléme de la réduction d'une ma-
chine, il faut introduire une description de
son comportement "entr&e-sortie". On entend

par 13 une description qui ne se référe ----
gu'aux alphabets X et Z. Nous admettons en -
effet que l'environnement de la machine ne -
voit que son entrée et sa sortie, et gu'il -~
peut tout au plus la mettre dans un &tat ini
tial. Ceci est représenté schématiquement --

dans la figure 4.

I

Figure 4

état initial

la machine contient un registre d'état, quil

n'est pas observé par l'environnement, mais

auquel on peut donner au besoin une valeur -
initiale. R&duire la machine R(X,Y,3) signi-
fie alors: remplacer R par une autre machine
R'(X,U,2Z) qui aura les mémes alphabets d'en-
trée et de sortie que R, qui aura moins d'é-
tats que R, et dont le comportement entrée--
sortie, comparé & celui de R, sera accepta--
ble par l'environnement.C'est cette derniére
condition qu'il importe de préciser, et qui

nécessite une définition exacte de la notion

de comportement entrée-sortie.
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Cette définition peut &tre donnée de plu----
sieurs maniéres, et le choix de la dé&finition
influence la notion de réduction. Pour bien -
montrer ce point, nous allons briévement rap-
peler deux dé&finitions différentes rencon----
trées dans la théorie classique des machines

incomplétement spécifiées.

2.3.2.

Fonction de réponse de Ginsburg

Considérons une machine incomplétement spéci
fiée R(X,Y,%Z,8,2) au sens classique, un &tat
initial p et une s&quence d'entrée x(1l,n). -
Selon Ginsburg (R&f. 3, 1l'un des premiers --
ouvrages consacrés d la théorie des machines
séquentielles), la réponse de la machine ~--
n'est définie que si chacun des ftermes sudl--

vants est défini par la table d'états:

y (1) = p

z (1) = X (y(1), x(1))
y (2) =8 (y(1), x(1))

z (2) = X (y(2), x(2)) (1)
y (n) =6 (y(n-1), x(n-1))

z (n) = X (y(n), x(n))

Si chacun de ces termes est d&fini, la xépon
se de La machine poun L'é&tat initial p et fLa
séquence d'entnée x(1,n) est la séquence ---
z(l,n) définie par (1). Cette réponse est une
fonction de p et de x(1,n) gue nous notons -

p(p, x(1,n)) et appelons fonction de néponse
de Ginsburg. Si 1'un quelconque des termes -
z(1), y{(2),..., y(n), z(n) n'est pas défini

("don't care condition"), alors pl(p,x(1l,n))
n'est pas défini, et la séquence d'entrée --

=~

x(1,n) est dite {inapplicable & 1'Etat p.

Pour gu'une machine R'(X,Y',Z,8',A') dans un
état initial g puisse remplacer R dans 1'é&tat
initial p, il faut et il suffit selon Gins--

burg que: chaque fois que la ré&ponse
p(p, x(1,n)) est définie, la réponse =------
p' (g, x{1,n)) soit définie et &gale d la pre

midre.

Cette définition, la premiére du genre donnée
historiquement, présente un inconvénient pra-
tique. En effet, la notion de ré&duction qui -
en découle est telle que 1l'on peut réduire la
machine R de la table 1 en supprimant simple-

ment les &tats 1 et 2, car aucune séquence --
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~

d'entrée n'est applicable & ces &tats au sens

ci~-dessus. On obtient ainsi la table 5.

Table 5

On remargque aussi que la seule séquence appli
cable aux états 3 et 4 dans les deux machines
est la séquence x = a, de longueur 1. Or, --=
cette réduction (table 5) n'est pas conforme
au cahier des charges & partir duquel on a --
construit la table 1, et gui est le suivant:
supposons que les symboles 0 et 1 soient --—-
codés respectivement par les séquences b b a
et b a a. On veut construire une machine de -
décodage. Cette machine ne recevra que des sé
quences d'entrées formées de blocs b b a ou
b a a, et devra donner tous les trois ins---
tants le signal de sortie 0 ou 1 correspon--

dant au dernier bloc regu:

bbabbabaa
--0--0--1

entrée

sortie

Le signal de sortie aux autres instants peut
&tre quelconque. On voit immédiatement que -
toute réalisation de la table 1 satisfait ce
cahier des charges, mais que ce n'est pas le
cas pour la table 5. La notion de séquence -
applicable de Ginsburg est visiblement trop
restrictive, et elle n'a pas &té& reprise par

d'autres auteurs.

2,3.3.

Fonction de réponse A

La fonction de réponse adoptée généralement
aujourd'hui pour les machines incomplé&tement
spécifiées (ref. 1, 4) est la suivante. Con-
sidérant les relations (1), on dit mainte---
nant que la séquence x(1,n) est applicable &
1'&tat p si et seulement si chacun des &l&--
ments y(2), v(3),...,y(n), z(n) est dé&fini.
Dans ce cas, la xéponse de La machine pour -
L'état initial p et pour La séquence d'entrée
x(1,n) est par d&finition £'élLément z(n). --
Cette réponse est définie méme si les z(i) -
pour i = 1,...,n-1 ne sont pas définis. La ré
ponse z{(n) est notée X (p,x(1,n)), ce qui --
étend simplement le domaine de la fonction de

sortie A.
La théorie de la ré&duction qui découle de ce
choix d'une fonction de réponse ne permet --—

plus de ré&duire la table 1 sous la forme de
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la table 5.

2.3.4

Fonction de réponse du modéle généralisé

Les deux paragraphes qui précé&dent montrent -
bien qu'en général un modéle de machine non -
déterministe admet plusieurs interprétations
et qu'il convient de choisir celle qui corres
pond aux intentions des utilisateurs du modé-
le.

Nous sommes maintenant confrontés & ce problé
me pour le modé&le de machine gé&néralisé (defi

nition 1). Considérons par exemple la machine

R(X,Y,Z2) donnée par la table 6, ol X = {a,b}
Y =1{1,2,3,4}, 2 = {s,t,u,v}, et 1.a.= {1,2},
1/a = {s,t}, etc.
a b

1 1,2 ; s,t 1 5 u

2 3,4 ; u,v 1 v

3 1,2,3,4 ; s,t,u,v 1 ; s

4 1,2,3,4 ; s,t,u,v 1 ;s

Table 6

Soient p un &tat initial et x(l,n) une sé—--
quence d'entrée. Vu son caractére non déter-
ministe, il est clair que la machine R admet
plusieurs réponses, et nous allons définir -
ce qu'il convient d'appeler une xéponse admi
4e par R pour la séquence d'entrée et l'é&tat

initial donnés.

Une premiére idée est de considérer R comme
une représentation de l'ensemble de ses réa-
lisations (Cf. sect. 2.2), une réalisation -
de R &tant simplement une table d'états com-
pl&tement spécifide tirée de la table 6 en -
remplagant chaque ensemble d'é&tats futurs --
y.X par un €lément arbitraire de cet ensem--
ble, et de méme pour chaque ensemble de sig-
naux de sortie y/z. Lorsqu'on place l'une --
quelconque de ces réalisations dans 1'état -
initial p et qu'on lui applique la séquence
d'entrée x(1,n), on obtient la géquence 4'é&-
tats y(l,n) et la sequence de sortie z(l,n)-
calculées par les relations (1), oli § et A -
sont les fonctions de transition et de sortie
de cette réalisation particulidre. Vis-i-vis
de la table 6, ces sequences vérifieront les
relations suivantes:
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y() =p (2)
y(k+l) ¢ y(&).x(k) pour k =1,..., n-1 (3)
z(k) e ylk)/x(k) pour k = 1,..., n (4)

Mais inversément, des séquences y(l,n) et --
z(1l,n) qui vérifient ces relations ne sont -

pas nécessairement engendrées par une réali-

sation de R. Par exemple, pour p = 1 et ----
x(1,3) = aab, les séquences y(1l,3) = 112 et
z(1,3) = stv satisfont les relations (2), (3)
(4), ce qu'on peut exprimer en disant que le
diagrame

1 a ; sg> 1 a; t > 2 b ;v 5

est compatible avec la table 6. Mais il est
clair que ce diagramme n'est compatible avec
aucune réalisation de R, puisqu'on ne saurait
avoir 4 la fois &(1,a) =1 et §1,a) = 2, ni
A(l,a) = s et A(l,a) = t, dans une méme réa-
lisation. On peut méme constater qu'aucune -
des réalisations possibles de R ne peut don-
ner la réponse z(1,3) = stv pour cet &tat ini

tial et cette séquence d'entrée.

Néanmoins, nous dirons que la séquence z(1.3)=
= stv est bien une réponse admise par la machi

ne R. Nous posons donc la définition qui suit.

DEFINITION 2. Soient R(X,Y,Z) une machine sé-
quentieile au sens de la définition 1, p un -
&tat initial, et x(1,n) une séquence d'entrée.
Nous dirons qu'une séquence de sortie z(l,n)-
est une réponse admise par R poun L'éEtat Ani-
tial p et La séquence d'entrée x(1,n) s'il --
existe une séquence d'états y(l,n) telle que
les relations (2), (3), (4) soient vérifiées.
On désignera par R,(x(l,n)) l'ensemble des ré
ponses ainsi admises. La fonction qui & cha--
que état p et & chaque sé&quence x(1,n) asso--
cie l'ensemble RP(x(l,n)) sera la {onction de
n€ponse de R.

Le diagramme de la figure 7 illustre cette dé&
finition. Il représente l'ensemble R, (aab) -~
pour la machine de la table 6. Cet ensemble -
se compose de toutes les séquences de sortie

telles que stv, pouvant &tre "lues le long --

d'une branche" de cet arbre.
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Figure 7

Une autre fagon d'illustrer la dé&finition 2
est de considérer l'ensemble des réalisations
de R. Une realisation particuliére peut é&tre
représentée par le schéma de la figure 8, oll
S est une machine combinatoire qui calcule -
1'&tat futur §(y,x) et le signal de sortie
AMy,x), et D est un registre d4'état.

Y

d(y,x)

o |
L]

Figure 8

Imaginons que l'on ait construit ainsi toutes
les réalisations possibles de R, et que leurs
systémes combinatoires respectifs soient Sl’
SZ""’sk . La définition 2 revient & dire --
que les réponses admises par R sont les répon
ses que peut fournir le systé&me de la figure

9, dans lequel on s'autorise 3 manipuier de -
fagon arbitraire les variables de commande --
des multiplexeurs (en synchronisme avec 1'hor

logue du systéme) .
Les figures 7 et 9 peuvent suffire 3 justi--—-

fier la proposition suivante qui découle de -

la définition 2.

Proposition 1: Soient R(X,Y,Z) une machine et
p un état quelconque.
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Pour toute séquence d'entrée x(1) de longueur
1, on a

Rp(x(l)) = p/x(1). (5)

Pour toute séguence d'entrée x(1,n) de lon--
gueur n > 1, on a

R (x(1,n) = R_(x(1)) U

R_(x(2,n))
qep.x (1) -

(6)
La démonstration rigoureuse de la formule de
récurrence (6) peut &tre trouvée dans la réf.
5 (chap 2). Les ensembles Rp(x(l)), Rq(x(2,n))

sont des langages sur l'alphabet %Z; la reunion
et le produit dans la formule (6) sont les opé

rations réguliéres usuelles (réf. 5, chap.l).

Le choix de la définition 2 se justifie essen
tiellement par le fait qu'il entrafne essen--
tiellement les mémes principes de ré&duction -
que la théorie classique pour les machines --
particuliéres de la forme illustrée par la ta
ble 3, forme correspondant aux machines clas-
siques incomplé&tement spécifiées (table 1).

Il faut voir cependant gque ce n'est pas le --
seul choix possible. En effet, lorsqu'on ~---
applique une séquence d'entrée x(1,n) 3 un --
état p, on peut s'intéresser seulement aux --
derniers &léments z(n) des réponses admises -
z(1l,n) . Par exemple dans la figure 7, oll p=1
et x(1,3) = aab, ces &l&ments sont u,v,s. On
pourrait considérer cet ensemble {u,v,s} ---
comme la réponse de la machine R. On d&fini-
rait ainsi une autre fonction de réponse, --
qu'il est naturel de noter p/x(l,n). Dans --
l'exemple cité: 1l/aab = {u,v,s} .En ce qui -

184



Ay (y,x)

6y (¥, x)

A2 {y,x)

82 (y,x)

lk(y,x)

K .
GKG,x)

¥ X MUX

MUX K.

Figure 9

concerne la réduction, le choix de 1l'une ou
l'autre des fonctions de réponse Rp(x(l,n)),
p/x(1,n) n'est pas indifférent pour les ma--
chines non déterministes en général. Tout ce
qu'on peutdire est que le langage Rp(x(l,n))
est contenu dans le produit des langages ---
p/x{(1), p/x(1,2),...,p/%x(1,n).

3. APPI[CATIONS DU MODELF GENERAL

On passe en revue dans cette section quelques

applications possibles du modé&le de machine -

général introduit dans la section 1.2.

3.1, SYNTHESE DES SYSTEMES DIGITAUX

3.1.1,

Le cas de non déterminisme le plus simple se
rencontre couramment dans les problémes sé--
quentiels usuels. Il se trouve par exemple -
dans la table d'états incomplétement spéci-

fiée qu'est la table 10.

1 2 3 4
a b ; - e ; O0- e ; 00 b i =1
b c ; 00 a4 ; -- - ; -1 - ; -0
< - -l e ; -1 a ; 00 b ; 01
d a ; ~0 b ; 1- - ;- - ; -——
e b ; ©- - ; -0 - ; =0 a ; 11
Table 1C
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Dans cette machine R(X,Y,Z) on a X =1,2,3,4,
Y = a,...,e et 1l'alphabet de sortie est l'en
semble des couples (,0,0), (0,1), (1,0),{1,1)
notés simplement 00, 01, 10, 11. En d'autres
termes 7 est le produit cartésien {0,1}2. Les
notations --, -0, 0-, .. représentent des =--
sous-ensembles de Z, & savoir:

-~ représente l'ensemble Z lui-méme
-0 " " {00,103}
0- " " {00,011}

etc.

Ce genre de table d'états, ol Z est un pro--
duit cartésien et oll pour chaque &tat total
(y,x) l'ensemble y/xX est un sousproduit car-
tésien de Z n'est pas traité& dans les ouvra-
ges théoriques classiques, gui se bornent tou
jours au cas ol y/x est toujours: soit un --
seul élément de Z, soit tout l'ensemble Z. La
raison de ceci est que la notion classique de
séquence applicable perd sa clarté lorsqu'un
signal de sortie peut &tre non seulement dé-
fini ou non défini, mais encore partiellement

défini, comme c'est le cas dans cet exemple.

On remarque que dans 1l'exemple qui précéde -
1l'ensemble y/x est toujours un sous-ensemble
de Z de la forme U x V ol U et V sont deux -
sous-ensembles de {0,1}. C'est ce que nous -
avons appelé un "sous-produit carté&sien" de
Z. On exprime aussi cette propriété en disant
que dans le signal de sortie (21’22) les va--

riables Zy12, sont indépendantes._

On recontre cependant des machines ol les en-
sembles y/x ne sont pas de cette forme. Consi
dérant par exemple 1'alphabet Z ci-dessus (ta
ble 10}, on pourrait avoir y/x = {01, 10} ---
pour un certain &tat total (y,x). Il s'agi---
rait alors d'une machine & deux variables de

sortie Zyr2, qui auraient ce qu'on appelle --
des "don't care" 1liés.

Cette situation se pré&sente souvent lorsqu'un
systéme est décomposé a priori et que la ma--
chine R(X,Y,2) est une composante du systéme,
dont les autres composantes sont fix8es au dé&
part. Un exemple est donné dans la figure 11,
ol R possé&de 6 variables de sortie SO,Sl,SZ,—
S3,M,Cn gul commandent une unité& arithmétique
et logigque 74181. Cette unité effectue des --
opérations arithmétiques et logiques sur des

mots de 4 bits A et B, le résultat &tant ---
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donné sous la forme d'un mot de 4 bits F et

d'un bit de retenue Cn+l

de sortie Z de la machine R est ici le pro--

(carry). L'alphabet
duit cartésien {0,1}6 . Cette machine a pour

rdle de commander des sé&guences d'opérations

de 1'ALU, selon un certain cahier des charges.

00

S0 N
* s,
l -
52 >
R s ALU

3 74 181

n o
F
cn+1

Figure 11

Supposons que dans 1'état y et pour le sig--
nal x, la machine R doive commander 1'opéra-
tion F = A + B (somme arithmétique). Selon -
les specifications de 1'ALU, il y a trois --
signaux de sortie qui permettent de commander

cette opé&ration, & savoir les trois vecteurs

21’22’23 suivants:

S, s, 8 s, M <,
z, ¢+ 1 1 1 1 0o 1
z, + 1 1 1 1 0 o
zz: 0 0 0 1 0 Y

En composant la table d'é@tats de R, on pourra

donc écrire y/x = {21,22,23}, car il n'y a --

aucune raison de choisir a priori 1'un des --

vecteurs Zy524,238 cela pourrait limiter les

possibilités de ré&duction de la table.

3.2 RESEAUX DE PETRI: MICROPROGRAMMES NON DE
MINISTES

Les exemples qui précé&dent montrent qu'il est
tout 3 fait courant de recontrer des machines
R(X,Y,Z) dans lesquelles la fonction de sor--
tie y/x est de type non déterministe. Le cas

oli la fonction de transition y.x n'est pas de
terministe est plus rarement enviasagé & --==
l'heure actuelle, mais les exemples gui sui--

vent suggérent qu'il y a lieu de s'y intére--
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ser.

3.2.1
Réseaux de Petri

Nous ne pouvons pas faire ici un exposé dé--
taillé sur l'application des réseaux de Pe--—
tri & la synthése des systhé@mes logiques et
nous renvoyons le lecteur & l'ouvrage de Dac
(réf. 6).

ment qu'on se limite dans cette application

lin et Blanchard Rappelons seule--
aux réseaux de Petri 4aufs, c'est-i-dire dont
les places ne contiennent jamais plus d'un -
marqueur. On peut ainsi associer & chaque pla
ce une variable logique Y qui vaut 1 si la -
place contient un marqueur et 0 lorsqu'elle -
est vide. S'il y a en tout n places, donc n
variables de marquage Yl""'Yn le vecteur de

marquage (Yl,...,Yn) définit 1'&tat du réseau.

Pour représenter avec un tel réseau un systé-
me logigue dont les variables d'entrée sont

Xl""’xm et les variables de sortie -------
Zl""'Zp’ on associe & chaque transition du-
réseau une condition logique E(Xl,...,xm), -

fonction boclé&enne des variables d'entrde -—-
(fig. 12).

Figure 12

Lorsque le systéme se trouve dans un &tat --

y = (Yl,...,Yn), il y a pour un vecteur d'en
trée x = (Xl,...,Xm) plusieurs transitions -

franchissables en général, donc plusieurs --
&tats (marquages) futurs possibles, encore -
que certains auteurs introduisent ici des --
restrictions qui nous paraissent inutiles. -
Le modé&le général du réseau de Petri admet -
que dans un ensemble de transitions franchi-
ssables, une seule d'entre elles est franchie,
celle-ci pouvant étre choisie arbitrairement.
Si 1'on définit les variables de sortie Z;
comme fonctions (non déterministes) des varia
bles Xi,Yi on voit qu'un réseau de Petri ain-
si interpré&té n'est autre qu'une machine sé-
quentielle R(X,Y,Z) dont les fonctions de --
transition y.x et de sortie y/x sont non dé-
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terministes.

3.2.2

Microprogrammes non déterministes

Dans un article sur les svstémes sé&quentiels
microprogrammés, Mange et Sanchez /7/ présen
tent une maniére de réaliser un svstdme sé--
quentiel, donné par une table d'états classi
gue, au moyen d'un microprogramme qui ne com
le test

d'une variable d'entrée, et l'assianation --

porte que deux types d'instruction:

d'une valeur aux variables de sortie. Ils --
considérent par exemple la table d'&tats 13,
a4 deux états A et B, deux variables d'entrée
Xy et x2, et une variable de sortie z gui --

peut prendre les valeurs 0,2,3,4,6.

Xy1¥2

00 01 11 10
a A;0 B; - A;2 ;3
B A~ B;0 B;4 B; 6

Table 13

Une fagon de passer de cette table & un mi--
croprogramme du type mentionné& ci-dessus con
siste & construire un programme sé&par@ pour
chacune des lignes de la table d'états, puis
d relier ces programmes entre eux (fig. 14).
La construction séparée des programmes A et

B est &vidente. Le point qui nous intéresse
ici est la fagon de les relier. En effet lors
qu'on sort de l'instruction N2 3 du programme
A pour Xy = 1, on est renvoyé au programme B,
conformément au §(A,01) = B de la table 13.--

Mais comme % et Xy viennent d'étre testés --

(avec le résultat X Xg
indifféremment & 1'une quelconque des instruc
tions Ne 7,9,

= 01}, on peut passer

ou 12 du programme B. Ceci est

~

indiqué par B(7,9,12) & la sortie du program

me A. De mé&me en sortant du programme B, on -
peut passer indifféremment & 1'une quelconque
des instructions Ne 1,3,6 du programme A. Le

programme résultant peut étre considér& comme
une machine séquentielle non déterministe § -
12 &tats (un &tat par instruction), avec 1l'al
{0,2,3,4,6,N}. Les &1&-

Z' représentent respecti-

phabet de sortie Z' =
ments 0,2,3,4,6 de
vement les opérations z: = 0,...,2z: = 6, et N
représente l'opération neutre (NOP). La table
de cette machine est la table 15, ot 1'on re-

margue les ensembles d'é&tats futurs {7,9,12}



9

B(7,9,12)

Tigure 14

et {1,3,6}
clair gque ces deux lignes peuvent fusionner
si 1'on remplace {7,9,12} par 12 et {1,3,6}

dans les lignes 3 et 9. Il est

par 6. C'est un exemple &lémentaire de réduc

tion de table d'é@tats non dé&terministe.

o
o
o
-
—

- S
.
10 11 12
[ e R o
¢ T
I
1 4
A(1,3,6)

1 3 ; N 3 ; N 2
2 5 ; N 4 ; N 4
3 6 ; N 7,9,12 ; N 7,9,12
4 1; 2 1; 2 1
5 l; 3 1;:; 3 1
6 1;0 1 ;0 ]
7 9 ; N 9 ; N 8
8 11 ; N 10 ; N 10
9 1,3,6 ; ™ 12 ; N 12
10 7 ;4 7 ; 4 7
11 7; 6 7; 6 7
12 7;0 70 7

QO NZZZOoOwN=ZZ22Z

10
2 ; N
S ; N
6 ; N
1 ;2
1; 3
l1;0
8 ; N
11 ;
1,3,6 ; N
7 i 4
7 ; 6
7;:;0

Table 15

Nous ne pouvons pas exposer ici de fagon plus
compl&te la relation qui existe entre les no-
tions de microprogramme et de machine sé&quen-
tielle. Nous renvoyons le lecteur au texte de
Davio /réf.8/, basé sur les travaux de Glush-
kov /réf.9/. En considérant les programmes --
comme des machines séquentielles, on peut leur
appliquer les méthodes de transformation et de
réduction de ces machines. L'exemple ci-dessus
donne 3 penser que de fagon générale lorsqu'un
programme est congu par segments, la combinai-
son de ces segments entre eux peut se traduire

par un programme non déterministe.

4, THEORIE DE | A REDUCTION

Il n'est pas possible de faire ici un exposé
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complet de cette th&orie, d'autant plus qu'el
le présente encore des problé&mes non résolus.
Nous voulons seulement en donner les bases et
suggérer les travaux qui pourraient faire sui

te 3 ce bref exposé.

4,1 {r PROBLEME DE LA REDUCTION

Comme nous l'avons dit au paragraphe 2.3.1, -
réduire une machine R(X,Y,Z), c'est trouver -
une machine R'(X,U,2Z) ayant les mémes alpha--
bets d'entrée et de sortie que R, moins d'é--
tats que R, et dont le comportement entrée- -
sortie soit acceptable par l'environnement de
R. Nous voulons préciser ces termes en par—---
tant des définitions 1 (sect. 3.2) et 2 (pa--

ragr. 2.3.4).
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DEFINITION 3. Soient R(X,Y,Z) et R'(X,U,2) -
deux machines, y un &tat de R et u un &tat
de R'. On-dira que 1'é&tat u s{imule (covers)
1'état y si pour toute séquence d'entrée ---
x(1l,n) on a

R (x(1,n)) C:Ry(x(l,n)). (7)

La relation (7) signifie que toute réponse -
z(1,n) admise par la machine R' pour la sé&--
quence x et 1'&tat initial u est admise par
la machine R pour 1'é&tat initial y. C'est —-
pourquoi 1'on peut remplacer la machine R --
dans 1'état initial y par la machine R' dans
1'état initial u.

DEFINITION 4. On dit que la machine R'(X,U,Z)
s4imufe la machine R(X,Y,Z) si pour chaque --
état y de R il existe un &tat u de R' qui si
mule y au sens de la définition précédente.

La machine R' est une n€duction de R si elle
simule R et si le nombre d'&lé&ments de U est
inférieur ou &gal celui de Y. Enfin R' est -
une #éduction minimale de R si R' est une ré
duction de R et s'il n'existe pas de réduc--

tion R" de R ayant moins d'&tats que R'.

Il est évident que la relation R' s4mule R,
tout comme la relation R' est une #1éduction

de R, est ré&flexive et transitive. On dira -
que R est réduite lorsque R est une réduction

minimale d'elle-méme.

4,2 MACHINES QUOTIENTS

4.2.1.

Recouvrements compatibles

On sait que dans la théorie classique des ma-
chines incompl&tement spé&cifiées le probl&me

de la ré&duction d'une machine R(X,Y,Z) se ra-
méne 2 celui de trouver un famille de sous-en
sembles de Y qui recouvre Y, et qui jouisse -
de certaines propriétés vis-a-vis des fonc---
tions de transition et de sortie §,X de R. --
Nous voulons généraliser cette notion dans le

cas d'une machine non dé&terministe quelconque.

A cet effet, nous partons de la théorie clas-
sique en considérant la machine de la table -
16, qui reproduit la table 1. Soit U = {a,B}

un ensemble & deux &léments,et associons & --
chague élément u de U un sous-ensemble o(u) -
de Y, selon la table 17. On dit qu'on a dé&fi-
ni ainsi un frecouviement o: U + Y, parce que
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-

chaque &l&ment de Y appartient & 1'un au ---
moins des ensembles o(u) appelés les classes

du recouvrement.

a b
1 - - 2 ; -
2 4 ; - 3; -
3 1;0 - -
4 1;1 -G -
Table 16
u g {u)
o {1,2,3}
8 {1,2,4}
Table 17

Le recouvrement ¢ (table 17) jouit des deux -
propriétés suivantes vis-a-vis de la machine

considérée (table 16).

Premidre propriété (8)

Pour une classe quelconque o(u) et un signal
d'entrée x quelcongue, il existe une classe
o(v) telle que &8(o(u), x) ¢ o(v). La notation
§(o(u),x) désigne l'ensemble des §(y,x) spéci
fiés correspondant aux éléments y de o(u). On
a par exemple:

§(o(a) ,a)

= 68({1,2,3},a) = {1,4} < o(B).

Deuxiéme propriété

Pour une classe quelcongue o(u) et un signal
d'entrée x quelconque, l'ensemble X (c{(u),x)

posséde au plus un &Elément. L'ensemble -----
A(o(u), x) est.par définition 1l'ensemble des
Aly,x) spécifié&s pour les &léments y de O(u).

On a par exemple:

Ao (a) ,a)
A(o(a),b)

A({1,2,3},a) ={0}
x({1,2,3},b) = ¢

(ensemble vide).

La premiére (resp. deuxi@me) propriété s'ex--
prime en disant que le recouvrement ¢ est com
patible avec la fonction de transition (resp.

de sortie) de la machine.

Nous voulons maintenant exprimer ces deux pro
priétés au moyen des fonctions y.x et y/x dé-
finies par la table 3 qui représente cette ma

chine selon la définition 1. Pour cela il suf
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fit de remarquer que

v.x [{G(y,x)} si 8(y,x) est dé&fini
Y si 6(y,x) n'est pas défini
(10)
y/x = i{k(y,x)} si A(y,x) est défini
Z si A(y,x) n'est pas défini.
(11)

On voit alors que la relation §(o(u),x) € o(v)
peut s'exprimer en disant gue pour tout ~----
y € o(u) on a y.x No(v) # #. Par suite, la -
propriété (8) s'énonce:

Premidre propriété

(12)

Pour tout u € U et pout tout x € X il existe
un v € U tel que

v.x No(v) # @ quel que soit y € o(u).

Secondement, dire que 1'ensemble A (c(u),x) =
poss&de au plus un &lément, c'est aussi dire
que l'intersection des ensembles y/x tels que
v € o(u) n'est pas vide. Par suite la proprié

té (9) s'énonce:

Deuxi@me propriété

(13)

Pour tout u € U et pour tout x € X on a

r“] y/x # @

y € o(u)

Nous proposons maintenant de prendre les pro
priétés (12) et (13) comme définition d'un -
recouvrement compatible avec une machine —---
R(X,Y,2), dans le cas général d'une machine

de forme quelconque.

4.2.2

Machines quotients

Supposons donnés une machine R(X,Y,Z) et un
recouvrement o: U » Y compatible avec R, oll
U est un ensemble fini {a,8,...}. En vertu -
de la propriété (12) de o, on peut associer
3 chaque couple d'éléments u € U, x € X un -
sous-ensemble non vide de U, que l'on notera
u.x, et tel que

YV € u.Xx,

vy e ofw: v.xNo(v) #¢ (14)
De méme, en vertu de la propriété (13) de o,
on peut associer & chague couple d'eléments
u e U, x ¢ X un sous-ensemble non vide de %,

que 1'on notera u/x, et tel que
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vy € ofu): u/x C y/x. (15)
Autrement dit on peut construire une machine
R'(X,U,2) dont les fonctions de transition -
et de sortie u.x, u/x vérifient (14) et (15).
Une telle machine est appelé&e une machdine --
quotient de la machine R par le recouvrement
0. Si dans cette construction 1l'on choisit -
pour chaque couple u,x les plus grands ensem
bles u.x et u/x vérifiant (14) et (15), on -
dira que la machine R'est £a machine quotient
de R par o. Cette terminologie est tirée de
la /réf.5/.

Au cas olt R a la forme particuliére d'une ma
chine classique, c'est-a-dire ol les fonc---
tions v.x et v/x sont dédinies par (10) et -
(11), les propriétés (14) et (15) d'une ma--

chine guotient s'é&noncent aussi.

VYV € U.X 3 S(o(u), x) € o(v) (16)
si A(y,x) est d&fini, alors

Ay, )} = u/x 17

vy € o(u):

Par exemple, étant donnés la machine R(X,Y,Z)
de la table 16 et le recouvrement o: U + Y de
la table 17, on peut construire la machine --
quotient R'(X,U,Z) de la table 18.

Table 18

On sait par la théorie classique que la machi
ne quotient ainsi construite est une ré&duc---
tion de R. Nous allons généraliser ceci dans

le théor&me suivant, qui constitue le princi-
pal résultat actuel sur la réduction des ma--

chines non dé&terministes.

4.2.3

THEOREME. Scient R(X,Y,Z) une machine quelcon
que, 0: U = Y un recouvrement de Y compatible
avec R, et R'(X,U,Z) une machine quotient de
R par o. Tout &tat u de R' simule chacun des
&tats y de R tels que y € o(u). Par suite R'

simule R.

DEMONSTRATION

Conformément 34 la définition 3 (sect.4.l), -

nous devons montrer que la relation

y € o(u) =» R!(x(1,n)) C Ry(x(l,n)) (18)
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est vraie quels que soient y € ¥, u € U, et
la séquence d'entrée x(1,n). Nous procédons
par récurrence sur la longueur n de x. Si =
n=1, on a x{1,n) = x € X, et la relation
(18) est vraie en vertu de la formule (5) et
de la propriété (15) d'une machine guotient.
Supposons que la relation (18) soit vraie --
pour n, quels que soient y et u (hypothése -
de récurrence). Considérons une sé&quence —---
x(1, n+l), et supposons que y € og(u). En —-—-—
appliquant la formule (6) on peut é&crire

R! (x(1)) U

v e u.x(1)

Ry (x(1,n+1)) RY(x(2,n+1))

(19)
R _(x(1,n+1)) = R _(x{(1)) U R (x(2,n+1)).
¥ Y g e vy.x(1) 4

(20)

Comme on a supposé que y € o(u), on a ——-———-

Ra(x(l)) c Ry(x(l)) puisque x(1) est une se-

quence de longueur 1.

D'autre part, en vertu de la propri&té (14)-
d'une machine quotient, on voit que pour cha
que terme R;(X(Z,n+l)) dans (19) il existe -

un terme R _(x(2,n+1)) dans (20) tel gue ----

q €0(v), donc tel que

R (x(2,n+1) ¢ Rq(x(z,n+1)), puisque x(2,n+1)

est de longueur n. On en déduit, que .
Ré(x(l,n+1)) C Ry(x(l,n+1)). Ainsi par récur

rence , la relation (18) est vraie quel que

soit n.

4.2.4.

Problémes cuverts

Le théor@me qui précéde indique une méthode

de réduction valable pour une machine non dé
terministe quelconque, méthode qui peut se -
résumer comme suit: 1) trouver un recouvre--
ment compatible avec R et 2) construire une

machine quotient de R par ce recouvrement. -
L'étape 1) de cette méthode reste & &laborer
dans le cas général. Mais le probléme majeur
qui se pose d'abord est celui de 1l'universa-
lité de la méthode, 3 savoir la question sui
vante: est-ce que toute ré&duction R'(X,U,Z)

d'une machine R(X,Y,2) peut &tre trouvée par
cette m&thode. Plus précisément, étant don--
nées une machine R(X,Y,2) et une reduction -

R'(X,U,Z) de R au sens de la d&finition 4, -
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est-ce gu'il existe un recouvrement o: U =+ Y
tel que R' soit une machine quotient de R --
par o ?

On peut répondre par l'affirmative, 3 quel--
que nuance pré&s, dans le cas ou R est dé&finie
par une table d'etats classique incomplé&te--
ment spécifiée /ré&f.5/. Plus exactement on -
montre dans ce cas: si R'(X,U,Z) simule R et
si chaque état u de R' simule au moins un --
état de R, alors le recouvrement c: U - Y --
dont chaque classe o(u) est formée de l'en—-
semble des &tats y de R qui sont simulés par
u, est un recouvrement compatible avec R, et
R' est une machine guotient de R par ce recou
vrement. Nous n'avons pas pu étendre ce résul
tat pour des machines quelconques, et le pro-

bléme est ouvert 3 notre connaissance.

En attendant la réponse d cette question, on
peut &laborer en détail la méthode de réduc-
tion indiguée ci-dessus, qui consiste essen-
tieliement & trouver les recouvrements compa
tibles avec une machine R(X,Y,Z) donnée. Ce
probléme, plus facile semble-t-il que le pré
cédent, est bien résolu pour les machines --
classiques. Mais les méthodes applicables --
dans ce cas ne se transposent pas imm&diate-
ment au cas général. Par exemple il n'est --
pas possible d'affirmer dans le cas général
gqu'un sous-ensemble C de Y est une classe de
compatibilité sitdt que chaque sous-ensemble
{p,q} de C est une classe de compatibilité.
Cette affirmation peut déja é&tre fausse pour
une machine R dont seule la fonction de sor-
tie y/x est non déterministe, du type mention
né au paragr. 3.1.2.

Pour terminer, nous donnons un exemple d'une

machine R non déterministe (table 19) et d'un
recouvrement ¢ compatible avec R (table 20), -
c'est-d-dire jouissant des propriétés (12) et

113). On a par exemple:
vyeoc (a) : y.0MNoly) #¢

La machine guotient de R par ¢ est donnée par
la table 21.



[} 1
a a,b ; 0,2 c,e ; 0,1,2,3
b d ; 1 a,b,c,d,e ; 0,3
c b ; 2 a,b,c ; 3
a a,b,c,dye ;. 1,3 c ; 0,2
€ a,d ; 2,3 e ; 1,2
Table 19
1
u Gl 0
a {a,c} a Y i 2 af ; 3
B | f{asel ] a,By ;2 B s 1,2
y | {b.,a} : Y y ;i 1 a ; O
T;ble 20 Table 21
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