APROXIMACION AL CONTROL ESTADISTICO DE CALIDAD
MEDIANTE VARIABLES MULTIDIMENSIONALES

F.C. LARIO ESTEBAN

EL objeto de este trabajo es definin unas téenicas estadistico-matemdticas --
que permitan planteanr y hresolver el tema deld Control de Calidad multidimensio
nal con variables cornelacionadas. Planteada y justificada La necesidad de -~
utitizacign de variables multidimensionales para caracterizan individuos esta
disticos complejos, se pasa revista a téenica de Identificacibn y Andlisis de
Datos, -Andlisis Discriminante y k-vecino mds préximo [k-NN 6 k-Nearest Neigh
bor)-, [se caracteniza el Reconocimiento de Formas, -Pattenn-Recognition-, me
diante Los Tdentificadores anteniores actuando sobre Muestras de Aprendizafel
y al estimar Los Errones de Mala-Identificacibn, se puede plantean ya un plan
de Contrnol de Calidad. Se ha obtendido de este mode un Programa que establece

un Plan de Control de Calidad en La Recepedibn, sobre variable aleatoria muliti

dimensional nenmal, mediante una Muestra de Aprendizaje inicial

0, EL CONTROL ESTADISTICO DE CALIDAD, REVI-
SION DE LAS TECNICAS UNIDIMENSIONALES CLA-
SICAS

Entre las variables controlables en un pro—
ceso productivo, y junto a caracteristicas -
tales como la Capacidad de Produccidn y los
Costes, hay otros aspectos que no por mis --
conocidos se utilizan en toda su potencia, -
tal es el caso del Control de Calidad en los

Procesos de Fabricacién.

La evolucidn y creciente desarrollo de una -
tecnologia cada vez m&s automatizada e inte-
rrelacionada exige un continuo perfecciona-
miento y avance en las T&cnicas de Control,
con la consiguiente elaboracién de instrumen
tos matem@tico-estadisticos que permitan 1la
solucibn de Problemas industriales que por -
su propia realidad alcanzan un evidente gra-
do de complejidad en su tratamiento y modeli
zacidn.

La utilizacibén en el campo unidimensional de
las técnicas estadisticas (Estimacién, Mues-
treo y Pruebas de Hipbtesis) como instrumen-
tos al servicio del Control de Calidad permi
tieron resolver los problemas que los Ensa-
yos Destructivos representaban en la Inspec-
cién al 100%.

Aparece de esta manera el Control Estadisti-
co de Calidad, en el que a partir de Mues- -

tras relativamente pequefias pueden inferirse

supervisada.

caracteristicas de la Poblacién, Lote recep-
cionado o Producto fabricado. Inferencias,

que para su validez estadistica, han de te-~
ner en cuenta las caracteristicas no tan sélo
t&cnicas sino propias de la teoria estadisti-

ca.

Ante las primeras exigencias de Calidad, ma—
nifiestas en los Contratos de Compra-Venta, -
se plantea la solucién a la Recepcién de Lo-

tes, y como primer paso se plantearon las Téc
nicas Estadisticas del Control de Calidad en

la Recepcidn, mediante variables unidimensio-
nales que representaban Atributos o Variables
Cualitativas. S8i como es l6gico existen, --
pues se han desarrollado, otras técnicas es-

tadisticas que pretenden resolver otros temas
concretos, -Control de Calidad en la recep-

cidén por medidas, e incluso se ha visto la ne
cesidad de perfeccionar y desarrollar las téc
nicas iniciales obteniéndose los Planes de --
Muestreo Miiltiples y Secuenciales-, aqui se -
insistird en el C.E. de Calidad en la Recep-

cifn por atributos en su aspecto simple, ya -
que se tratard de aplicar estos conceptos y -
técnicas al caso de Variables Multidimensio-

nales.

El C.E.C. en la Recepcidn mediante Atributos,
tiene como objetivo definir un Plan de Con--
trol, que teniendo en cuenta los objetivos -
del Plan (Punto de la Curva Caracteristica),
optimice el problema realizando inferencias -
estadisticas a partir de los resultados obte-
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nidos en Muestras aleatorias aleatorias ex--
trafidas del Lote.

Mediante los conceptos estadisticos del Con-
trol de Recepcidn por Atributos,

~ Se calcula el nimero de individuos que --
constituirdn la Muestra utilizada en el --

Plan de Muestreo.

- Se calcula la proporcidédn de piezas defec- -
tuosas méxima, que puede encontrarse en la
Muestra para que se cumplan las Condicio--

nes de Eficacia del Plan.

A partir de esta proporcidn y el nlmero de -
individuos de la Muestra se calcula el nilme-
ro mé&ximo de individuos o piezas defectuosas

que pueden encontrarse en la Muestra.

- Conocido el tamafio de la Muestra, se ex—---
traen los n-individuos del Lote, tomando -
las precauciones necesarias para que pueda

considerarse extraccién aleatoria.

- Se clasifican los individuos de la Muestra
en buencs o defectuosos, mediante la apli-
cacién de un ente fisico o matemdtico que
lo permita (Calibre Pasa-No Pasa, en el ca
so de piezas mecénicas, gque se clasifican
en buenas o defectuosas segin el Calibre -

méximo que admiten).

- Determinado el nimero de Individucs de la
Muestra considerados defectuosos, se compa
ra esta cifra con el nlmero méximo de indi
viduos defectuosos que podrian encontrarse
en el Lote.

- Segln que los encontrados sean mayor-igual,
0 menor gue el nlimero maximo, podr& consi-
derarse que el Lote no tiene la Calidad exi
gible por las Caracteristicas de Eficacia,
y por lo tanto serd rechazado, o por el con
trario nada autoriza a pensar que la Cali-
dad del Lote (estimada por lo ocurrido con
la Muestra) sea inferior a las condiciones
expuestas en las Caracteristicas de Efica-

cia.

Se tendrd pues resuelto el Problema del C.E.
C. en la Recepcidn, utilizando atributos, y -
dejando de lado la problemdtica de la extrac-
cidn aleatoria de los individuos de la Mues-

tra, la realizacibn de los Ensayos destructi-
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VvOs ©0 no, -necesarios para la clasificacidén
en buenos o defectuosos de los individuos~ -
e incluso la problemdtica laboral y humana -

que la implantacidn del Control impone.

1, PROBLEMATICA ACTUAL. NECESIDAD DE LA UTI-
LIZACION DE LAS_VARIABLES MULTIDIMENSIONALES

El creciente desarrollo de la tecnologia, --
junto con la utilizacidn cada vez mas racio-
nal y eficaz de los recursos van imponiendo
nuevas necesidades de Control en los siste-
mas. La complejidad en las caracteristicas
de los Productos, junto a la automatizacidn
de los Procesos que los utilizan comc Mate-
rias Primas, exigen un maximo conocimiento -
de las citadas M.P., que en definitiva se ma
nifiesta en la necesidad de utilizar varia-
bles multidimensionales para conocer la Cali

dad de Conformidad de un Producto.

Si bien inicialmente la Calidad de un Produc
to podia definirse mediante una variable uni
dimensional que representaba el estado de --
una sola caracteristica objetiva, una tecno-
logia cada vez més compleja automatizada e -
interrelacionada, demanda la definicién de -
la Calidad mediante varias caracteristicas,

en definitiva mediante variables multidimen-

sionales.

Si los distintos componentes de la variable
Multidimensional pueden considerarse indepen
dientes, cabria la posibilidad de definir la
Calidad como una Suma de la Calidad referida
a cada uno de los pardmetros, en definitiva
mediante tanto Planes de Muestreo y Calidad
como componentes de la variable. No obstan-
te quedaria la dificultad de fijar claramen-
te las Condiciones de Eficacia, pues ya no -
seria de un Plan sino de varios; igualmente
podria ocurrir que un individuo considerado
como aceptable para cada una de las caracte-
risticas, fuese realmente defectuoso en tan-
to en cuanto se encontrase en una situacidén

limite para todas las caracteristicas.

También suelen presentarse casos en los que
los componentes estdn interrelacionados entre
si, y éste es el caso en que aparece con ma-
yor justificacidén la utilizacién en el Con--
trol Estadistico de Calidad de variables Mul-
tidimensionales.



Si de la idea de mecanizado clasico de una --
Pieza se pasa al Mecanizado mediante Maguinas
transfer, ya no puede hablarse de la caracte-
ristica didmetro mecanizado de un eje sino -
que debe ampliarse a un concepto donde apa- -
rezcan los distintos di&metros de agujeros, -
las distancias entre centros, sus profundida-
des, etc., y serd con referencia a estas va-

riables que puede definirse la Calidad de una
Pieza.

De igual manera en la recepcidn de un Produc-
to Quimico, con diferentes componentes y pro-
piedades frente a determinadas circunstancias
o reactivos, no podrd utilizarse para su ca—
racterizacidn una sola variable unidimensio--
nal, y ademds entre los distintos componentes
de la varaible multidimensional aparecer&n -

inter-relaciones mas o menos significativas.

Por dUltimo, planteada la calidad de un Hila--
do esta utilizard caracteristicas del tipo -
Titulo, Torsidn, Regularidad, Resistencia a -
la traccidn, etc., para su definicién. Po- -
dria pensarse en la utilizacidn de variables
multidimensionales para su caracterizacidn, -
pues también parece objetivamente posible la
existencia de relaciones entre varias de esas

caracteristicas.

En definitiva la tendencia a considerar la -
Teoria de Sistemas y Procesos dentro de la -
actividad industrial, con la consiguiente mo-
delizacidn matemdtica del tema, implica la -
necesidad de un perfeccionamiento en las Téc-
nicas de Control Estadistico que asuma la --
existencia de caracteristicas multidimensio-

nales correlacionadas en la Calidad.

2. ENFOQUE _DEL CONTROL DE CALIDAD EN LA RE-
CEPCION MEDIANTE VARIABLES MULTIDIMENSIONA-
LES

Cuando se ha comentado el C.E.C. en la Recep-
cidn mediante variables unidimensionales, se
han citado las distintas fases que lo compo-—
nen. Conceptualmente hablando, la Gnica fa-
se donde incide que la variable sea Multidi-
mensional o no, es en la de Clasificacién de

los Individuos.
Asignar un Eje mecanizado a la Clase Ejes -—-

Bien Mecanizados o a la Clase Ejes Mal Mecani

zados, seglin pase o no por un Calibre, es un
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proceso clisico y sencillo, pues en definiti-

va trata con variables unidimensionales.

Por el contrario cuando el Individuo estadis-
tico exige para su caracterizacidn de Cali--
dad una variable Multidimensional, la Clasi-
ficacidén ya no aparece como un proceso tan --
claro y sencillo. Se entra ya en un Proble--
ma de Identificacidén, -donde podrédn distin--

guirse dos etapas:

- Definicién de las distintas Clases en que -
puede particionarse el conjunto de indivi--
duos, gue en este caso solo ser&n dos, Cla-
se de los Individuos o Piezas Buenas y Cla-
se de los Individuos o Piezas Malas. Se --

conoce con el nombre de Problema de Clasi--

ficacidn.

- Determinacibn de la Clase a la cual perte—
nece el individuo a Identificar, o sea -—-
Asignacién de un Individuo no-identificado
a una de las dos Clases a las que puede --
pertenecer. Problema de Asignacidén o Iden-

tificacidn (especifico).

Debe hacerse constar que el Problema de Iden-
tificacién o Asignacidn implica una Toma de -
Decisién, pues en definitiva en funcién de u-
na serie de caracteristicas del Individuo es-
te se asigna a una de las clases a las gue ™7
puede pertenecer. Como en todo problema de -
Decisién, en la Identificacidén existe un Ries
go de Mala-Identificacibn, y &ste gue se pre-
senta sobre cada individuo de la Muestra, de-
berad relacionarse con los riesgos del Plan --
de Control de Calidad, ya que en éste la de-

cisién de aceptar o rechazar el Lote se calcu
lard a partir de los Individuos de la Muestra

identificados en cada Clase.

Ya se ha hecho constar que con caricter pre--
vio a la Identificacidn deberd resolverse la
Clasificacién. Si bien para este caso las ~~
Clases solo son dos, la de Individuos buenos
v la de Individuos defectuosos, la definicidn
explicita y matemédtica de las Clases suele --
hacerse necesaria para la Identificacién. Nor
malmente para ello se utiliza una Muestra de
Aprendizaje, gue en el caso que incluya la -
informacidn sobre la pertenencia de cada uno
de los individuos a una clase se llamard Su-
pervisada y con Profesor, y de no ser asi re-
cibe el nombre de no-supervisada y sin Profe-

sor. Para el tratamiento del C.E.C. serd su-



ficiente considerarla supervisada con Profe-
sor, pues puede considerarse la existencia -
de un archivo (Banco de Datos) donde se alma
cena toda la informacidn sobre Individuos --

aceptados y sus caracteristicas.

La primera parte del Problema consistird --
pues en obtener la formulacidn explicita de

cada Clase a partir de la Muestra de Aprendi
zaje Supervisada con profesor, y una vez co-
nocidas &stas definir, en la fase siguiente,
un Identificador o Norma de Identificacién -
gue nos permita asignar cada individuo no- -
clasificado a una de las Clases. Necesaria-

mente con la Identificacidn se producirid, co
mo en toda Decisifén una posibilidad de error,
gque tendrd que ser estimada.

Planteado y resuelto el Problema de Identifi
cacidn, en sus dos partes, la Clasificacidn
y la Identificacién propiamente dichas y a -
partir de la Muestra Supervisada con Profe-
sor, se podria asignar cada individuo de la
Muestra de Inspeccibn (asi llamada a la del
Plan de Control de Calidad, para distinguir-
la de la Muestra de Aprendizaje) a su Clase,
si bien con un riesgo de Mala-identificacidn
que tendrd que estimarse; se estard pues en
condiciones de tratar el Plan de Control de
Calidad, una vez que se haya establecido la
relacién entre Riesgos de 12 y 28 Especie --
del Plan de Calidad, y Riesgos de 12 v p

Especie en la Identificacidn.

3, TECNICAS ESPECIFICAS MULTIDIMENSIONALES

EN CONTROL ESTADISTICO DE CALIDAD EN LA RE-
CEPCION

3.1. Distribucidn de los Individuos dentro -

de cada una de las dos Clases segiin una Ley

Normal multidimensional

Planteado el problema en el caso de que se -
tenga una Muestra de Aprendizaje supervisada
con Profesor, y pueda suponerse que la Dis-

tribucidn de los individuos dentro de cada -
Clase sigue una Ley Normal multidimensional,
tendréa que definirse‘explicitamente cada una
de las Clases, explicitarse un Identificador
y estimarse los riesgos de Mala-Identifica-—
cién.

3.1.1. Definicibén de la Funcidn Discriminan-
te Lineal y su Ley de Distribucidn
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Si la Muestra de Aprendizaje estd compuesta -
de N; individuos pertenecientes a la Clase -
Wi, v de Ny de la clase wp, y dado que los in
dividuos se distribuyen dentro de la Clase -
seglin una Ley Normal, definir explicita y ma-
tem&ticamente las dos Clases serd equivalen-
te a estimar el vector Media y la Matriz de -
Covariancia, —(xi, i=1,2;Si=1,2, respectiva-
mente) -, con lo cual quedardn totalmente defi
nidas las Clases.

Definida la Regla de Asignacién o de Identifi

cacidn de Bayes para Error minimo como

- 81 P(w,;/x) z P(w,y/x) + xewp,

Si P(w,/x) < P(wy/X) - Xews

y teniendo en cuenta que

P(wi).p(x/wi)
P (wi/x) =

p (%)

puede pasarse a

P(w;) . p(x/wi)Z Plwa) . plx/wp)

y extrayendo logaritmos neperianos a

p(x/wy)

p{x/wjy)

P (Wz)

In In

AV

p(wy)

y si p(x/w;) sigue una Ley Normal de media vy
y Matriz de Covariancia comGn I, puede escri-

birse

21
exp[: % - (x-u1)'=Z (X-u1)J 5

In -
1 <
exP[-g (x=u1) ' (xmyy) ]
P(Wz)
>
< in P(Wl)
y si P(w;) = P(wy) = 0,5

3

r 1 -1 >
x= 5 (u1+u2{1 I (py1=u2) 2 Inl =0

y llamando

-1
DT (x) =[_X- % (u1+uz;1 . (ui-uz),

siendo DT (x) la Funcidén Discriminante lineal,

y la Identificacidn mediante Dp (%) seria
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>

- xewy, si Dg(x)

0
- Xewp, si DT(x) < 0
El caso practico y real, donde el conocimien
to de la poblacidn no es total, impide tra—
bajar con los Parametros de la Poblacibn, by
y I, siendo necesario trabajar con las Esti-
maciones, X, S, obtenidas a partir de los -
individuos de la Muestra de Aprendizaje.
Puede definirse asi la Funcidn Discriminante
Muestral, como

(;{1+;{2)j ' s~ (;{1—3_(2)

o[

Dg (x) = -

Por lo tanto definidas las distribuciones de
los individuos dentro de cada Clase como Noxr
males y Multidimensionales, y si la Probabi-
lidad de cada Clase P(wi)=0,5, i=1,2, pue-
de definirse el Identificador Funcidn Discri
minante como

vl
Dplx) = [x = 3 (uitupl] 27 (wy=up)

Si tal como se indicd interesa estimar la --
Probabilidad de Error de Mala-Identificacibn,
mediante DT(X), debe tenerse en cuenta tal y
como Lachenbruch demuestraen su "Discriminant
Analysis", gue la variable DT(x) es normal, —
y los valores de su media y su desviacifn ti
po son:

1 > -1
E(DT(X)/W1) ={y, - 7(v1+m)] I (up-up) =

1 =1 1.2
=)’ 17 lumep) = 56

1 —s =1
E (Dy (%) /w3) lu2- 5 Guuswo)l] 27 (wi-w2) =

1 s =1 1 2
-5 (uy=ug) *  (uy-up) = =58

2 _1
E {Dp(x) = D (u))} = (uy=u2) T (my-up) =

Si debido al caracter préctico interesa la __
variable Ds(x), donde se encuentran los valo-
res estimados, la Ds(x) se distribuye condi--
cionalmente (con respecto a x;,x; y S) de ma-
nera normal, siendo

E{Ds(x/xewi)} = E% (}_(1+)_<2)+p,;]'
-1 _ -
S (XI— XZ) =D

(ny)

S 1
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var {DS (x/xewi) =

- - 2 -1 o - -
(Xl— XZ) S RS (Xl - X2)
y dado que uiyz son la media y la Matriz de

Covariancia de 1la poblacidén, que son desco-

nocidas

Bi = Estimaci6n {E[@s(x/xewi[]}=

n

i
T

1 Ds(xa)/ni i=1,2

o

Vpi = Estimacién{v[bs(x/xswii]}=
2 n,

_ - 2
L [D_(xy) -D] /(nj+ny)
i=1 a=1

Si bien tal como se ha indicado la Distribu-
c¢idén Condicional de D_ (x), -seglin valores
de El,iz, S-, sigue una Ley Normal, la Incon

dicional de Ds(x) no sigue una Ley Normal,

y Okamoto ha definido una expresién asimpté-
tica para la distribucidén de Ds(x), y Lachen
bruch ha expresado las medias y las varian--
cias incondicionales de Ds(x) para muestras

de tamafio ny; y nj,

2 k(nz-nl)

E L_I_)S(X),XEWJ= cy (8 -

[N

n)-np

2 kinz-ny)

E [@s(x),xew£]= Cp (-8 -

N =

n;-=n;

siendo k = dimensién de la variable represen
tativa del individuo estadistico

n)+np-2
Cl =
nj+no-k-3
2 s 1
§ = (uyp-p1) & (up-u;) distancia de Mahala-
nobis
2 k(ny+ny)
var[[D_(x) J=Co[ s + I

siendo

(ny+ny-3) {(n;+n,-2)?2 -

Co

(ny+n,-k=-2) {n; +ny-k-3) (n;+n,-k-5)
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3.1.2. Errores de Clasificacién utilizando -

como Identificadores la Funcidén Discriminan-
te

Definida la DT(x) como el logaritmo neperia-
no de la Norma gue miniza la probabilidad -
total de Mala Clasificacibn, o sea

—y =1
[x -% (wpau) ] = (up-wz) z

DT(x) p

P(wy)
P (Wl)

v

n

A

se determinan las Probabilidades de Mala- -~

Clasificacidén dentro de cada grupo como

E;

=IL1f1(x/w1)dx, E, = szfz(x/wz)dx

y la Proporcién de Error cdomo
E = P(Wl) . E1+P(W2)E2

teniendo en cuenta la definicidn del Identi-
ficador y del Error, se tiene

1-P(wy)
E, =fL2f1(X/W1)dx =P, Dy<ln P (w;) !
( 1-P (wy) ”
| b (x) - 362 P /2
T 2
=p <in
x $ 8

y como se ha demostrado que la DT(x) siéue

una Ley Normal de media % §2 y una variancia
§2, en la clase w;, la Probabilidad buscada
es la Acumulada en la Normal centrada y re-——

ducida, o sea

1‘P(W1) 1 )
Dyx) =382 P Ew T2
E; =P, 3 < 3 3
l-P(Wl) 52
In =——— - =5
P(Wl) 2
= ¢ 5 ) = By
y similarmente
l—P(Wl) 62
- —_— o
In P (wy) 2
E; = ¢ = Ep

8

O sea que en el caso de ser conocidos los —-

Parametros de las Distribuciones en w; y wy,

-0 seau;,u2,I-, pueden calcularse las Proba-
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bilidades de Error al utilizar el Identifica

dor Funcidn Discriminante.

3.1.2.1. Estimacidén del Error de Clasifica—

cién utilizando la Funcién Discriminante Ds_

L)

En 1963 Okamoto en un articulo publicado en
Ann. Math. Statis. dié una expresibén asimpté
tica de la Ley que sigue la Distribucién In-
condicional de Ds(x), que puede sintetizarse
como :

Cuando se utiliza la Ds(x) comparandola con

el valor cero, de manera que Xq se clasifica
. > .

en wj si DS(XO) = 0y en wy si Ds(xo) <0,

las probabilidades de error vienen dadas por

P (D (x)<0 ]|} 5 ay a as
AP ) <Ofw=o (= )+ g+ o+ owmr *

byy byy by bz

+ >+ 5+ + +
NO Nl NONI NO(NO+N1
4+ P23 by3
i 2+03y
Ny (Ny+Ny (Ny+N;-2)
§ a2 23 ay
>0 =¢{= = J— _ —_— .
Pr{DS(x)_ |wal=¢F 5 +NO +N1 + +
N0+N1—2
bz byp by by bys
boe— b —— 4 + + +
Ng? N1 NgNp Ny (Ng+N;-2) N (Ny+N;-2)
bis
+ + 03
(N0+N1"2)
donde
ay = (261)71 (4,43 pag?)
_]_ .
a; = (262) 7 (dy*-(p-4)do?)
a; =3 (p-1)d,? N
by, = (aa“)"l[§OB+6(p+2)d06+(p+2)(9p+16)d0“+

20p (p+2) d, 7]
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-1

byy = (g69 @OB—Z(p—10)d06+(p—6) (p+16)dy"+
+ 4(p-4) (p=6)d,7]
by, = (45471 [8,8+2 (p+8) d,6-3 (p?-10p-16)a," -

- 12(p—6)pd02j
bis = (462)”1 [(p-11] [dge+3(p-4)dy"+6 (p+4) .

- 47

bys = (462)7% (p-1) [@,°- (p-8) d,*-2 (p-4) 4, 7]
bss = 3 (p-1) [p+1) dy*+4 (p-12)d,7]
siendo

p = dimensién de la variable multidimensio- -

nal a clasificar

4, = d; s (c)] j =2,4,6,8
dc c=8/2

Posteriormente Lachenbruch y Mickey en su ar

ticulo de Tecnométrica definen y comparan --

distintos tipos de estimadores para P;, com-

parando las distintas t&cnicas mediante méto

dos Monte-Carlo.
Definido,

_ _y i _ _y i
Py =¢{(-1)* D_(u;)/¥ D_}=¢[(-1) " .

(uy- %()_(1‘;2) Y S_l (;(1—)_{2)

/21-22)’ sl 57V (x,-%,)

siendo ¢(y) =rY (2072 exp (-t2) at,
u; = media de la Clase W i=20,1
Ei= = matriz de Covariancia de la Clase W
i=0,1
X, = valor estimado de Media de Wi obtenido

a partir de los N; individuos de la Mues
tra de Aprendizaje. .
§ = valor estimado de la Matriz de Covarian-

cia Comiin
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B
=4
™

Z, = valor estimado de la Matriz de Covarian
cia de la Clase w,, mediante los Ni indivi--

duos de la Muestra de Aprendizaje.

presenta el inconveniente de utilizar los --
valores de la Poblacidn, que en general y --
desde el punto de vista préictico no son cono
cidos. Como consecuencia se hace necesaria
la estimacidn de Pi' o sea ha de utilizarse

N

Pi.
Mac~Lachlan define un Estimador de Pi que mi

nimiza el error cuadristico asimplético cuan

do r es desconocido,

QM = ¢(—D/2)4—A - é - é, donde

A es el valor de Okamoto P {Ds(x)> 0 wy} -

en que se ha sustituido las2por D2,
9 - (= .= v o~l,= =

D¢ = (XZ—XI) S (X2 _xl)

B viene definida por Mac-Lachlan como

E {$(-D/2)} = B+0g

B = 2D/2) O; +wy) @ - 252
D 1
+5[D2_4(2p+1)] —N0+N1-—2:I+

+ ﬁ%%%ézl{ D[ D2-4(2p+1) ]+ léi%:ll

4(p=3)~.,,1 1 .2
Cp-1+ —(];%J}(ﬁo ﬁz) +

+ 2D22) (554 (3p+7) D416 (2p248p+15).

_ 64(p-1) (2p+l), 1 1.
.D ) } (NO +N1)

1 *‘D'¢{5D/2) 3D6-4 (12p+35) D4+

'(NO+N3-2

+ 16(12p2+72p+71)D2~192(12p2+12p+1) .-

1 _—
(Ny+N;-2) ~2 .

- C se expresa seg@in Mc. Larncnlan como
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s _ p-1 ¢(-D/2) _ 8(p-2) _ 32(p-3)
C_Nl 64 [2o D — 1
ek e L —anp. 16(2p-1 1
W0+NQ*'@389D D 3 %+m—f+

1 (-D/2) .
MO TEr R =
- [12D%-8(p+2)D + 22%2:11}

1,1 5.8 (1 3 .
. (N0+N1)+ {D>-8 (p-12)D3+16 (2p+1) D}

1 ¢ (~D/2)
J- 64

: NO+N1—2

, 1, 1
- [12D>-8 (p+6) D3+96 (p+1) D} (3%+ ﬁT) +

7_ 5 33__ 1 - = &
+{D7-8(p+4)D5+48 (2p+3)D }N0+N1—é]} c

de manera gue cuando N,, Njaumentan la ex- -
g 0

presidn de la estimacidén del Error se acer—

ca a la ¢(-D/2), (-1)*.

3.2. Distribucibn desconocida de los indivi-

duos dentro de cada Clase

En los Problemas de Clasificacién al comen--
tar la utilizacién del Clasificador de Ba--
yves debe hacerse constar la necesidad de co-
nocer las Probabilidades de cada Clase P(wi)
asi como la densidad de Probabilidad de ca--
da individuo x, condicionado a pertenecer a
una de las Clases. En el caso real y prac--
tico de Ley de Distribucifn conocida (Normal
Multidimensional) y par&metros desconocidos
(ui,zi) se ha planteado la solucidn mediante
el Clasificador o Identificador de la Fun---

cibén Discriminante Muestral Ds(x).

Para el caso que no se tenga ninguna infor--
macidén sobre la Ley que sigue la Densidad de
Probabilidad Condicional y se trate de esti-
marla pueden utilizarse técnicas del k-Veci-

no més préximo (k-NN, "k-Nearest Neighborg")

3.2.1. Definicién del Estimador k-NN y su --

Norma de Decisifn o Identificador del k-NN

Ante el desconocimiento que puede tomar la -
Funcidn Densidad de Probabilidad dentro de -

una Clase, se plantea por Fukanaga una modi-
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ficacidén a los Estimadores de la "Ventana de

Parzen", conocido como "Estimador del k-NN".

Dada una muestra de Aprendizaje integrada ——-
por N individuos clasificados, se determina -
la distancia r entre el individuo no-clasifi-
cado x, y el punto representativo del indivi-
duo situado en orden de distancia k, pertene-
ciente a la Muestra de Aprendizaje. En defi-
nitiva se trata de definir la distancia r en-
tre x (individuo no-clasificado) y el indivi-
duc de la Muestra de Aprendizaje que ocupa -~
el lugar k-ésimo de vecindad. Para medir el

concepto de Proximidad se podria utilizar con
una métrica adecuada la expresién

~

k-1
Py (x) = =5

1
A(k,N,x)

en donde A(k,N,x) es el volumen del conjunto
de --

Aprendizaje cuyadistancia a x es menor que r.

de puntos representantes de la Muestra

Si se considera una métrica euclediana y de =
acuerdo con lo expuesto por Fukunaga, A(k,N,x)
se convierte en el volumen-de una hiperesfe--

ra de radio r, de acuerdo con,

2rp'np/2

A(k,N,x) = ==~
Por(p/2)

siendo: p la dimensién del individuo x

r{p/2) : Funcién Gamma T (p/2)

Loftsgaarden (1965) comprobd que si la k(N)-—-—
satisface

Lim k(N) = =
N + o

;Y lim k{N)/N = 0

N +> «

PN(x) es un estimador asintdticamente impar--

cial y consistente de p(x).

Se ve pues que la técnica del k-NN suministra
un estimador muy sencillo de la Densidad Con-
dicional de Probabilidad de x.

Sea

PNl(x/wl) = Estimacién de p(x/w;), obtenida a
partir de una muestra de Aprendi-
zaje de N; individuos pertenecien
tes a w; y Noewsy.

- kl—l 1

Py, /W) =~ 3

" kp-1

PNZ(X/WZ) = N, A’
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siendo x un individuo que ha de clasificarse
en wy & w,, sabiendo que los N individuos de
la Muestra de Aprendizaje se encuentran repar
tidos en N, ew; y N, ew,. La aplicacién de -
la técnica del k-NN a la estimacién de la --
p{x/w;) consistird en determinar cufntos de -
los k-vecinos més pr6ximos de x pertenecen a
Wy, —O sea kj;vecinos- y cuéintos de ellds a

la clase w,, k,.

Si se aplica entonces el test de Bayes:

Pw))p(x/wy) 2 P(w,)p(x/wy) xa{xé.

sustituyendo

- N,
P(w;) por P(w;) = =

y p(X/wi) por ﬁNi(X/wi)

se obtiene

N, k;-1

—— . X2 272 71

N NI A < N N; A
p,p/2

siendo A = A(p,N,x) = 27y ,
P.r(p/2)

donde = radio de la Hiperesfera centrada en x.

p
r(p/2)= funcién Gamma r(p/2)

dimensién del individuo x

cuando se considera una Métrica Euclediana, y
de acuerdo con lo expuesto por Fukunaga, se ~
considera A como el volumen de una Hiperes fe-
ra.

De otra parte debe hacerse constar que Lofts-
gaarden comprobd en 1965 que si la k{(N) satig
face

lin k(N) ==, y Lin KM _ g,
N + = N + »

A k-1 1

PN(x) = N A(p,N,x)

es un estimador asimpSticamente imparcial y -
consistente de p(x).

Teniendo en cuenta que la Hiperesfera utiliza
da en el Identificador es la misma en ambos -
casos, pues tienen el mismo centro y radio, -
este queda

Qtiestid - V. 4, n.° 3 (Setembre 1980)

> w
kl: ky» x{ w;

con lo gue el Identificador del k~NN consis-
tird en:

- Dado el individuo x, a clasificar, se con-
sidera a &ste como centro de una hiperesfe
ra que contenga k individuos (ya clasifica
dos) de la Muestra de Aprendizaje, de los
cuales los kyindividuos pertenecerdn a la
clase w; y k,-individuos a la Clase w,, de
manera que

k1+k2 =k

- 8i k) % k,, el individuo inclasificado x se

asigna a la Clase w;.

- 8i k;< kz, el individuo inclasificado x se

asigna a la Clase w,.

3.2.2.
la Norma de Identificacién del k-Vecino més.—

préximo (k—NN)

Errores de Clasificacién utilizando -

Fukunaga en sus trabajos junto con Kesell y -
Hosteltler trata de resolver el Error de Iden
tificacidn (Asignacibn o Clasificacién) utili
zando la Norma del k-NN.

Se plantea la Norma del 1-Vecino m&s préximo,
para continuar luego con el k-NN de caréacter
general.

Define el Riesgo Condicional o Error condicio
nal, /727, al utilizar el 1-NN como la proba-
bilidad de que el vecino de x pertenezca a la
Clase W) , ~por ser su vecino de esta clase-
aunque realmente el x pertenezca a la clase -
Wy, O la probabilidad de que ocurra lo contra

rio, y por lo tanto
r(x,xk) =P (wy /%) P (W/X)+P (wy/x ) .P (W) /X)

si puede considerarse que x y el individuo

clasificado est8n lo suficientemente cercanos

e

P(wi/xj) P(wi/x), ya que N serd grande y r
pequefio, con lo cual la -
proximidad entre x y x -
se d&, con lo que

£ (x,X, ) =T (x) =2P (w) /%) P (w, /%) =2P (w /x}[[-P (w, /x]]
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Teniendo en cuenta el Error Condicional, --
Riesgo Condicional o Probabilidad Condicio—
nal de Error cuando se utiliza el Identifica
dor Bayes de Error Minimo, r*(x), o sea

- Xewy, si P(w;/x) 2 P (w,/X)
- XeWy, si P(w;/x)

< P{w,/x)

r+*(x)= min [P(w,/x), P(w,/x)], entonces

r{x)

2 E’ (Wl/X) . (1-p (Wl/x):l =

2P (wy/x) [1-P(wy/x)] =

2rx(x) [I-x)] = r(x)

o sea el Error Condicional de Identificacidn
utilizando la Norma del 1-NN vecino mds --
préximo es inferior a dos veces el OSptimo -
del Error Condicional, que es el Error Condi
cional utilizando el Identificador de Bayes,

cuando la densidad condicional es conocida.

En lo que se refiere a la Probabilidad de -
Error,e, -a veces definido como R-, valor -
esperado del Error Condicional r(x),

e = E{r{x)}= E{2r*(x) [I-r*(x)]}=

2¢*{l-e*)-2Var [r=*(x)]= ¢

o sea la Probabilidad de error ¢, al asignar
individuos mediante la Norma del 1-NN, es me-
nor que dos veces la Probabilidad de Error -
utilizando el Identificador Bayes con densi-
dad condicional conocida. Adem&s se demues-

tra que e Zer= E{r*(x)} = Rx por lo tanto

o sea la Probabilidad de Error segfin el Iden
tificador del 1-NN esté8 comprendido entre =-
una y dos veces la Probabilidad de Error me-
diante el Identificador de Bayes para Distri=

bucidén de densidad condicional conocida.

Cuando se utiliza el Identificador del k-NN,
y llamando

rk(x) = Error condicional de Clasificacién -
mediante el Identificador del k-NN,

r* (x) = Error condicional mediante Identifi-
cador de Bayes, se demuestra igual--
mente que

Qiiesttd — V. 4, n.° 3 (Setembre 1980)

(k-1)/2
r. (x)=P(w. /X) T
k i

() v, /0 @-p (w3 *7hy

_ _k k 1
+[1-P(w /x)] 3 () Plw_/x)".
1 1=(k+1)/2 1

k-1
.[}—P(wi/x[]

y teniendo en cuenta el Error Condicional me-
diante Identificador de Bayes

(k-1) /2
rk(x) = r*(X) b

) @ 03 O 015N

k
+[1-r+ (x)] =

k, ~ — 1 k-1
(7) [T (x) 1-r* (X) =
a2t E: AenE! 1

= rk(x)

Si se trata de expresar la relacidn entre Pro
babilidades de Error, €’ tomando las E{rk(x)}
se obtiene, y demuestra que

< <
. 22
e*~¢

k

ex {(l=g#*)

o sea que la Proababilidad de Error, o Error,
seglin asignacidn por la Norma del k-NN estd ~
comprendida entre el Error seglin Bayes y algo
menos que el doble de la Probabilidad de Error
o Error, segiin Bayes.

3:.2.1.2. Estimacibn del Error de mala-Identi-

ficacidn seqglin la Norma del k-NN

Seglin la relacidn entre Probabilidades dada -
por el Teorema de Bayes,

P(w ) plx/w, )
1 1

P (w, /x) = % = R =
1 D {w ) p(x/wy)+P (w,) p(x/w,)

y de acuerdo con los valores obtenidos para -

las estimaciones

N k. -1

. "~ . l
i = _i
N +N,’ p(g/wi)

Plw) = N ALK N
1

se obtiene

k -1 k',
i - i
ki+k,=-2 k'1+k'Z

P(w,/x) = , si k' =k -1
1 1 1

y en definitiva

kl N klz

= wak Py, /% = o,

PN1 (wy/x)

por lo tanto
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>
P> PNz(wz/x) pasa a ser

k' f k', vy los Errores condicionales
(k-1) /2
/;(x) = P(w,/x) 1£0 (T)[?(Wi/xtll-
MRt IOV R A2 B
1 1
k
=1y 2D R/ o e xR

/;(X),

r* (x) min P(wl/x) cuando se utiliza Bayes

La relacién entre ambos Errores condiciona-

les puede escribirse,

(k-1)/2

/;(r)=Jf*(X) 1=% (T)[?*(XX]l[}—r*(x[]k_l+

k k 1
+ [1-x* (X)], T (1) SEExITC.

(k+1) /2

k-1

[ (0]

Fijada una X = X, o sea dado un individuo, -
se tienen de la Muestra de Aprendizaje k1 ve

cinos pertenecientes a la Clase W,y k2 ve-—

cinos pertenecientes a W,

/;(x)= min {ﬁ(wl/x),ﬁ(wz/x)}=min

{ k1 k2 }
Kk +k, ' k 4k,

[ K)= (0%, Lk, 2/, ... k/2 ;181 k es par

(k-1) /2

/;(x)= (0/k, 1/k, 2/k,... /k} si k es

un par
A partir de aqui, y teniendo en cuenta:

a) La probabilidad de que el Error Condicio-

nal/;(x) tome un valor i/k, significa que
Min [B(w /x), B(w,/X)] = i/k

que puede expresarse como

De que al contar los k-

=1
PIOb{J;(X) = RIPTOP lyecinos préximos a X,

hayan i pertenecientes

a W1

De que al contar los k-vecinos préximos

+Prob:

a X, hayan i pertenecientes a W,

Qtlestiié - V. 4, n.° 3 (Setembre 1980)

b) Aplicando la Ley Binomial con

=P (wi/X)

se obtiene Vk=2q, (o sea k par)

Probi/s (x) = &) =) Cp twy /07 @ twp/x1 7

S P/t Blw,xTe !

para los valores de i comprendidos entre 0 y
k
5-1

Cuando i = k/2

k

Prob{/?%) = % = %, X=x} = (k/2)'

By /0T By /xR
si k es impar, k = 2n:l

Prob(/, (x) /x=x} =) [B tw, /X ] " [B tw, /X1

k = k-1 i
+(i) P (w,/X)] P (w,/X]
y la Esperanza Condicional de/;(x) es

r X)) = E{/;(X)/X=}Z/;(X).Prob{/K(x)/X=X}=

(k/2}, .. . .
- '21% CIT2) Bl /x0T B /et
i

/2 =%§, si k = 2n

=217l o5k = 204

siendo {k/2}=({

y al definir

Rk = E{rk(x)} , Fukunaga obtiene
~ lN
R = —
e TN b) rk(Xi)
t 1=
o0 sea dada una Muestra Test X,, X,,...,X -

Nt
se utiliza la k-NN de cada X, £ para calcular -
1

min (k,/k, k,/k),y se establece el valor prome
dio para todas las Xi, obteniéndose una esti-
macién de la Esperanza matemitica del Riesgo

Condicional cuando se utiliza el Identifica--
dor del k-NN.

Debe hacerse constar que la Rk es la estima--
cifn obtenida a partir de una Muestra de Test,
definida como una parte del conjunto de la --
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Muestra de Aprendizaje, sobre lacual se apli

ca el criterio de Identificaci®n del k-NN.

Igualmente debe tenerse en cuenta que los mé
todos de estimacién analizados plantean el -
Error Condicional de Clasificacibdn, o su es-
peranza matemdtica, sin distinguir entre los
Errores de Clasificacién dentro de la Clase
Wy Y Wy, Ely %, que son en definitiva los in
teresantes para el Control Estadistico de Ca
lidad que es el centro de interés de este —--
trabajo.

En cuanto a la Estimacién de Errores de Cla-
sificacidn debe sefialarse la actuacidn de Fu
kunaga y Hostletler, guienes han trabajado -
sobre la estimacidn del R de Bayes en Clasi-
ficacidn mediahte Muestras Test no-clasifica
das previamente, utilizando lo que llaman -—
Estimacidn Agrupada (Grouped-Estimates) y Es
timacidn Conjunta (Pooled Estimates). Ni -=
por las caracteristicas de la Muestra Test,
ni por variable estimada (R}, son de aplica-
cién al tema del Control Estadistico de Ca--
lidad.

4, PROPUESTA DE PLAN DE MUESTREQ EN LA RECEP

CION DE_INDIVIDUOS ESTADISTICOS MULTIDIMEN-
SIONALES

4.0 Generalidades

Planteada la idea del C.E.C. en la Recepcidn
mediante variables multidimensionales, se ha
visto la necesidad de resolver con caracter

previo el Problema de Identificacidn, expli-
citando claramente las dos Clases en que se

ha peticionado el conjunto, definiendo el

Identificador, y calculando los Errores de Cla
sificacidén medios.

En definitiva a partir de la Muestra de Apren
dizaje Supervisada con Profesor, se integra
toda la informacidén existente sobre los in--
dividuos, resolviéndose el Problema de Iden-
tificacién. Llegados aqui puede plantearse
el C.E.C. en la Recepcidn por Atributos, dis
tinguiéndose del unidimensional finicamente -
en la Fase de Identificacién.

Se comprende f&cilmente gue la Puesta en Mar
cha de C.E.C. tenga cinco fases completamen-
te diferenciales:

Qtiestidé — V. 4, n.° 3 (Setembre 1980)

-~ Fase de Aprendizaje

Tiene por objeto fijar el tamafio de la Mues-
tra de Aprendizaje, y su extraccién, actuan-
do el Supervisor (Profesor) que definird los
N; individuos de la MA pertenecientes a w, y
los N, pertenecientes a w,. Por lo tanto se
tendrd registrados:

- Los N, individuos de la MA pertenecientes -
a wy

- Los N, individuos de la MA pertenecientes -
a w,

- Los p (6 k) variables o componentes de ca-
da uno de los Ny= N;+N, individuos de la MA

- Fase de Identificacifn (Cdlculos)

A partir de las caracteristicas de la Pobla-
cién (Lote) de donde va a extraerse la Mues-
tra de Inspeccidn, y teniendo en cuenta las -
caracteristicas de la Muestra de Aprendizaje,
se definirad la Norma de Clasificacién o Iden-
tificador, y se estimarén los Errores de Cla-

sificacidn medios.

~ Fase de Disefio del Plan C.E.C. en la Recep-
cidn

Teniendo en cuenta la Teoria Estadistica del
Control de Recepcidn por Atributos, y lo cal-
culado en la Fase de Identificacidén (C&dlculos),

se disefia el Plan de Muestreo,

- El1 tamafio de la Muestra de Inspeccidén (n-in
dividucs p-dimensionales) a extraer del Lo-

te integrado por N-individuos.

—- La definicién del estadistico del test, que
mediante la aplicacidén del Identificador ~—~
permita la Aceptacidén o Rechazo del Lote re
cepcionado, y de acuerdo con las caracteris
ticas de los n-individuos extraidos como ~~
M.I. de Lote. "

- Fase de Comprobacidén del Plan de Muestreo.

Disefiado el Plan, esta fase de caracter expe-

rimental previo, tiene como objetivo evaluar

‘la eficacia del Plan de Muestreo compardndclo

con los resultados obtenidos con una Inspec-
cidén al 100%,

fesor-.

-mediante utilizacién del Pro-

Si de la comparacidn resultasen diferencias ~

130



estadisticamente significativas, se reajusta
rd el Plan, revisando en primer lugar el ta-
mafio de la Muestra de Aprendizaje yel Ajuste
de la Fase de C&lculos de Identificacidén; en
el momento que las diferencias estadisticas
no tuviesen significacién,se pasaria, ya, a

la Fase de Trabajo u Operativa.
- Fase Operativa del C.E.C. en la Recepcién

Verificada la eficacia del Plan de Muestreo
Multidimensional, ya puede operarse con el ~
Plan disefiado, de manera que la Aceptacién o
Rechace del Lote s&lo responda a los resulta
dos del Plan, -donde se utilizard para iden
tificar los individuos de la MI, el Identifi
cador obtenido de la MA, sin exigir la super
visién del Profesor en el Control propiamente
dicho.

4.1 Control de Calidad Multidimensional en-—

la Recepcidn mediante identificacidn de cada

uno de los individuos de la M. Inspeccibén, -

utilizando un Identificador del tipo Funcidn

Discriminante

4,1,1. Plan de Muestreo

- Se extraen n-individuos p-dimensionales del

Lote de N-individuos a recepcionar.

- Se clasifican los n-individuos, aplicando -
el Identificador de la Funcibén Discriminan-
te muestral, o sea

N >

Xew,, si D' (x) =0

1 =3
X£gw,. si D' (x) <O
1 5

siendo
' _ 1 = = —t _-1,= =

D' (x)= [x -5 (x1+x,) ] 8~ (x;-%;), donde

x = individuo de la M. Inspeccién que ha de -

identificarse
%, = media de la clase w,, a partir de los N,
1 1 1
individuos supervisados mediante Profe-

sor de la Muestra de Aprendizaje.

S = matriz de covariancia comidn de las dos ——
clases w, .
1

- Se determina la proporcidn de individuos re

Questié - V. 4, n.° 3 (Setembre 1980)

chazables o clasificados como defectuosos
en la M. Inspeccibén al aplicar el Identifi
cador, P.

R Card {xj; j=1,2,...n;xiéclase Aceptablel
P = 5
- Se acepta el Lote, si ﬁ < Pc
Se rechaza el Lote, si §> Pc
4.1.2, Calculo de los valores gue intervie-

nen en el Plan de Muestreo

4.1.2.1. Riesgos de 1% y 2% Especiede Error

de Clasificacidén media mediante Funcidn Dis-

criminante

Se trata de establecer la relacién entre los
Riesgos de Proveedor y de Cliente -existen-
tes en todo C.E.C. en la Recepcibén-, con el
Error Medio de Clasificacién de cada uno de
los individuos que componen la M. de Inspec-

cibn.

Definido:

P, = Prob {(W,/W.); il j=ollli7" ]} =
i 1 J

= Probabilidad{de clasificar un x en w,6 cuan

1
do realmente pertenece a W i# 5.1

que de acuerdo con las caracteristicas de Ds
(x), y cuando Ni' i=1,2 eran

te grandes, puede enunciarse como

ear oy i ey

P, o=¢{(-1) Ds(ui)/»/(l;; s (-1 1,
1 = = \te-l

;-7 (¥7%,) 78 (xl—xzij}

/(Ei—iz)ts‘lzis"l(il—Ez)

siendo:

uy = Media de la Clase w,

Ei = Matriz de Covariancia de la Clase w,
X

= Valor estimado, a partir de los Ni indi-
viduos de la M.A., de la Media de la Cla
se w, .

S = Valor estimado de la Matriz de Covarian-

cia

comfin definido por
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siendog_: valor estimado de la Matriz de Co-
1

variancia de cada Clasé w,
1

Como los valores ui'zi' de cada clase son deg
conocidos, ha de utilizarse un estimador de -
P, ﬁ_. Ya se ha definido anteriormente el -
E;tim;dor ﬁ_ de Mc Lachlan que minimiza el =--
Error Cuadrgtico medio cuando 3 es desconoci-

do,

P, =QM=¢(-D/2)+A-B—C

Teniendo en cuenta la definicidn los riesgos

o, Y la Hipbtesis de Normalidad de p(X/w ),
1

-utilizada en la propia definicién de la Fun-

cién Discriminante-, se tendria que

N s “Lote @)V = ®Lote

por lo tanto la relacidn entre Errores Medios

de Clasificacién y Riesgos del Comprador y —-—

del Vendedor, no dependen del tamafio de la M.

Inspeccibfn, mientras gque si dependen del Ta-

mafio del Lote, y de la Muestra de Aprendiza-

je, ~através de los Errores de Clasificacibn-.

4.1.2.2. Cédlculo de n y PC

Al plantear un C.E.C. multidimensional median
te la Identificacibn individual de los compo-
nentes de la Muestra de Inspeccidn, existe la
posibilidad de Error en la Clasificacibn, que
actuard sobre la eficacia del Control, debi-—
do a que &ste .se efectua seclin los resultados
de la Clasificacibn sobre la M. de Inspeccidn.

Esta posibilidad de Error se ha estimado me-

diante ﬁl Yy ﬁz y por lo tanto

Prob (H,/P) £ C(n,P,N).(l-f’z—f’l)n y aplicando
A s < 11 n-1
Cl(n,Pc,N).(l—Pl—P2)=L§=O Cn py, (1-py) 7.

. {1-B -B) Z (1-g)
el
A A n _ 1 1 _ n-1
Cy (nuP N) (1-P)~P,) —LLO C py {l-p2) " 7.
S (1-B <P )< g .
[o]

de donde se obtiene n y ¢, definiéndose

o
1
sla

, donde c= no de defectuosos en la M.

Inspeccién

Qtiestiié - V. 4, n.° 3 (Setembre 1980)

n= tamafio M. Inspeccién

Si se desea trabajar al méximo nivel de exac
titud posible debe tenerse en cuenta que la

Estimacién de la Proporcifén de individuos P,
obtenida a partir de la utilizaci6én del iden
tificador de la F. Discriminante, resulta de
dos circunstancias:

- Clasificacidn, mediante 1la Ds(x), de indi-
viduos realmente defectuosos como defectuo
sos.

~ Clasificacién, mediante la Ds(x), de indi-
viduos realmente no-defectuosos como indi-

viduos defectuosos,

por lo tanto, el nimero de defectuosos obser
vados P, seré:

- Rechazables por definicién, que son recha-
zados por el Identificador

B = (1+p,)"

- Aceptables en realidad que son rechazados
por el Identificador

(1—P)(1—P1)n, y ademis
P =B (1-P,) " (1-P) (™

_ P+(P1)n
p =———n——————, por lo tanto en el caso
(1-p,) P-(p) " . .
2 1 de la maxima exactitud -
no se compararia P con Pc, sino el valor P -
con Pc de manera que,
si B <
Si

Pc, se acepta el Lote

T Wi

> Pc , Se rechaza el Lote

4.2. Control de Calidad en la Recepcibn me-

diante identificacibén de cada uno de los In-

dividuos de la Muestra de Inspeccibn, utili-
zando un Identificador del k-NN (o k-Vecino

mis préximo)

4.2.1. Plan de Muestreo

- Se extraen n-individuos p-dimensionales del

Lote de individuos a recepcionar.
- Se clasifican los n-individuos, aplicando

el Idéntificador del k-vecino mds préximo
(k-NN) , o sea
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Xe W, si ) R
& My kio1 > kie1

- Se determina la proporcién de defectuosos -
P en la Muestra,

>

= {Card[:xi, i= 1,2,...n; p(xi/w0)<
B (x; /w1 /m
- Se acepta el lote si P 5P , y

C

- Se rechaza el lote si b >Pc

4.2.2.

nen en el Plan de Muestreo

Cdlculo de los valores gue intervie-

4.2.2.1.

de Clasificaci6n Medio

Riesgos de 12 v 22 Especie y Error

Tal como se ha indicado, existir&n unas rela-
ciones entre los Riesgos del Comprador y Ven-
dedor (Riesgos de 18 % 2@ Especie en el Plan
de Control de Calidad en la Recepcidn), y con
la Estimacién del Error Condicional de Clasi=-
ficacibén (Identificacién) mediante la T&cnica
del k-NN.

Sea
k-1)/2 1
f {ry (x)}= i{r*(x) o () [T x] .
L [d-r (x)jk—l +H1~r*{x)] ]; (]f)
1=(k+1) /2

[ o] - <7

que puede escribirse, teniendo en cuenta la -~

concavidad de la funcién como,

(k-1)/2
E{rk(X)}S L (}l() {f EXRCOR R
1=
B O R C p g . %y
X 1=(k+1) /2
AE, 3 ] Q-EreopR T Tt

y por lo tanto, dado que E{r* (x)}no es cono—
cida, -por no serlo las leyes de Distribu- -
cidén de las densidades dentro de las clases -
W, Y en consecuencia no estar determinado el
r* (x) de Bayes, ni su Esperanza Matem&tica-,

habrd dificultad en estimar y conocer T, ¥ -
Iy

Qtiestid - V. 4, n.° 3 (Setembre 1980)

Si como suele ocurrir en los procesos de fa-
bricacibn semiautom&ticos con intervencién -
humana, puede suponerse que lasvariables mul
tidimensionales de los Individuos del Lote -
sigan una Ley Normal multidimensional, enton
ces

PN
[E, (x*(x)] = ¢(-D/2)

siendo
- - -1 ,- -
D2 = (xl—xz)t S T(x1-%X,)
Ny Ny
Z Z
m, ¥1 m, X2
X1 = Xo =
N N
N1 1 ﬁz
- t -
z (xT—xl)t(xT—xl)+E (x5-x5) = (x3-%,)
g = m=1 m=1
N, +N,-2

con lo que

E (r*k(x)) < Fl+fz=

(k=-1)/2 -
S & o7 G-c-n/27%7L,
% k 1+41 —k=-£41
g1y /2 [G-D/2]*" -6 (-p/2)]

y teniendo en cuanta lo expresado en 4.1.2.1,

B

a ~
N < Lote, (Fz)N 2 "Lote

(ty)

4.2.2.2.

Cédlculo de n y Pc

Estimadas las posibilidades de Error mediante
el Error de Clasificacidén medio E (r+(x)) =

T)+T,, vy calculados TiyT,, se cumplird

Prob (H;/P) 2 C(n,P,N).(1-F,-T)" y

teniendo en cuenta que

o - I 1 -

Cz(n,PcrN)(l‘rl‘rz)n =[§cn P2 (1-p2)" %]
(l—;l—fz)n = B

se obtendrd n = nlimero de Individuos de la --

M.I.

nimero de Individuos defectuo

£

sos en la M.I.
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con lo que quedarfa definido el Plan de Mues-
treo.

Si al igual gque en la 4.1.2.2, interese plan-
tear el Control con la méxima exactitud debe-
r4 plantearse como alli, la relacidn entre --

defectuosos observados y defectuosos reales,

. N
P = —
(l‘rz)n_(rl)n
siendo P = defectuosos reales (estimaci6n de

la Proporcidn real)

o]
]

defectuosos observados

4.2. Propuesta de Programa de Control de Ca-

lidad en la Recepcidn, mediante variable mul-

tidimensional, y con Muestra de Aprendizaje

Teniendo en cuenta lo expuesto en el desarro-
llo de este trabajo, se trata de plantear un

Plan de Control de Recepcidn en el campo de -
Variables Multidimensionales, utilizando una

Muestra de Aprendizaje supervisada con Profe-
sor, en el que se apliqgue un concepto equiva-
lente al Control Cualitativo o por Atributos

de la Recepcidn en el caso de Variable Unidi-
mensional.

Se justifica la necesidad de definir un Iden-

tificador calculado como Clasificador que par-

ticione el conjunto de Individuos de la M.A.
en sus Clases, que permitird identificar (Asig
nar) cada elemento de la Muestra de Inspec
cidn, extraida del Lote a recepcionar, en la
Clase Buena o Defectuosa. Segiin la propor--
cidn de Individuos de la M.I. gque se identifi
guen en la Clase Buena o Defectuosa, y su com
paracidén con la obtenida en el Disefio del --
Plan, se Acatard o Rechazard el Lote recepcig

nado.

Seglin lo anterior se considera oportuno sub--
dividir el Programa de Control de Calidad en
la Recepcién en dos sub-Programas. En el pri
mero se obtienen los par@metros de la funcién
u Operador de Clasificacifn a partir de la --
Muestra de Aprendizaje, se define el Operador
de Clasificaci®n, y se estima el Error de Ma-
la Identificacién. En el segundo sub-Progra-
ma, y a partir de lo obtenido en el primero,

y de los Riesgos de 12 y 28 especie (o del --
Comprador y del Vendedor), se calculan los pa

rametros del Plan de Control de Calidad (Dise

Qiiestié — V. 4, n.° 3 (Setembre 1980}

fio del Plan) realizindose posteriormente la

identificacién de la Clase a la cual pertene
ce cada individuo de la M.I. extraida del Lo
te recepcionado, efectudndose el Contado de

los pertenecientes a cada Clase, para median
te comparacién con el pardmetro calculado en
el Disefio del Plan, Aceptar o Rechazar el Lo

te recepcionado.

El primer Sub-Programa, LCM-PCCl, obtiene, -
- a partir de los Individuos de la Clase w; y
de la w, en que se ha dividido la M.A.-,los
valores estimados de la Media y de la Desvia

cibén tipo de cada Clase.

Se efectua entonces la comprobacién de la

igualdad de ambas matrices de Covariancia, --
-mediante té&cnicas del An&lisis de Covarian-
cia que aquf no se explicitan-, y que de no

cumplirse interrumpe la realizacién del Pro-
grama, escribiendo "NO EXISTE MATRIZ UNICA -
DE COVARIANZA".

Verificada la posiblidad de considerar unaso
la Matriz de Covariancia para los individuos
de las dos Clases, se calculan los valores -
constantes del Clasificador (aqui la Funcidn
Discriminante), vy la Estimacién de la Distag
cia de Malhanobis.

Posteriormente y mediante una Subrutina de -
Cdlculo ESP1l, totalmente explicitada, y otra
de carécter semejante ESP, se estiman -utili
zando el Estimador de Okamoto-, los valores

del Error de Mala-Identificacién.

Se obtiene asi, en el caso de una sola Matriz
de Covariancia, y escrito en el listado del -
Programa, el Tamafio de la Muestra de Aprendi-
zaje, el tamafio de la dimensién de cada Indi-
viduo, la Parte constante de la Funcidn Dis—-
criminante, la Distancia de Malhanobis y los

valores Estimados de los Errores de Mala Iden
tificacién, al mismo tiempo que queda constan
cia de la Media Estimada de la Clase w; y de
la w,, asi como la Matriz de Covariancia co--
min a ambas Clases

El seqgundo Sub-Programa, LCM-PP2, al que se -
le ha concedido entidad propia, -ya que po--
dria utilizar un microprocesador situado en -
la zona geogrdfica de Recepci6én de Lotes-, --
realizaria el cdlculo del Plan de Muestreo, -
la extraccién automética (y aleatoria de indi

viduos del Lote recepcionado, hasta alcanzar
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Sub-Programa LCM-PCC1

Fijacién de las

Obtencibén de una
MUESTRA DE APRENDIZAJE

Supervisada con Profesor

Cdlculo de los valores de las Medias y las
Matrices de Covariancia, de las Clases w,

Yy Wy .

Verificacidn de la igualdad entre las dos

Matrices de Covariancia.

Se cumple ? — NO —=STOP
SI

Cdlculo de la Funcibn Discriminante, parte

constante y variable

CLASIFICADOR O IDENTIFICADOR
Estimacidén del Error de la Identi-

ficacién con la F.D.

ERRORES ESTIMADOS

i

- Definicidn del tamafio de la M.I., de la Po-

- Definicién de Proporcibn Individuos Clase

Ejecucién del Plan de Control de Calidad

- Extraccidn aleatoria de la M.TI.

- Identificacién de individuos de la M.I.

- Contado de los Individuos M.I.

CARACTERISTICAS | Cdlculo de los Parémetros

DEL PLAN DE

CALIDAD
blacién o Lote.
Defectuosa.

o~

8}

O

0

=

Q

A

% en una de las Clases.

N

o

9

% Clase.

§ Decisibn de

(7]

en cada

ACEPTACION O RECHAZO DEL LOTE

Fig.l.- ESQUEMA DEL PROGRAMA DE CONTROL DE CALIDAD MULTIDI-
MENSIONAL EN LA RECEPCION DE LOTES

el tamafio de la Muestra de Inspeccién exigi;
do por el Plan) y la obtencidén (mediante sen
sores o captores) de las distintas magnitu—
des integrantes de la Variable Multidimensio
nal, Individuo. Posteriormente realizarfan
la Asignacién de cada uno de los individuos
de la M.I. a las Clases w; y w,, realizando
un Proceso de contado que finalizarfa con la

Aceptacién o Rechace del Lote.
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En este Sub~Programa se utilizan como Datos -
de Entrada,

de Mala-Identificacidn,

las Estimaciones de los Errores -
~efectuadas en el -~
LCM-PCCl-, denominadas agui DPO y DPl, los --
Riesgos de 18 y 22 Especie ALF y BET, asf co-
mo la dimensidn de los Individuos, T.

Como resultado del Sub-Programa y dentro del
Disefio del Plan de Muestreo de Calidad, se ob
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tienen TA (tamafio de la Muestra de Inspec---
cibén), 2S (proporcidn de Defectuosas que co-
mo maximo pueden haber en la M.I.) DEFT {ni-
mero maximo de Individuos pertenecientes ala
Clase Mala o Defectuosa, que pueden haber en
la M.I. cuando se acepta el Lote).

Definidos estos valores, el Microprocesador
ordenaria la extraccién de los T.A. indivi--
duos (componentes de la M.I.) obtendria me——
diante los erroes o captores las magnitudes
componentes de cada Individuo, los identifi-

caria dentro de cada Clase w, oW contard

27
las pertenecientes a cada Clase, seglin el nd
mero de la Clase Mala o Defectuosa y su com-
paracidén con DEFT, Aceptaria o Rechazaria el
Lote, escribiendo la decisidn adoptada sobre

el Lote recepcionado.
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