MODELOS CON PARAMETROS VARIABLES EN EL ANALISIS DE
SERIES TEMPORALES

D. PENA SANCHEZ DE RIVERA

Este trhabajo compara La nrepresentacién de modelos de previsdién undvariante en

el espacdio de Los estados con La formulacién ARIMA,
foques conducen a expresiones de previsién simifares
jas altennativas de ambas metodologlas.

Se expone como ambos en-
Yy se discuten Las venta-
La conclusibn principal de este tra-

bajo es que La formulaci6n ARIMA es mds general y pexamite diferenciar clara--

mente Los "superpardmetros",

"superparndmetnos"
tativos.

que son fLf0s,
de previsidn, que son adaptativos y pon Lo tanto varniables en el tiempo.
determinan La evolucibn
Este aspecto ofrece impontantes ventajas tebrnicas y prdcticas que

de Los pandmetrod de La ecuacidn
Los

Yy estructura de Los pandmetros adap

se LLustran mediante un efemplo concreto de previsién univariante en que se -

comparan ambos métodos.

1, INTRODUCCION

Desde mediados de los afios 60, el filtro de
Kalman /13/ y la formulacidén de modelos e-
confmicos en términos de la clésica represen
tacidn utilizada en ingenieria en el espacic
de los estados, ha tenido una popularidad

creciente. Una ventaja clara de esta repre-
sentacibn es la existencia de un procedimien
to recursivo eficiente de estimacién: E1

filtro de Kalman.

En Economfa, el filtro de Kalman se ha utili
zado, entre otras &reas, en la estimacién de
modelos econométricos con pardmetros que se

suponen variables en el tiempo (vdase la re-
ferencia /3/ o la /22)
de modelos input-ouput estocisticos 23/ y

en la estimacidn

/22/ y en la previsidn con modelos economé-
tricos /14/. Una breve discusién de estas

aplicaciones se encuentra en /7/.

Un &rea reciente de aplicacibén de este enfo-
que es para la previsidn univariante de series
temporales con pardmetros que varfan con el
tiempo. En esta linea se encuentra el traba

jo de Harrinson y Stevens

/16/.

/11/ y Morrinson
y Pike

Este trabajo estd dirigido a estudiar la a-
plicacién de esta metodologia en el contexto
de la previsién de series temporales, y esté

= D, Pefia. Escuela de Ingenieros Industriales. Depto. de

~ Article rebut el Maig del 1.980.
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estructurado como sigue: En la seccién 2 pre
sentamos la formulacién del filtro de Kalman
y en la seccién 3 comentamos brevemente su u-
tilizacidn en Econometria. En la seccién 4,
estudiamos la formulacidén de modelos de pre-
visién univariante con este enfoque, comparén
dola con la representacidn ARIMA. La seccién
5, presenta una comparacifn empirica de ambos
métodos utilizando una serie publicada en la
literatura. Las conclusiones del trabajo se

resumen en la seccidn 6.

2, _EL FILTRO DE KALMAN

Presentaremos en primer lugar la formulacién
discreta del problema de estimacidn, que pue-
de resolverse mediante el filtro de Kalman,
en el contexto de un problema de ingenieria.
A continuacidén, expondremos su relacién con
un procedimiento iterativo de minimos cuadra-
dos, en el marco de la estimacisn de un mode-

lo de regresién. Finalmente, comentaremos su
aplicacién para construir un modelo economé-
trico con paré&metros que,se supone, varfan con
el tiempo.

En Ingenieria, suponemos que el estado de un
sistema fisico dinfmico, que observamos en
instantes discretos, puede caracterizarse por
un vector de estado Zt que describe completa-
mente la situacién del sistema en el momento

t.

Estadistica. José Gutidrrez Abascal, 2. Madrid - 6.
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Por ejemplo, Zt puede representar la posicidn
de un mévil que evoluciona en el tiempo con

determinadas leyes fisicas.

El vector de estado es un vector de variables
que, conjuntamente con el resto de los inputs
al sistema, determina su evolucién posterior.
Es decir, si conocemos el vector de estado

zt—1 y el efecto de la
ria que afecta a la evolucidn del sistema en

perturbacibén aleato-

ese instante,gt_1, el estado en t gueda de-
terminado por la "ecuacidn de estado":

X =% X + (1)
- —t —t

T w
t t -1 Tttt
Donde gtes una matriz conocida de coeficien-
tes variables en el tiempo que gobierna la
transicidn sistemdtica del estado t-1 al es-

tado t, w
~t

bla‘ncol y L es una matriz de coeficientes

es un vector aleatorio de ruido

variables que determinan el efecto de las per

turbaciones exteriores al sistema, Wy _qs sSO-

bre la evolucién de cada variable de estado.
Las matrices %, v L se suponen conocidas pa-
ra todo t.

Se supone también un sistema de mediacidén de

un vector de observaciones empiricas Z, que

t
informa acerca del sistema en el estado t, a

" través de la relacidn:

Zo =B X 4V, (2)

Donde Et

ta la relacidn sistemdtica en cada instante

es una matriz conocida que explici-

entre las observaciones Et y el estado del
sistema Zt ; que no es observable directamen

te. El error de medida V. : suponemos es rui
1
do blanco .

El problema planteado es: dada una secuencia
de vectores de medicidn (Z;... Z.), se trata
de estimar el estado del sistema, asi como de
prever su evolucidn en los instantes (t+l
t+k) .

e

En la hipStesis de que el criterio de
estimacidn es minimos cuadrados, este proble
ma fue resuelto originalmente por Kalman
(1960), utilizando las propiedades de las pro
yecciones ortogonales sobre un espacio de Hil
bert. Posteriormente el filtro ha sido jus-
tificado por otros métodos. Destacaremos la
deduccibn del filtro como un algoritmo recur
sivo minimocuadrético /24/ y el enfoque Ba-
siano de Ho y Lee o Aoku /2/.

Una buena exposicidén del algoritmo en un con-

texto de ingenieria se encuentra en Medith
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/15/.

3, APLICACION A MODELOS ECONOMETRICOS

La conversidén del problema descrito por (1)
y (2) al campo de los modelos econdmicos se
ha abordado tradicionalmente suponiendo, gque
el vector de estado Zt , €s el vector de pa-

rametros del modelo. Entonces, la ecuacién

(2) representa la forma estructural del modelo
y la (1) la ecuacidn que describe la evolucidn
de los paré@metros -que dejan de ser fijos- a
lo largo del tiempo.

Para concretar, supongamos el modelo de regre
sifn uniecuacional:

= x! 3
Yo = xR+ e, (3)

Be 7 oeBioqt Liue t4)
Donde, en la ecuacidén (3) yt es un escalar,
igual al valor observado de la variable de--
pendiente en el momento t, Et es el vector?
de observaciones de las variables explicati-
vas, en el momento t, §t es el vector de pa-

rémetros y €, la perturbacidén. Esta ecua---
cidn es similar a la (2), pero ahora el vec-
tor de medicidn Et es el escalar yt , la ma
triz Et que relaciona los valores del vector
de estado con el vector de observaciones es
ahora simplemente el vector §t' y el vector
de estado del sistema es el vector de
pardmetros ﬁt' La ecuacién (4) describe la
evolucibn temporal del vector de estado By ¥
es andloga a (1). El modelo de regresidn
cldsico supone que la matriz 6.8 unitaria,
para todo t, y que la matriz Lt es idéntica-
mente nula (esto es equivalente a suponer
que los parémetros son cantidades fijas que
no varian con el tiempo). La formulacién de
(3) y (4) elimina esa restriccidn permitien-
do que los parametros del modelo sigan un --

proceso estocdstico especificado por (4).

La aplicacidn del filtro de Kalman a la for-
mulacién (3) y (4) procede en dos etapas.

En la primera,se utiliza (4) para hacer una
previsién de Et/t—l' es decir del valor del
vector de pard@metros dada la informacidn hasta

el instante t-1,que en la segunda etapa es re
visado al recibir la informacidén del instan-

te t (5't ,yt) para obtener la estimacidn &p-

tima B, en ese instante. En el caso en que

los par&metros 8, se supongan fijos, no se a

t
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plica la primera etapa de "previsién" y la a-
plicacidén del filtro de Kalman equivale a los
minimos cuadrados recursivos de Plackett —--
/18/

obtener iterativamente los estimadores mini-

y conduce a un algoritmo gque permite

mo-cuadréticos dada la informacidén hasta el
instante t, sin necesidad de recalcularlos des

de el principio cuando recibimos nuevas obser

vaciones. El algoritmo es:
A _ L
By = By v Box vy, —x /"8 ) (5)

I
o
"
&
fo3]
]
o

>

(8)

Donde ét es el vector de pardmetros utilizan-
do las observaciones hasta el instante t in-

clusive, gt es, salvo por una constante, una
estimacién de la matriz de varianzas y cova-

rianzas de las variables x en el instante t

y a es un escalar . Prescindiendo del efecto

debido a los valores iniciales, gt es la ma-
triz (é;g)t_i siendo ét la matriz de observa-
ciones de las variables explicativas hasta el
instante t.

La ecuacidn (5) admite una interpretacidn in-
tuitiva simple. Si tenemos en cuenta gque la -
matriz estimada de varianzas y covarianzas de

las t observaciones disponibles es:

nz( . )_1 ZP 2

= X'X = b S

Lp 7o 202 o By T 0S5 ¢
2 . .

donde Sy N son las varianzas y covarianzas
i

estimadas hasta el momento t. Si llamamos
et* al error que cometeriamos al predecir el
valor obtenido y, con los pardmetros estima-
dos en t-1:

e *= - x!

£ Y Xe Beoy

La modificacidén de un pardmetro cualquiera --
si en el instante t, al observar los valores

de las k variables explicativas es, seglin (5):
. Al k 5

3 %3 e,* —
By Ty ¥ 05 LZi%ie Sig,e-v (9)
que indica como la modificacidn del coeficien

*; b)
t
de los valores de las X observadas que tengan

. N
tegi depende: a) del error relativo e
covariacidn no nula con la variable Xj.

En este contexto, este algoritmo puede demos-
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5
trarse dque es equivalente a la utilizacién

de un algoritmo de Newton no lineal para ob-
tener el valor Sptimo de é que minimiza la -
suma de los cuadrados de los residuos de las
t observaciones con valor inicial ét-1' El
Sptimo se alcanza en un solo paso debido a

que la funcidn es guadritica.

Este andlisis presupone que los pardmetros
Rubin /2/,

sugiridé por primera vez la hipStesis de que

son constantes en el tiempo.

los paré@metros de un modelo de regresifn pue
den ser variables que varian temporalmente.
Hildreth y Houck 12/ , Cooley y Prescott
/5/, Rosenberg /20/ vy Cooper /6/, en-

tre otros, han presentado modelos econométri-
cos en gue se especifica una estructura de va-
riacién de pardmetros® del tipo reflejado por
(4). La obtencidn de los parédmetros en cada

instante puede estimarse eficientemente me-

‘diante el filtro de Kalman’ .

La parametrizacién de modelos en esta linea
presenta problemas importantes. En primer
lugar, puede ocultar una mala formulacién de
una relacidn simple entre las variables ¢ una
erronea formulacidn de la perturbacibn alea-
toria. En segundo lugar, contrastar rigurosa
mente esta hipbtesis no es f&cil con los ta-

mafios muestrales habituales en Egonometria.

Respecto al primer punto, consideremos que,

en realidad, la relacidn entre v, ¥ xt viene
dada por la funcidn de transferencia®:
y = v(B) x, + p(B) a (10)

t t t

Donde p{B) es un filtro no necesariamente es-
tacionario y a, un proceso de ruido blanco.
Supongamos que, en su lugar, especificamos el

modelo de regresidn con parémetros variables:
y =x, B+ a (11}

Entonces, despejando Bt en (11) y utilizando
(10) :

at _ 1 1 1
T % v (B) Xt % p(B)at+ o

t
t t t t t

y aparentemente el parémetroBt tiene una es-
tructura estocéstica que depende de los fil-
tros v(B),p (B) y del modelo univariante de

X, . Si este modelo es

t

X, =‘l’x(B)ut (12)
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tendremos que:

yx (B) ¢

-1 -
g = ;—{v(B) WX(B)ut+p(B)at+at}— ;:TET::—

t t
y serd el cociente de dos procesos ARIMA ge-
nerales. Es interesante sefialar que los mo-
delos propuestos en la literatura conducen a
casos especiales de la formulacidn (10). Por
ejemplo, Hildreth y Houck /12/
modelo:

proponen el

Donde vt y atson ruidos blancos incorrela-

dos. Entonces:

Y, = X o + XV + ¢

t t 0 t ot t
y si xt sigue el proceso (12):
= X B)a
Y, w +p (B)
donde:

Bla, =v B
p()t t‘y)E)Ut+at

El mismo razonamiento simple sirve para mos-
trar como los modelos anteriormente citados
con pardmetros variables, son casos particula-
res de (10),que pueden surgir como consecuen-
cia de una mala especificacién de la funcidén

de transferencia y/o el modelo del ruido.

El segundo aspecto que queremos comentar es
el problema de contrastar, la hipStesis de
que los pardmetros varian con el tiempo. Si
tenemos una muestra grande, el procedimiento
obvio es dividirla en tramos y estimar el mo-
delo en cada uno de los tramos. Si hay evi-
dencia estadistica de que los parametros es-
timados son distintos, parece razonable pre-
guntarse: a) Si han existido intervenciones

o factores puntuales anémalos en los distin-
tos periodos que puedan explicar los cambios
observados; b) Si posibles variables causales
no incluidas en el modelo pueden ser responsa
bles de los cambios. El primer problema pue-
de tratarse con el Andlisis de Intervencién
de Box y Tiao ,25/ vy el segundo introducien
do explicitamente las variables apropiadas en

el modelo. Pensamos gue el acudir a un mode-

lo con pardmetros que varian en el tiempo s6-

lo debe hacerse cuando exista una teorfa con-
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sistente que explique por qué y cémo varian

estos pardmetros.

4, APLICACION A MODELOS UNIVARIANTES DE SE-
RIES TEMPORALES

4.1. Introduccién

El enfoque metodolbgico anterior ha sido re-
cientemente extendido al an&lisis univarian-
te de series temporales. La formulacidén del

modelo en este caso es:
y, = f;:ﬁ + € (13)

B ™ 2By *Lw, (14
La especificacidn de los vectores gt ygt con-
duce a distintas clases de modelos. Pagan
(1975) ha mostrado cémo utilizar esta repre-
sentacidn para formular un modelo de descom-
posicién clésico en tendencia, estacionalidad
y parte irregular. Restringiéndonos a la for
mulacidén de Harrinson y Stevens (1976) y Mo-

rrison y Pike (1977), escribiremos:

£l = (1,0...0)

'o= a, ... a
By Grgragy xe!

E[et‘_[=0

E[ﬁtaj] = R(Ws
Efu ] =0
EE)twjj = g(t)étj

siendoéij la delta de Kronecker ygt yrt ma-
trices que varian con el tiempo, que se supo-

nen conocidas.

La formulacidn del modelo univariante con es-
ta estructura permite la estimacién recursi-

va de los pardmetros Bt’ el "estado" del sis-
tema, y la prediccidn de Yy utilizando el fil

tro de Kalman.

Este enfoque se denomina "previsidn bayesia-
na" por Harrison y Stevens /11/ , que utili-
zan la interpretacidn bayesiana del filtro de
Kalman para justificar la parametrizacién --
(13) v (14).

ja importante de este procedimiento es que

Seglin estos autores una venta-
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‘puede aplicarse cuando no disponemos de da-
tos histéricos que pueden ser sustituidos

por informacifén a priori para comenzar el al-
goritmo recursivo. La critica b&sica a este
enfoque es que supone conocidas las matrices
Qt Yy rty dado que esta metodologfa no inclu-
ye procedimientos de identificacibén, esto
conduce a que las matrices se especifiquen
arbitrariamente. El problema es especialmen
te grave,porque al no disponer de procedimien
tos diagn6sticos o de critica del modelo, u-
na especificacidén provisional a priori, que
puede ser quizds inevitable al disponer de
poca informacién muestral, se convierte en
permanente por la imposibilidad de que los -
datos muestrales nos conduzcan a rechazar el
modelo.

4.2. Modelos ARIMA

Un enfoque alternativo, propugnado por Box Yy
Jenkins /4/ es tomar como formulacidén ge=-
neral para la representacién de una serie la

clase de modelos ARIMA dada por:
d
B = B
¢p( )y z, eq( ) a,

Donde ¢p(B) v 8(B) son operadores polindmicos
de 6rdenes p y g respectivamente en el opera-
dor de retardo B, con ceros fuera del circu-
lo unidad y v es el operador diferencia defi-
nido por v= 1-B. Un resumen de los procedi-
mientos operativos para construir un modelo

ARIMA para una serie dada puede verse en

/19/.

La determinacién de la ecuacidn de previsidn
;t(l) para obtener una estimacién del valor
de la serie z, en el instante t+1 dada la in-
formacién disponible hasta el instante t, re-
quiere: a) Establecer la ecuacidn de previ--
si6én (recta, pardbola, sinusoide, etc...); b)
Establecer cdmo vamos a modificar los parime-
tros de la ecuacidn de previsién, es decir
cSmo obtener z (1)

t+1

nuevo valor 2 de
t+1

la distribucién de probabilidad de la previ-

cuando observamos el -

la serie; c¢) Determinar

si6én para obtener intervalos de confianza de
las previsiones puntuales, para distintos ins
tantes de tiempo.

Al construir un modelo ARIMA para una serie,
estos tres factores quedan automiticamente de
finidos. En términos muy generales podemos

decir que el operador general autorregresivo
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o(B) = ¢,(B)vd determina la ecuacidn de previ-
sién, el operador media mévil va a fijar la
adaptacibn de los par&metros, mientras cque el
operador, p(B)—1e(B), va a determinar los e-
rrores de previsién para los distintos retar-
dos.

Si llamamos ét(l) a la funcibn de previsibn
calculada en el instante t para la previsifn
de horizonte 1, que ser8 por lo tanto la pre
1 conocidos zt M4 zt_1,....; esta
funcidn viene determinada por la solucidn de

visidn de zt

la ecuacién homogenea en diferencias: (en la
hipStesis p+d>q)
p(B) 2 (1) =0 (15)

donde el operador B actua sobre 1, siendo aho

ra t fijo. La solucién general de esta ecua-

cidén es:

- e

zt(l) §1§t (16)
Dondeg N = (g (t),eeee.. ,3p+d(t)) es un vec-

tor de coeficientes variables que van a adap-
tarse al cambiar el origen y f] es un vector:

£ =

£ (fl(l),...., fp+d(1))

con componentes fi(l) que son funciones expo-
nenciales, polinSmicas o sinusoidales. La e-
cuacién de adaptacién de los parémetros B,cuan
do recibimos la observacién z,,q OS¢

8 =L B+ h e (1) (17)

—t+1 - —t

donde L es una matriz de constantes fijas que

acopla el vector §t+1 al nuevo origen z ,

t+1
et(l) es el error de previsidén definido por:

e (1) =z 4= 2 (1)
y h es un vector de constantes que dependen
b&sicamente de la parte media mdvil del proce-

so ARIMA.

La estructura del modelo determina también u-
nfvocamente las varianzas de los errores de
previsién para cualquier nfimero de periodos
en adelante.

Por lo tanto, la ecuacifn del modelo explicita

sin embigiiedad los tres componentes necesarios
para la ecuaci6n de previsidn.
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Observemos que: a) La estructura autorregre-
siva del modelo p(B) va a determinar la for-
ma de las funciones fi(l) y los parametros

B, de la ecuacibn de previsidn. b) la adap-
tacidén de estos par&metros va a ser determi-

nada por la parte media m&vil.
Por ejemplo, para el modelo:

v2 g =

2
¢ = (1 - 8,B- 0,B%) a_

La previsién Zt(ﬁ) realizada en t con hori--
zonte £ es, (véase Box y Jenkins /4/ Pp.
146-147), una linea recta con parametros 81

(t) v 8,(t):
Z,0) =g, (t) + 8, (t) ¢

que aunque son fijos en t, van adaptandose
al recibir nueva informacién de acuerdo con:
By {t+1) = 38y (t)

+ B (E) + Ay et(l)

Bo (t+1) = g, (L) + », et(l)

siendo iy y »; constante determinadas por:
Ao = 1 +8, Ay =1 - 81-8,

y siendo e, (1) la diferencia entre el valor
previsto en t para t.1, z (1) v el valor ob-
t

servado Zt'

Es importante sefialar que este enfoque reco-
ge como caso particular los modelos determi-
nistas utilizados a veces en previsién. En
el ejemplo anterior si g, -1 y 8122, los e-
rrores et(l) no son tenidos en cuenta en la
actualizacién de los parametros del modelo —-
(Ap=321=0) y la funcién de previsidn se con--
vierte en una recta determinista. En general,
la casi cancelacidn de operadores entre la --
parte media mbvil y autorregresiva indicari

la necesidad de un té&rmino determinista. E1
lector interesado en este punto puede acudir

a /1i/.

4.3. Comparacién entre ambas formulaciones

Si utilizamos (16) y (17), un modelo ARIMA
puede escribirse:

[\
1]

eer - E B e (D) (18)

™
|

=LBg+h e (1) (19)
—t - t

“t+1 | F
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que es la formulacidn "de estado" aniloga a
(13) y (14).

Las diferencias principales entre ambas for-
mulaciones es que en el enfogque de Box y Jen~-
kins los vectores f; vy h y la matriz L se de-
terminan empiricamente a partir de los datos
Y no se especifican a priori arbitrariamente.
Un aspecto fundamental de ésta metodologia es
la distincidn entre lo que podrfamos 1lamar
"hiperparametros" del proceso que determinan
la estructura de (18) y (19) y la memoria

del proceso y gue son fijos y los paréametros
B.de la ecuacidn de previsién gue son adap-
tativos y variables a lo largo del proceso.
La expresién ARIMA en forma de ecuacién en
diferencias estocasticas permite la estimacidn
eficiente de estos "hiperpardmetros" (los --
coeficientes autorregresivos y media m&vil)
que van a determinar inmediatamente la estruc
tura de la representacidn (18) y (19).

La expresidn del modelo ARIMA como (18) y --
(19) conduce a la sospecha de gue los mode--
los propuestos en la literatura mediante (13)
y (14) deben de ser casos particulares de la
clase de modelos ARIMA. Por ejemplo, Harrin-
son y Stevens /11/ proponen los dos modelos

univariantes siguientes. E1 "steady" model:

Y = + €
t ut t

Donde €L Y Ve

incorrelados.

son procesos de ruido blanco -
Este modelo equivale a:

VYt = (1 - 8B) a,

Donde a, es ruido blanco, B es el operado de
retardo BYt Yt-l’ V= 1-B. Hemos aplicado ~-
que la suma de dos procesos de media m&vil ~-
independientes es igual a un nuevo proceso de
media movil de orden igual al orden m&ximo ~--

/6/.

de los procesos que sumamos

Un andlisis equivalente conduce a demostrar
que el "Linear Growth model” de estos auto--
res es simplemente el ARIMA (0,2,2).

Morrison y Pike /16/ proponen dos modelos
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adaptativos que, en su opinién: "Aparecen
frecuentemente en la practica e ilustran la
capacidad de modelado" de la formulacién (13)

y (14). El primer modelo es:

Yt = ou ot oe (20)
He = Moo F % (21)
Gpoq TPO_p T Weo (22)

Donde €, Y w, SOn procesos independientes de

ruido blanco. Este modelo puede expresarse:

£ = ut_1 +pa + w + g
y como, segln (22):

_ _ 1
(1L - DB)OLt_1 = wp_,ro, = (1-pB) W o

_ _ -1
VYt =Ve et (1-pB)p w5 FWo o
(1—pB)VYt = (l'OB)Wi +oug
- = - - 2
(1 pB)VYt (1 GIB 2? ) at

Es decir, equivalente al ARIMA (1,1,2), apli-
cando de nuevo la propiedad de gue la suma de

procesos media mévil es también media movil.

El segundo modelo es:

Yo = u, e, (23)
Pe T Meor T %y (24)
Fe-1 T PHe-on (25

ue conduce, or operaciones anélogas, al mo-
1%
delo:

(1-B-pB?2) Y o= (1-B-pB%) ¢

t

Dado que una de las raices de la ecuacibn ca-

racteristica del modelo es estrictamente ma-

yor gue uno, este modelo no serd estacionario
. . 9 .

y tampoco invertible’. La media del proceso

es la solucién de la ecuacidn en diferencias:

_ t t
que es By T A1G1 +A2G2,

tantes que dependen del origen de tiempos.

siendo A1 Yy A2 cons--—

" Qiiesti6 - v.4,n.° 2 (Juny 1980)

Como una de las dos rafces es mayor que la
unidad, la media seguird un crecimiento expo-
nencial. Un inconveniente clarc de este mo-
delo es gue incorpora una tendencia determi-
nista fijada por p y por lo tanto serd poco
flexible para seguir la evolucidén de la se-
rie si ésta presenta cambios en su estructu-
ra de evolucidn, como es esperable en el fu-

turo.

En resumen, no parecen existir razones tebri-
cas de peso gue indiquen las ventajas de la
formulacién (13) y (14), ya que puede consi-
derarse equivalente a la representacidén (18)
y (19) de un modelo ARIMA y si existen, sin
embargo, problemas impo§tantes. La identifi-
cacidn y critica del modelo puede hacerse
consistentemente en la representacidn cléasi-
ca ARIMA como ecuacidn en diferencias esto--
cisticas y no en la formulacidn en espacio

de los estados, que si es conveniente para
itnerpretar el modelo desde un punto de vis-
ta de previsién. Creeemos que los modelos
ARIMA son més generales y permiten utilizar
la informacidén muestral en forma mas eficien-
te, lo que debe conducir a mejores previsio-
nes. Como ilustracién de este #iltimo punto
utilizaremos la serie analizada por Morrin-
son y Pike /16/

de su método.

para ilustrar la eficacia

5. APLICACIONES

Morrinson y Pike efect@an previsiones de la
serie de demanda de electricidad en USA en el
periodo (1945-1972). Estiman tres modelos --
utilizando los 14 primeros afios de datos y -
general previsiones afio a afio desde 1958 en
adelante. Segfin el criterio de error cuadra-
tico medio minimorescogen el modelo dado por
(23), (24), (25).

sultados con los obtenidos por un andlisis,

Vamos a comparar Ssus re-

mediante modelos ARIMA, utilizando la metodo-

logia de Box y Jenkins.

Tomaremos unicamente,como hacen estos autore-,
los 14 datos iniciales como muestra dada para iden
tificar y estimar el modelo.La Serie es clara-
mente no estacionaria ﬁiqna'ny heterocedisti-
ca. El diagrama rango/media tomando las obser-
vaciones en grupos de 4 tiene el aspecto de la
figura 2. Dado el crecimiento linea del Rango

con la media local,el logaritmo parece adecua

do,aunque quiz&s una transformacibn de la fami-
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lia Box-Cox en 0c¢j<1 podrfa ser m&s eficien-
te. Si aceptamos el logaritmo, la transfor-
macidn v1nZ produce, practicamente, estacio
nariedad. Los coeficientes de autocorrela —-
cibn simple (cas) y parcial (cap) de la se--

rie vlnZ con una y dos diferencias se en---

cuentran en la tabla 1.

La serie es presumiblemente estacionaria con
uan diferencia, aunque su media es, en este
caso, distinta de cero. Esto representa un
inconveniente ya que el modelo que obtendria-
mos con esta transformacién:

yLn Z = 0,091 ~+ at

(.01)

Q>

= 0,030 (26)

O equivalentemente:

. 0,091 u = 1,10 2 .u
t t-1 Tt t-1

donde u, es log-normal, tiene una tendencia

Fig. 2

Diagrama Rango/Media

determinista que implica un crecimiento del
10% fijo anual. Para evitar este inconve--
niente y dado el pequefio nlimero de observa--
ciones disponibles, es conveniente trabajar
con un modelo m&s adaptativo que no tenga-~
una media fija. Esto nos conduce a un mode-
lo con dos diferencias que, al estimar el pa

rdmetro MA, resulta:

v2Ln Z2 = (1 - .86B)a
(.08)

5 = 0,044 (27)

Aunque la desviacidn tipica aumenta en (27)
respecto al modelol®(26), este modelo es mas
flexible por lo que, dado el pequefic nfimero
da datos de que disponemos, le escogeremos!!
Una critica frecuente, y desde nuestro punto
de vista infundada, respecto a los modelos
ARIMA es su dificultad de interpretacién y
este argumento se esgrime a favor de la repre
sentacidn en el espacio de los estados. Si

desarrollamos el modelo anterior, tendremos:

M

<

3

&

~

- 64
)

o

—~ 4»
X

2+

Q

g

3

0
e

(o}

¢]

z

Fig. 1

Grafico de la serie

Tabla 1
fas y fap de v Ln Z, v 92 Ln 2,
1 2 3 4 5 6
cas |-0,07 |-0,26 | -0,13| 0,13 |0,10 | -0,16
" ['cap |=0,07 |-0,27 | -0,19] 0,03 0,04 | -0,14
cas |~0,39 [-0,09 |-0,16| 0,13 [0,17 |-0,14
"I cap [-0,39 [-0,29 | -0,41|-0,28 |o,00 -0,09

Qtiestié - v. 4, n.° 2 (Juny 1980)
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1

- “lg2 =
(1 .86) vZ Ln Zt at
VA
(1 +.86B + .862B2 + ...)(l - B) In —t=a
t
t-1
y llamando:
zt41 Zt 2
In T, _, =.24 Ln 7 +.24.86Lnf—:— +
t-2 t-3
Z
+.24.867 Lnp==24...
t-4
Bye_q-24 By 521 By 5 .18 Dy 415
T, =¢ ) (Z ) 7 ) ..
t-2 t-3 t-4 t-5
Ve T %t
El modelo puede escribirse:
Ln Zt = Ln Zt—1 + Ln Tt—1 +a, (23)

gue indica que el valor (en logaritmos) de
la serie en un instante es igual al valor in
mediantamente anterior mds una ponderacidn
de las tasas de crecimiento en todos los pe-

riodos anteriores con pesos decrecientes en

el tiempo, mds el ruido. En la métrica inicial:

Be = Zeoq - Teoq o vy (29)
t
=T « U
Z,_, t-1 t

que explicita como la tasa de crecimiento ob
servada en t es explicada como una media de
las tasas de crecimiento en meses anteriores,

por el efecto de un ruido log-normal.

Las ecuaciones (28) y (29) describen la es--
tructura empirica de variacidn deducible de

los datos observados. Otra forma de escri--
bir el modelo es estudiando su funcidn de --

previsidén, que serd en logaritmos:
Ln 2_(£) = by (£) + by (t).L

Donde los coeficientes by (t) y b, (t) se revi

san con:

by (t) = by (t-1) + by (t-1)

by (£) = by (t-1) +  a

siendo Et =1LnZ - Ln‘%t_1(1) Yy a= l=g =
= .24

Qiiesti6 — V. 4, n.° 2 (Juny 1980)

En la métrica original:
= N2
Z, ) = Kolt). Ky(t)

y las ecuaciones de revisién de los paréme--

tros son ahora:

Ko(t) = Ko(t‘l) . Kl(t—l)
- 2o
Ky(t) = Ky(t-1) .u,
~ Zt
Dondeut = T es el cociente en-
t—1(1) tre el valor observado

y el previsto en el periodo anterior.

La tabla 2 recoge las previsiones a un peri-
odo adelantel!? del modelo (27) y las obteni-
das, para las mismas condiciones, por Morri

son y Pike.

Los valores de la suma cuadrdtica de los e--
rrores de previsibén est@n calculados siempre
con dos decimales y mejoran los resultados
dados por Morrison y Pike. Los valores en--
tre paré&ntesis dan el error cuando la previ-
sibén se da redondeada, de manera que tenga
la misma precisidn gue las observaciones rea
les, y son por lo tanto los errores que se

calculan directamente de la tabla.

Los signos +y - junto a los valores previs--
indican si la previsidn ha estado por arriba
o por debajo del valor observado. Aunque el

pequefio nimero de rachas no es significativo

Tabla 2

Perio Observa- Previsidn Previsién
do cifn real. M/P ARIMA
15 6,83 6,84 (+) 6,82 (-)
16 7,21 7,37 (+) 7,43 (+)
17 7,76 7,89 (+) 7,81 (+)
18 8,31 8,46 (+) 8,39 (+)
19 8,90 9,06 (+) 8,98 (+)
20 9,53 9,69 (+) 9,60 (+)
21 10,4 10,4 (=) 10,3 (=)
22 11,1 11,1 (=) 11,2 (+)
23 12,1 11,9 (=) 12,0 (=)
24 13,1 12,8 (=) 13,0 (+)
25 13,9 3,8 (=) 14,1 (+)
26 14,7 14,8 (+) 14,9 (+)
27 15,8 15,9 (+) 15,8 (+)

Suma cuadréatica 0,335 0,270
de errores (0,28) (0,19)
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(con a= 0,05) para indicar dependencia de --
los errores, mediante un test de rachas, si
sugiere serias dudas acerca de la aleatorie-
dad de los residuos estimados. Para estudiar
més detalladamente estos residuos hemos ana-
lizado los errores de previsidn de ambos mo-
delos. La tabla 3 presenta los coeficientes
de autocorrelacibn simple y parcial para los
errores de previsibn a un periodo de adelan-

to para ambos modelos. (ver Tabla 3)

El alto valor significativo del coeficiente
de autocorrelacibén de orden 1 entre las esti
maciones del modelo M/P nos indica que los
errores estdn correlados y conduciria, en to-
do caso, a serias dudas sobre la bondad de

la especificacién. Los errores de previsidn
del modelo ARIMA no muestran indicios signi-
ficativos de que se aparten de la estructura

de ruido blanco.

Los errores de prgvisidn del modelo M/P pre-

sentan la estructura:

(1 - .48B)e = (14 .98B) a
t t
(26) (.10)

Donde .08 la serie de errores de previsidn

y a, es un proceso de ruido blanco.

6. CONCLUSIONES

La principal conclusidn de este trabajo es -
que la parametrizacidn de modelos dinamicos
con parametros que varian con el tiempo, de
manera que "encajen" en la formulacibén donde
el filtro de Kalman es aplicable, presenta
problemas importantes no resueltos y no es -
claro que suponga, hasta el momento, un avan-
ce respecto a los modelos paramé&tricos de se-
ries temporales recomendados por Box y Jen--
kins. En el caso de modelos de regresifn una
mala especificacidén de la funcibén de transfe-

rencia y/o del ruido puede ser responsable de

Tabla 3
RETARDO: | 1 2 3 4 5 6
cas | 0,62 0,17|-0,00]-0,25]-0,37|-0,31
M/P eap| 0,62 ]-0,35] 0,13]-0,47] 0,17]-0,30
arMa [C35 |-0/16 |-0,33[+0,20]=0,03[=0,39] 0,19

Cap [-0,16 |-0,36 0,08(-0,11{-0,38/-0,00
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los problemas observados.

En el andlisis y previsidén de series univa-

riantes, los modelos recomendados en la lite
ratura son o bien casos particulares de los

modelos ARIMA o presentan problemas de inver
tibilidad. El deseable cardcter adaptativo

de la funcidn de previsibn se consigue de -~
forma mas clara con un modelo ARIMA que per-
mite diferenciar, metodoldgicamente, los pa-
rametros fijos del modelo, de las constantes
instantineas que generan la funcibn de previ
sién, que van adapténdose en el tiempo de a-
cuerdo con la eficacia de las previsiones ob
tenidas. Una de las ventajas aducidas para

la formulacidn y estimacidn mediante el fil-
tro de Kalman, la adaptabilidad de las previ
siones y la posibilidad de realizar previsio
nes "on-line", estd pues, claramente implici

ta, en los modelos paramétricos ARIMA.

En resumen, pensamos que es necesario mucha
més investigacidn para que la formulacidn en
el espacio de los estados, en la linea que
hemos comentado, pueda convertirse en una he
rramienta importante para la investigacidn

empirica de sistemas econdmicos.

/. _NOTAS

lgtilizaremos en este trabajo la expresibn:
vector ruido blanco, para un proceso vecto-

rial con:
E = 0
{it}

Elag g = idy

Donde ¢

th es la delta de Kronecker.

2Todos los vectores que definimos en este tra
bajo son vectores columna. Utilizaremos la
notacién convencional Et' para representar
el vector transpuesto (vector fila).

El vector ét puede ser un vector de varia-

bles predeterminadas que se fijan arbitraria
mente y son por lo tanto conocidas para to-

do t (como suponemos ocurre con la matriz

5 ten el planteamiento estandar de la ecua-

cibén de estado (1)) o puede ser la observa-
cién en t de un proceso estoc&stico multiva-
riante (que clasicamente en econometria se

supone estacionario) en cuyo caso tendriamos
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- 4
una "ecuacidn de estado" generalizada.

3para iniciar el algoritmo recursivo necesi-
tamos unos valores iniciales Eﬂ Yy P,y del --
vector de pardmetros y de su matriz de va-
rianzas y covarianzas. Estos valores pue=-
den especificarse a priori con una justifi-
cacidn Bayesiana. Si gueremos que los re-
sultados finales no dependan de los valores
iniciales podemos especificar ED =0 vy P,
diagonal con valores muy grandes en la dia-

gonal principal, lo que indica que la va--
rianza supuesta de los estimadores éo es —--
muy grande y en muy pocas iteraciones el al
goritmo se verd libre de las condiciones i-
niciales. 8i disponemos de una muestra pre
via de observaciones en la gue hemos estima
do E_y P, estos valores pueden utilizarse -
para comenzar el cdlculo recursivo. Obsér-
vese que el algoritmo no requiere ninguna -~
inversidn matricial lo que le hace muy efi-
ciente para el cdlculo automitico.

“Relativo a su varianza estimada , 2. La e-
t

cuacidn refleja que si e*t es cero, no hay

revisidén del valor de g .

SEl algoritmo de Newton para minimizar una

funcidén S(g) conduce a iteraciones con:

N

- (H(g

-1 -~
S
e-1)) o8y
Siendo g(ét 1) la matriz Hessiano y vS(ét 1)
el vector gradiente de la funcidn, ambos e-
valuados en la iteracién t-1. Supongamos
que la funcidén a minimizar es cuadratica y

del tipo:
S() = (¥ - X p)'(¥-X3) = e'e

Entonces, si tenemos una solucidn inicial -
Bt n la iteracidn siguiente para obtener--
By vendra dada por:

Bsfg) :E (ét_1) =2 X'st_ — 25_‘! =

38 t-1
£ ox 1
— ' = - s =
= -2&'e 2(%, ... %) (1 )
ex
t,t-1

donde x, es la columna correspondiente a las
i
observaciones de las variables explicativas,

en el instante t = i, y ex, es el error

-1
’
de previsidn para las observaciones i cuan-

do tomamos Bt 1 como valor del vector de pa

rémetros. Si Bt es un estimador minimo-

-1
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cuadrdtico dadas las t-1 primeras observacio
nes, los residuos para dichas t-1 observacio
nes son ortogonales a las variables X obser-
vadas, por lo que:

x.es: + .. + X ex =0
’

1 t-1 St-1 Te-1,t-1

y el vector gradiente en la iteracién t se-~

ra:

S (g = -2
¥ (Et—'i) Et e::,t—‘l

el Hessiano vendrd dado por:

~

22,8(g)y _ - _ .
s B2, 2l y) =220,

y serd siempre positivo definido. Por lo =-
tanto, si sustituimos en la expresién gene-

ral del algoritmo:

+ XX es x'
t t,t-1 —t

que, teniendo en cuenta la definicién de --
ex , €s precisamente (5).

t,t-1
6Las especificaciones de (4) suelen ser muy
simples, generalmente con 2, Y I, iguales a

la matriz unidad para todo t.

7Para ello es necesario especificar la forma
de las matrices ¢, Y I, para todo t y la ma-
triz de varianzas y covarianzas del vector

de perturbacifn w. El algoritmo procede en-

t/t-1 ¥
Et/t—1’ previsién del vector de parametros

tonces utilizando (4) para prever g

en t y de su matriz de covarianzas dada la
informacidén hasta t-1, que se "revisan" con

(5), (6) v (7) al recibir nueva informacidn.

8v(B) = vg + vg B + v, B + .... donde las vy

son constantes a determinar y B el operador

de retardo definido por th= El opera

X .
t-1
dor (posiblemente de orden infinito) v{(B) se

parametriza escuetamente mediante

w(B) B®

v(B) 5 (B)

Donde: w(B) = wy - w;B -...—wSBS

s (B)

1 - 6,B-.... -5 BY
Y

6 (B)

p(B) 5 (B)

=1+ pB + szz + e

La ecuacidén (10) descompone Yy, en dos compo-~
nentes ortogonales: La parte de Y, que es ex
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plicada por las variaciones de x, (y(B)x,) cabo de 5 & 6 periodos la evidencia a favor

t
y la parte de Y, que se explica por la pro de tomar el modelo con dos diferencias se--
pia historia de Y, m&s un proceso de ruido ria muy grande, ya gque apareceria significa

blanco. La construccidn de funciones de - tivamente un cambio de nivel en la media pa

trnasferencia de este tipo ha sido estudia ra el modelo vLn Zt.
da detalladamente por Box y Jenkins /4/.

9Box y Jenkins imponen la restriccidén de que
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