SOBRE LA OBTENCION DE TESTS DE POTENCIA GARANTIZADA

E. MORA, E. CASTILLO, J. PUIG PEY

Este trabafo analiza y discute el planteamiento cldsico de Los tests de hipd-
tesis compuesta frentfe a alternativa compuesta especialmente en Lo que se re-
fiene a Los tests undformemente mds potentes, haciéndo notarn que Las condicig
nes que se exigen a €stos son demasiado fuentes, por Lo que s6Lc existen en -
casos muy particulanes., Este motivo conduce af estudio de Los tests maximin o
de potencia garantizada, que al exdgin menos condiciones existen en La mayor

parte de Los casos, ddndose un teorema que proporciona una nueva metodologia

para La obitencibn de dichos fests.

Porn oitra pante, af sen Las condiciones requenidas pana estos tests, panrte de

Las que se precisan para Los uniformemente mds potentes, estos dLLimos
existen, pueden obtenense con La metodologla propuesia.

, AL

Finalmente el método se LLustra con algunvs ejemplus.

1. INTRODUCCION

El problema de los tests mds potentes en el
caso de hipbtesis simple frente a alternati-
va simple quedd definitivamente resuelto en
el momento en que Neyman y Pearson publica-
ron su trabajo "On the Problem of the Most -
Efficient Tests of Statistical Hypotheses",
/1/ . Sus
mente mejoradas y generalizadas por otros au
tores (/2/, etc. ) . Sin

conclusiones fueron posterior-

embargo , no

puede decirse lo mismo para el ca-
so de gue una o ambas hipdtesis sean compues
tas. En este supuesto se conocen,/3/,soluciones
a algunos casos particulares, como por ejem-
plo el caso de familias exponenciales, pero

falta una solucidén general del problema anéa-
loga a la dada por Neyman y Pearson. Por -~--
otra parte, los conocidos tests de razdén de

verosimilitud, también propuestos por los --
mismos autores en /4/ , aunque resuelven el
problema de forma general, no constituyen -
una.solucién satisfactoria, ya que se basan

en un principio arbitrario, aunque consisten

te con la solucidn citada anteriormente.

Ante este panorama, seria interesante cono-

cer una metodologia general para obtener -
tests m&s potentes en el caso de hipbtesis -
compuesta frente a alternativa compuesta. --

Adem&s deberfa resultar de una idea de mini-

mizaci6n de los errores de tipo II para un -
tamafio del test acotado, sin utilizar ningu-
na otra hipdtesis que pudiera considerarse -

como arbitraria.

En los parrafos que siguen se aborda este --
problema y se obtiene una metodologfa gene-

ral que, ademds de ser consistente con los -
resultados de Neyman y Pearson, no utiliza -

hip&tesis arbitrarias.

2, PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Previamente a entrar de lleno en el tema de
este trabajo, se hace necesario revisar de -
nuevo los conceptos b&sicos de los tests de
hipdtesis, ya que en ellos estd el origen de

esta nueva metodologfa.

Sea {F(x;6); 6efc B"; xeXc R"} una familia -
de funciones de distribucién, donde 6 es un
vector paramétrico, 2 es el espacio paramé--
trico y X es el espacio de definicién (nor-
malmente el espacio muestral) de una varia-

ble aleatoria n-dimensional.

Supbngase que trata de contrastarse la hip6-
tesis nula de que fcwcQ frente a la hipbte-
sis alternativa de que 6ell-w y que Rexnp® -

(8™ es la o-algebra de Borel) es la regidn -
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de rechazo. El error de tipo I para este -~
test es, por definici6n, la probabilidad de
rechazar la hipbtesis siendo cierta, es de-
cir:

Prob (R/8); 6ew (1)

El error de tipo II es, también por defini-
cidn, la probabilidad de aceptar la hip&te-
sis siendo falsa, es decir:

Prob (X-R/9); 6ef-w (2)

Por otra parte, la potencia del test se defi
ne como:

Prob (R/0); 8efl~w (3)

En el caso de gue tanto la hip&tesis nula co
mo la alternativa sean simples, es decir, =~
que tanto w como Q-w se reduzcan a un punto,
los errores de tipo I, de tipo II y la poten
cia quedan perfectamente determinados con el
conocimiento de la regién R. Por tanto, el -
problema de la obtencifn de tests 6ptimos -
puede reducirse a minimizar el error de tipo
IT (o maximizar la potencia) con respecto a
R para un error de tipo I acotado; es decir,
que "test Sptimo” se hace equivalente a -
"test de mixima potencia" para un error de -
tipo I acotado. Sin embargo, si alguna o am-
bas hipbtesis son compuestas, es decir, w
y/0 f-w contienen m&s de un punto, tanto los
errores de tipo I y/o los de tipo II y la ro
tencia no s6lo son funciones de R, sino que
también dependen de 6, por lo gque puede dar-
se el caso, bien de que el error de tipo I -
satisfaga la acotacidn, o que se verifique -
la condicién de m&xima potencia, s6lo para -
algunos valores de 6. Por todo ello, se hace
necesario introducir conceptos nuevos que --
permitan el planteamiento de tests Sptimos.
De esta forma surge el concepto de tamafio -
del test, que se define mediante:

Tamafio del test=Sup Prob(R/8) (4)
0 e w
cuyo significado ffsico es claro, ya que re-
presenta la menor de las cotas superiores -
del error de tipo I para todos los valores -
de 6 de la hip8tesis nula, es decir, que el
error de tipo I seri como mucho el tamafio --
del test, para una R fija, si bien, puede -
ser inferior. Adem&s no existe mejor cota de

eése error de tipo I que el tamafio del test.
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Por otra parte, como el tamafio del test pa-
ra hipbtesis nula simple coincide con el -
error de tipo I, el problema de los tests -
Sptimos puede plantearse, en este caso, co-
mo maximizacién de la potencia con respecto
a R para un tamafio del test acotado.

De esta forma queda perfectamente planteado
el problema en el caso de hip&tesis nulas -
compuestas frente a alternativa simple, pe-
ro permanece cuando la alternativa es com-

puesta. Para resolver este inconveniente, -
muchos autores imponen a los tests de hip&-
tesis mds potentes, que lo sean ademds uni-
formemente, es decir, que si Roch\Bn es la

regidén de rechazo, debe ser:
Prob[Ro/e:[ > prob[ R/8 ];
¥ rexng™; Y sen-u (5)

con lo cual desaparece la dependencia de 8

en el caso de alternativa compuesta.

Por tanto, el planteamiento cl&sico de un -
test Optimo (en el sentido de uniformemente
més potente) consiste en obtener Roeca de -

forma que

Prob[ (R /8 ] > Prob[ R/0];

V 8EQ-w; \/RECOc (6)

donde

¢, ={Rcxng"/Sup Prob[  R/8 ] < a} (7)
Bew

Otro posible planteamiento ya propuesto por

Lehmann /5/ y conocido como el de los -

tests maximin o de potencia garantizada lle

varfa a obtener RoeCOt verificando:

Inf ProbER /6] > Inf Prob[R/ej;
feQ-w © e-w

VRQCOL (8)
lo cual conduce a un test tal que el supremo
de los errores de tipo II es infimo, ya que
dicha expresi®n equivale a:

Sup Prob[ X-R /6] < Sup Prob[ X-R/0];
BeQ-w ° Ben-w

\/ RGCOL

Por otra parte, trivialmente, toda solucién
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R, de (6), lo es de (8).

Por la teorfa de los tests de hipbtesis ac-

tual, se sabe que el problema (6) no admite

solucién general. Por todo esto, el plantea-
miento (8) se considera como el m&s adecuado
en el sentido de que admite solucibn general
como luego se verd, y porque da la solucibn

de (6) en el caso de que &sta exista.

Por tanto, el problema de los tests Sptimos
puede plantearse como obtener R6:Xn8n que ma
ximiza el extremo inferior de la potencia en

Q~w es decir, que maximiza la expresidn:

Inf [ dF(x;6) (9)
8ER-w

con la condicién (tamano del test acotado):

Sup fR d F(x;8) < o (10)
6€w

De la solucibn, R,, de este problema se diréa
que corresponde al "test maximfn o de poten-
cia garantizada".
Lehmann  /¢/ , mediante la distribucidn me
nos favorable da algunos teoremas para obte-
ner estos tests en casos muy particulares. -
Sin embargo, no consigue un método para en-
contrar pricticamente estas distribuciones,
con lo que la obtencibn de los tests de po-
tencia garantizada queda sin resolver. Los -
parrafos que siguen dan una solucidn a este
problema.

Previamente a este desarrollo se propone un
lema y se demuestra de una nueva forma el -

teorema de Neyman-Pearson.

LEMA 1.- La condici®n necesaria y suficiente
para gue el funcional:

G(R)= [ d H(x) (11)

donde H(x) es una medida definida en Xng", -

alcance un miximo para RocXﬂBn es que:
R°={xex /d H(x)>0} (12)
salvo conjuntos de medida nula.
Demostracidn:

- Condicibn necesaria:

Supdngase que se alcanza el miximo para Ro y
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que existe algfin RiCR_, de medida no nula, -
tal que d H(x)<0; VxeR;, entonces:

e

d H(x)=/ d H{x)-f d H(x)>
0-Ry Ro R1

> fR d H(x) (13)
0

que contradice la hipbtesis de que se alcan-

za el méximo para R,.
- Condicidn suficiente:

Supbngase que no se alcanza el miximo para -
Ro, sino para Rl#Ro salvo conjuntos de medi-

da nula; entonces se tendria:
] aH@&>] daH(x) >0 (14)
Ry Rg

y adem8s, por la condici6n necesaria:
Ri={xe€xX/d H(x)>0}= R_s salvo conjuntos de me
dida nula, lo que va en contra de que R1¢RO,

salvo conjuntos de medida nula.

TEOREMA 1 (Neyman-Pearson).- Para el caso -
particular en que trate de contrastarse la -
hip6tesis nula de que X se distribuye segln
Fo(x) frente a la alternativa de que se dis-
tribuye segfin F; (x) y supuesto que se verifi
can ciertas condiciones de regularidad de -
Fo(x) y Fi1(x), la regién R, solucién del -
problema (6), y por tanto del (8), viene dada

por:

dr; (x)
R ={xeX/ ———— > A} (15)
°© dF _(x)

donde X > 0 se obtiene de la ecuacién:
] aF (x) =a (16)
Ro o

Demostracién:

En efecto, el problema de maximizar el fun-

cional:

J d Fi(x) (17)
R

respecto a todos los chnen que verifican la

condicién:

J dF (x) <a (18)
R o -

equivale al problema de maximizar el funcio-

nal (17) respecto a todos los RcXnp® y €eR -
tales que:
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[R aF_(x) = a-e (19)

lo cual es lo mismo, seg@n la técnica de los
multiplicadeores de Langrage, que considerar

la funcibn auxiliar:

- - 2
[i @ Frx)=)af  d E (x)+ra-ke (20)
como funcidn de R, € y A.

En consecuencia, una condicién necesaria pa-
ra la existencia de miximo es que su deriva-

da parcial respecto de ¢ se anule, es decir:
-2xe =0 (21)
de donde resulta, si X#0, que:

e =0 (22)

Por tanto, si existen tests 6ptimos en el -
sentido (6), debe verificarse que la desi-
gualdad que figura en (7), para la solucién,
RO, debe convertirse en igualdad, ya que e=0
Anilogamente, puede decirse lo mismo de la -
expresidn (8).

Por otra parte, del Lema 1 y de (19) y (22)
se deduce que la regidn Ro que maximiza (20)
es la dada por (15)y (16).

Seguidamente se da un teorema gque suministra
una metodologfa para obtener tests de poten-

clia garantizada.

TEOREMA 2.- Sea (f(x ; 8); 6eqc RY; xeXc ®"}
una familia de funciones de densidad, donde
6=(61, 062, ..., 0)

P

co, & es el conjunto paramétrico y X el espa

es un vector paramétri

cio de definicidn de una variable aleatoria

n-dimensional x.

El test de potencia garantizada, de tamafio o
para contrastar la hipStesis nula Hozeew -
frente a la alternativa H; :0€Q-w viene defi-

nido por la regibn critica:

R ={X€X/f(x;e**)>j f(x;6)dxr(s)} (23)
) ®

o

siempre que existan 0**eQ-y, woca y una medi
da A(6) en mo, tales que sean soluciones del
sistema

Inf | £(x;0)dx={ fix;o**)dx (24)
peR-w ‘R, R
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Sup /  E(x;0)dx=] f£{x;6%)dx; Verew oo (25)
R R [}
8EwW o (o)

J f(x;6%)dx = a; 8*cw co (26)
R, )

Demostracién:

Para que los W 8** y X(6) soluciones del
sistema de ecuaciones (24), (25) y (26) pro-
porcionen una regidn critica Ro, solucién -
del problema planteado, debe demostrarse gque
se verifica la desigualdad

Inf [ £(x;8)dx> Inf [ £(x;0)dx; YReC (27)
R - R o
peR-u Ro 0€Q-w

donde

€ _={RcXnB"/Sup/ f(x;6)dx< o} (28)
o R
bew

y que, ademis, dicha regién, R,, pertenece -
a Ca' En efecto, lo anterior equivale a maxi

mizar, respecto a R en Ca, el funcional:

F(R) = Inf{_ f£(x;0)dx (29)
sen-u

sometido a la condicién:

Suijf(x;e)dx = g (30)

6 €w

Si el infimo de (29) es tal que

eégf JpE(x58)dx= [ £(x;8%*)dx; 6**el-w  (31)
-w

y si el supremo de (30) es tal que

Supf{ f(x;8)dx={_ f(x;6%*)dx; Me*Ew cw (32)

oew’ R R °

este problema, teniendo en cuenta la té&cnica
de los multiplicadores de Lagrange, supuesto
que se verifican las condiciones de regulari
dad para poder aplicarla, equivale a maximi-

zar el funcional definido por:

= . *Y) - .
G(R)=f_ [ £(x;8%%) ]wof(x,e)dX(e) Jax (33)
donde X(8) es una medida en W, .

Por tanto, aplicando el Lema 1 la regifn cri

tica que resulta es:

R ={xeX/£(x; 0%%) = [ £(x;0)d\(8)>0} (34)
o] w

e}

donde los g**, wo Y A(8) se obtienen de las
expresiones (24), (25) y (26).
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Como se aprecia, la regidn (34) y la (23) -
son equivalentes, y adem4s, como se verifi-
ca gue

SupfR £(x;6)dx = a (35)

0w "o
la regién Ro pertenece a Ca, con lo que gue-
da demostrado el teorema.

NOTA: En la mayorfa de los casos w serd un
subconjunto finito {6%, 0¥, ..., e;}ca con -

lo que la regién critica se convierte en:

m
R ={xeX/f(x;6%*)> T
o 521

AoE(x;0%)} (36)
b 3

y el sistema (24), (25) y (26), se transfor-

ma en el dado por:

Inf f  £lx;0)dx=/_ f(x;6%*)dx (37)
o ©

OEQ-w

SupjR f(x;e)dx=jR f(x;eg)dx; j=1,2,..,m (38)
fcw o

[R f(x:;6%)dx = o (39)

[}

Este teorema se ha aplicadoe /7/ a - -

los siguientes casos:

1. Contraste unilateral de la media de una -

poblacién normal de varianza conocida.

2. Contraste unilateral de la desviaci®&n ti-

pica de una poblacién normal de media conoci
da.

3. Contraste unilateral de la desviacidn tI-

pica de una poblacién normal de media desco-
nocida.

4. Contraste bilateral, en la hipbdtesis nula,
de la media de una poblacién normal de va-

rianza conocida.

5. Contraste bilateral, en la hipbtesis al-
ternativa, de la media de una poblacién nor-

mal de varianza conocida.

6. Contraste bilateral, en la hip8tesis nula,
de la desviacibén tipica de una poblacién nor
mal de media conocida.

7. Contraste bilateral, en la hip6tesis al-
ternativa, de la desviacién tfpica de una po

blacifn normal de media conocida.

Habiéndose obtenido los tests que figuran en
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la Tabla I, y que corresponden a tests ya co
nocidos.

Seguidamente y con objeto de mostrar la po-
tencia de este mé&todo, se aplica a un nuevo

caso.

5, CONTRASTE SIMULTANEO DE LOS PARAMETROS w
Y_o DE_UNA POBLACION NORMAL

Sea X=(X1, X2, +ue, xn) una muestra aleato-
ria simple, de la gue se sabe que xi(i=l, 2,
., n)

son variables N(u,0). Se desea con-

trastar la hipdtesis nula Ho:ue[: Uy, W2 .
rel” o1, 02 i (ni<uz, 01<02) frente a la -
hipdtesis alternativa Hi:pe|_ ws, wa [, -
sel” o, ou T (uacuw, os<ou).

Las hipStesis nula y alternativa se pueden -
representar gréaficamente como se indica en -

la Figura 1.

La funcidn de densidad de 1la variable n-dimen

sional x=(x;, X2, .y xn) es:
n
-1 x (x,-w)?
1 202 i=1
f(X;U,U): ‘—n'——:—ﬁ (40)
o™ (/2"

Aplicando el teorema 2 en el supuesto de gue
el conjunto w,, en €1 definido, esté consti-
tufido por un solo elemento, la regién criti-

ca tendrd la forma

= * * % * * % =
R R(uo,uO PO%OEF L A)

n
o 1204 5 (x,-ut) *-
={xex/ (2" ¢ o*? i=1
ox* o
[e]
1 n ) ]
- (X, -u**)
o*¥*2 j=1 * © > A} (41)
o] o
o lo que es lo mismo
1 n ) 1 n .
R,={x€x/ Io(x,-u*) - I (x_-u**)*>
° o¥? i=1 * gx*? 4=1 © °
(o) o
O**
> 2(Log X\ _+nLog )} (42)
2 ° .
o]
que es idéntico a
n 1 1 u; o**
R ={xex/ I [ - yx2-2¢( - )(sigue)
° i=1 og*?  g*xx2 1 g gk *
o] (o] (o] o]
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TABLA I

DISTRIBUCION® DATOS Ho Hy REGION DE RECHAZO
n
1/n I X.,=-u
. 1
i=1 X
Si  pi>ua 5 /E<FN(0,1§Q)
. ) n
N (4, 0) 0 conocida ue[ Hir M2 I ué[ U3, Mu I Uz~l/n I X,
. i=1 -1
Si Uz<U3————7;———-——/E<FN(0,1)(a)
n
D
Si oo, 221 < F' (a)
2 2
g1 x
n
" M conocida 06[: 01, O2 :[ 0(‘[ 03, Oy :[ g (x _U)Z
R
Si  ga<osi3t SF™U (1-a)
0% x;
(n-1)s?
Si 01>0, <F7 ! (a)
01 x2
n-1
" u desconocida oe[: 01, O2 :[ 06[ T3, Oy :[
- 2
Si oa<g, LS S (1-0)
ot *n-1
n
Ci < I x; <C2 (C1<C2)
" o conocida well wie wo Juluel pas we J =1
*
[ Us, e I obteniéndose C; y C, de (1)
n n
. I x,<Cpy I 17C2 (C1<C2)
" o conocida well wsy we T el wm, we Ju| *7F i=1
*
Cousowe J obteniéndose C; y C: de (2)
n
Ci< I (Xi‘U)Z<Cz (C1<C2)
" U conocida oe[_ 02, 02 Ju|oel o3, 00 ] i=1
*k
[ os, o6 1 obteniéndose C1 y C> de (3)
n 2 n
L (x;=n) <Ciy I (x;-u)?%>Cz2 (C1<Cz)
" U conocida OeE O3, Oy I gﬁE 01, G2 :]:U i=1 i=1
*x —_—
I_ os, o6 I obteniéndose C; y C, de (4)

*

H1SU2<H3fUy<Us<lUs 2
S

bl 01202<03<04<05%0¢
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=1

n (xi—)_c)2

i=1 n-1

n
x=— I x

o]
It

hipbtesis nula

]
1]

hipbtesis alternativa

(sigue)
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CONTINUACION TABLA I

(1) (2)
Ca-nu2 Ci=-n C2-n Ci1-n
Frco, 1050 Fy o, 1) G h=a Fato, 1 E= ) Fyo, 1y St =1
! v/no ' no ' /no ! no
Cz2 —nys C1 -nyus Co—nyy C1 -ny
F ——=)F (———)=a F —_) - (———=*)=1-a
0
N(O, 1) /;0, N(O, 1) V/EO' N(O, 1) /I—IO N(0,1) GU
(3) (4)
C C
Feo E2)F 2 ()= o Foe G8)-F o (5h= 10
n o2 n o2 o} n 0}
C [of
Fer (£2)-F 2 (&)= q Foo E3F &)= 1-0
n of n o% od n of
(sigue f&rmula) n
R ={xex/280 08" o (y . pBOE*I-ugrod?,
o OOZOg*Zizl i ok*¥2-gk?
u#Z u**z gx* 2 >
Pe) o o *2gkk -U**ZO*Z gk*x2og*2
X+ - >2(Logh _+nLo )} (43) +n¥ -n
i 022 or*2 1z RS gc* oX2Zok*2 oX2gk*2
o o
u*o**z—u**o*z)z gk *
>2 (Logh +nLog )}
y también a 0g¥r-0g? - ° 9§
Finalmente, operando, se tiene gue:
1 1,0 P S L L
R={xeX/ (557 - owwz) 2 . n - n
o i=1 oxZorx2 o*2gk w2
(o] o] 0 [o] -
ProR*Z kg2 —n(p*—p**y?
u* uk* ng Xk 2 (—=2 c° = 22
o _ "o o _'o or*2 g2 gk*2 - g2
0;2 ox*2 o%?2 gk * 2 ° ° ° °
x2-2 S x. .+ =2 o > ) o
i 1 1 1 1 - y en consecuencia se puede escribir:
g*? ghx2 g*? gk*2
) [o) o o oFkL_g¥x2 o U*G**Z‘U**O*Z
R ={xeX/—2 ° 1 (x,- 222 S.32,
o Gh2grk2 j-1 T gR*2Z_gk
o o] (o] [o]
g% *
le]
> 2(1'09)‘0“11'0907)} (44) ox* (u;*—u;)i
o >2 (LogA _+nLog )+ —————
° g* g¥k2_g%2
o] o o]
o lo que es igual
n
Hy
grxxl_gx? g
Ro={xeXx/—=2—-%2_ 1 ... W4%
032 o;*z i=1
Ky ‘
________ [
i
H I !
URGRRZ_ ke h g2 PRZGh k2 k2 g2 -z _ '
(x;-2-29 "¢ o, 40 o o o,, 7 ' !
. gk*2_gn2 . gx*2og*?2 - ' |
) o o o | |
|
I
. _u\_ % : |
g |
> 2(Logx°+n1.og—f—)} (45) [ ' :
g | |
° L } I
o]

Y agrupando convenientemente
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.
que, para el caso en que c**<cg se puede ex-
o

presar como
2 2
Ro={x€X/i§l(xi—no) <YO} (49)

donde:

U*O**z—u**O*z
o

n, = —=2—2-° (50)
o grx*x2_gx2
Yy
g*2g*k2 gx*
Yo= 02“02 2({Log) _+nLog—>-)+
*x2_ % *
%% 9% %%
(U;*‘U;)z
+ne—onu = (51)
gh*2 _gx2
o o

Los valores de los parmetros u;, u;*, O;,

oz* yAO se obtienen de las condiciones

- n
—_— 2 =
Inf PrOb——iEl(xi n ) o<y /o) ]
nell uasiue ]
0€|: 03,04 j — n
=Prob} b (Xi'ﬂo)2<YO/
—i-1
-
* % * %k
/uk*, ok )J (52)

Sup Prob[—
UEI:M, Uz] -
oel_oy, 02 ]

—i=1
7
/s, o8| (53)
y
n
Prob[:iil (xi-no)2<vo/(ug, 0;{]= o (54)

Estas expresiones son equivalentes, respecti
vamente, a:

- 2
(%, ng) <Y

—3/(u,0{]=

1 g? o?

[/ Se -]

Inf Prob[
velus,uy i
ce[ 03,04 ]

n(x,-n )%y
= Prob[ y —=2 ° .° /(11**:0**)]
i=1  g**2  gxx2 © O
(o] [s]

" (55)

Qtiestidé - v. 4, n.° 2 (Juny 1980)

n (x.-n )%y
Sup Prob[ -2 9 (u,c):[=
e[ wui,u2 i=1 o? a?
el 01,02 ]
n (xi_no)2 Yo
wprop| I Lo 2 /Gu,on] (56)
1= * *
i=1 00 Go
_ 2
n (Xi no) Yo
Prob[' z —2*—<_—2/ (U;,U;)]= o3 (57)
4= * *
i=1 Oo Oo

Por otra parte, si las variables aleatorias

X, son N(u,0) e independientes para i=1, 2,

son variables N(—E—g,l) y

X, -
1 T]C)

también independientes, para i=l, 2, ..., n,
2 xi-no

por tanto la variable aleatoria I (—=)?
i=1 )

n(u-p )
es una x° —_— descentrada con n gra
Xk - gra

g

dos de libertad.
Seglin esto, las expresiones (55), (56) y -
(57), que sirven para calcular ug, u;*, c;,

o:* y Ao se pueden escribir, respectivamente

de la siguiente forma:

v
Inf F s n(u—no)2 (—)=
el wa,ue ] Xn[ —=] o
cel 03,04 ] c .
=F 2 n(u**-n )2 o Yo ) (58)
X; _U_O__n_o___] 0**2
I g¥*?2 o
o
Sup Foor-n{u-n)? (I3)=
UE[ U1 U2 j XnF_+] o?
ce[ oy 02 ] -9
=F n(u*-n )? (Y° ) (59)
sz][ Uo ﬂo :} a2
g*? °
(o]
y
F.2 — n(u*-n )2 (Y° ) = o (60)
Xé o no ] 0*2

2 (o]

e g*
[o]
An8logamente, si c;* >o; la regibn de rechazo

resulta ser:

n »
Ro={xex/i£1(xi—no)2 > v} (61)

donde Ny, ¥ Y, son las dadas en (50) y (51), -
teniéndose ahora como expresiones para calcu-
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lar u* * * * ** sigui es:
MEr uE*, oy OF* Y Ao las guient

¥
Sup F.» n(u-n )2 (=)=
el warps ] an: —_— ] a®

— 2
oel_ 03,08 ] ¢

= F 21— _ 2 YO
an n(p¥r*-n ) ] vy (62)
g*r*2 °

.
__ Inf FXZ — n(u—no)2 (—=)=
vell vispe | o/ ] o’
oe[ 01,02 ] - g
* z Yo
= inr n(p*-n ) ] (0*2) (63)
_ 022 °
F .= n(u*-n)? ( Y°) = l-a (64)
x;L' o "o 7 ox?
g*?

Para un caso concreto, es declr, para unos -
Wi, M2, W3, Hu, O1, Oz, 03 Y 0s dados, la ob
tencidn del test de potencia garantizada se
puede realizar mediante cé&lculos aproximados
con ordenador, utilizando las expresiones -
(49), (50), (51), (58), (59) y (60) o las -
(61), (50), (51), (62), (63) y (64) segln -
los valores de Oz* 3% o; gue se tanteen sean

tales que o;*<0: e} OZ*>OZ' respectivamente.

Cuando los tests sean unilaterales en ambos

parametros (ver figura 2), se obtienen las ~
soluciones que a continuacidn se indican pa-
ra las distintas posiciones relativas de las
regiones paramétricas w de la hipbtesis nula

Ho y Q-w de la hipbtesis alternativa H;.

Los pardmetros que determinan la regidn cri-

tica, una vez fijado el tamanho del test, son:

Para el caso A, los pardmetros corresponden
a los puntos Ay y A; de la figura 2; andloga
mente, para el caso B vienen dados por los -
puntos By y B, para el caso C por los Cop Yy
C, y para el caso D por los Dy y D;.

La funcién de potencia, aplicando la defini-
cibn (probabilidad de rechazar la hipbtesis,
siendo falsa), cuando o,>g; resulta:

n
e _ 2
Potenc1a—Prob[— Lo (x,-n.) <Yo/(U,0{1

— i=1
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Ue[ U3, Uy ]r Oél: 03,04 j (65)

que, como se ha visto, es:

YO

Potencia=F_, — n{u-n _)? (—) ;
X ( o ] 2

n| —— o

pvell wa,ue 1, oell 03,08 (66)

Cuando o3>0, la potencia es:

n
. - 2
Poten01a—Prob[: ii (x;-n.) >YO/(U:0{}

1

ne“ws, e Jy0efos, 04 ] (67)

que eguivale a

(02
2

Potencia=1-F n{u-n_)? (zg)
XZV' u ﬂo ] 2
— o

vel us, e |, 0el_03,00 ] (68)

Conviene observar que, en principio, los pa-
rémetros de la hipStesis alternativa, que se
precisan para definir el test y, por tanto,
la funcibén de potencia, son los que corres-
ponden a uno de los v&rtices de la regibén pa
ramé&trica de H1 pudiéndose definir la fun-
cidén de potencia en el cuadrante que ellos -
determinan (ver figura 3). Este cuadrante po
dria estar limitado, o no estarlo; en cual-
quier caso para un mismo punto P, pertene-
ciente a diferentes regiones paramétricas -
gue se apoyasen en dicho cuadrante, el valor

de la potencia serfa idéntico.

Por otra parte los intervalos que figuran en
la hip6tésis nula y alternativa pueden ser -
abiertos o semiabiertos sin que se alteren -
los resultados obtenidos, ya que el supremo

y el infimo quedan inalterados.

4, CONCLUSIONES

- E1 teorema 2 proporciona una metodologfa -
muy sencilla, que permite determinar los -

tests de potencia garantizada.

- Esta nueva metodologia resuelve el caso de
tests de potencia garantizada, con alternati
va compuesta y por tanto, da la solucidn al

problema de tests uniformemente mis potentes
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Caso A Caso B
H, | = - oy —~ — — ==~
b= S o
! LA By |
i
B fp—+— —F - - //' | |
! ! A |
| 9 ' |
! |
u _——l——_—’.— b C | |
k | lq &) L I
| | ICq |
1Y i -+ -—-—-
' |
! |
I [
u’r CasoD | r : ICusoc
1 L 1 1 ] ]
o, o, O o, o, g, o}
Fig 2

cuando 8sta exista (recuérdese gue para el -
caso de alternativa compuesta no se conoce -
un método general de obtencién de
tests).

estos -

- La técnica del Cidlculo de variaciones jun-
to con la de los multiplicadores de Lagrange
permite no s8lo demostrar el Lema de Neyman-
Pearson sino también resolver muchos proble-
mas de inter&s en Estadistica. En especial -
el teorema 2 es un ejemplo de

esta afirma

cidn.

- El método desarrollado permite plantear --
contrastes de hipbtesis para mds de un paréa-

metro, obteniendo los tests de potencia

ga-
rantizada correspondientes.
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