ESTIMACIO DE PARAMETRES DE SISTEMES DINAMICS
UTILITZANT TECNIOUES DE FILTRATGE

P. BRUNET

El control de sistemes &s tant m&s acurat com mé&s precis €s el model matemd
tic del sistema controlat. En molts casos, aixd només es pot aconseguir amb
un algorisme d'estimacid en temps real dels seus par3metres; i quan el sis-
tema no &€s determinista degut a l'entrada de sorolls, s'han d'utilitzar téc
nigues de filtratge. Fins ara, s'han utilitzat molt sovint filtres subdptims,
que no tenen assegurada la convergéncia. Concretament, 1l'aplicaci& de 1l'equa
ci6 de Fokker Plank a les equacions diferencials de les estimacions permet
concloure una no observabilitat dels parametres per part d'aquests filtres
quan s'apliquen a una classe de sistemes quasilinears. Ara bé&, els parame--
tres poden &sser estimats correctament si es parteix del model discret del
sistema. En aquest cas es pot utilitzar una modificacid del filtre Extended
Kalman, el teorema de partici® o el filtrat Optim discret. A l'article es -
presenten els tres algorismes aplicats a un exemple d'un sistema lineal de
segon ordre amb un parametre desconegut, i se'n discuteixen els avantatges

de cada un d'ells.

1. INTRODUCCIO

L'estimaci6 dels par3metres d'un sistema del
qual se'n coneix l'estructura &s un aspecte

molt important de la teoria de control, ja -
que l'estimacid en temps real permet anar co
neixent els pardmetres encara qgue varifn len
tament; aixi, el model del procés es va refi

nant de forma continua.

Deixant de banda el cas de sistemes sense S0
roll a la dinadmica i finicament amb soroll a

l'observacif, que ja han sigut estudiats am-—
plianent /1/, /2/,

cretarem als sistemes estocdstics que ho sén

a aguest article ens con-

sigui perqué l'entrada no &s accessible i no
més se'n coneixen les seves propietats esta-
distiques, siguil perqué a més de 1l'entrada -
el sistema rep sorolls.

En aquest cas, el model dinamic continu del
sistema si suposem gque no depén del temps se

rd de la forma:

dx = f(x,a)dt + G(x,a)ds (1)
on
X = (xl...xn)T és el vector estat, de dimen-

sid n, i

1...am)T &s el vector de m pardmetres

a estimar;
el primer terme é&s la part determinista del
model, i el segon inclou el soroll, modelit-
zat com un moviment brownid vectorial Bt' -
/3/, amb matriu de covariances Q:

E[dg a8”] = 0 dat (2)

Els algorismes de filtratge ens donen una es
timaci6é de l'estat x a partir de una observa
ci6 z(t) pertorbada per soroll i modelitzada
normalment com

dz = h(x) dt + dan

amb (3)
E[dn dn'] = Rdt

Si es prefereix, en canvi, un model discret
del sistema, aquest relaciona l'estat en ins

tants successius tk it el soroll ara es

k+1?
modelitza com soroll blanc vectorial gaussid

u v

x’ k'

Model dindmic

T4
X, ., = Flx ,a) + G(xk,a)uk; E[@k uk]— Q0 (4)
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— Article rebut 1l'Agost de 1978.

QUESTIIO - v.3, nel (marg¢ 1979)

41



Model d'observaci®

|
o

z, = H(x) + Y ; E[V, V] (4)

k
Tant en el cas continu com en el discret, -
si es vol que els algorismes de filtratge es
timin els pardmetres a,...a , aquests s 'han
d'incloure al vector estat, i aixf arriben -

als models dinamics

_ Jaxi _ f(x,a) G(x,a)
dy = {da} = { 5 }dt + { 5 }dB
5)

_ = _ [F(x, ,a ) G(x, ,a )
Vi1 = {ak+1} = { K"k } + { Tk }uk
k+1 k

T
on y = (x X 8,... am) .

1 X,y
Encara que (1), (4) fossin models lineals en
l'estat, (5) no ho &s en general degut als -
productes entre pardmetres i variables Koo -
Per tant, ens trobem davant d'un cas de fil-
tratge no lineal, i no es pot aplicar el fil
tre dptim de Kalman Bucy.

En molts casos s'han utilitzat filtres subdp
tims, que s'obtenen truncant el desenvolupa-
ment en s&rie de Taylor de f(x,a), F(xk,a),
G i1 H, i menyspreant els moments d'ordre su-
perior de la densitat de probabilitat de les
estimacions. Aquests filtres no tenen garan-
tida la seva convergé&ncia, i a més, diferen-
tes simulacions, /4/, havien mostrat diver--
géncia en les estimacions als casos concrets
estudiats.

A l'apartat seglient veurem com 1l'aplicacid -
de l'Equaci6 de Fokker Planck permet deduir

analfiticament aquest mateix resultat. Als --
apartats posteriors, s'exposen no obstant --
tres m@&todes que convergeixen a l'estimacid

correcta, tot partint del model discret del

sistema.

2. ESTIMACIO DE PARAMETRES PER FILTRATGE CON
TINU SUBOPTIM

Suposem un sistema continu (1) i un model --
d'observaci6 (3), tots dos lineals en 1'es--
tat:

dx = F(a) x dt + G(a) dg; E[Ag ag"]= oat
(6)

dz = H(a) x dt + dn; E[@n dn"]= rat
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si els pard@metres es coneixen i, per tant, -
només es vol estimar l'estat x=(x1...xn)T,
el filtre de Kalman &s el que ens déna l'es-
timacib % (t) Jptima en el sentit de minimit-
zar l'experanca matemitica de H&—XIF conegu-
des les observacions. El1 filtre de Kalman ve
donat, /3/, per:

% = Fx dt PHR ' (dz - H& dt)

1

dp = (FP + PF' + GcoG' - PHTR™

HP) dt

(l'evoluci6 temporal de l'estimaci6 % té& dos
termes; l'un &s la part determinista de l'e-
quaci6 del sistema, i l'altre hi introdueix

una correccid proporcional al terme d'innova
cib6 o diferé&ncia entre l'observaci6 real dz

i la prevista, HX% dt). Aquestes equacions --
ens donen l'evolucid de la mitjana % i de la
matriu de covaridncies P de la densitat de -
probabilitat de l'estat x conegudes les ob--
servacions {2 (z)/z<t}. Es pot demostrar que

aquesta densitat de probabilitat &s gaussia-
na, i per tant les equacions (7) permeten co
ne&ixer totalment la seva evolucid temporal;

en cada moment l'estimaci6 % de x &s la seva

mitjana.

En els casos no lineals, com per exemple el
model (5) continu, l'anterior densistat de -
probabilitat ja no &s gaussiana, i el siste-
ma (7) que dbna el filtre Optim es converteix
en un sistema d'infinites equacions diferen-
cials acoblades per l'evoluci® dels moments
de la densitat de probabilitat, impossible -
d'integrar. A partir d'aqui i mitjangant hi-
pdtesis simplificatives que no tenen suport
tedric, s'han dedult els filtres subbbtims,
dels quals aquil tractarem l'Extended Kalman,
el Gaussid i el Truncat, /3/. Tots ells, -~
aplicats al sistema (5) amb observacis 1i--

neal dz=H x dt + dn es poden expressar en la

forma:
- 5 1 2 To-1 -
dk = [£(%X,2)0+5c(P§°£]]dt+P H R~ (dz-Hxdt)
- To-1
da = P__H R * (dz-H%dt)
ax
ap. = [F P +P ¥ 4F P__+PT T 4+GQGT+cA-
X — X X X X a ax ax a
(8)
T -1
-P_H R "HP_]dt
X X
- - T -1
ap. = [F P _+F P -P HR HP Jdt
Xa - X Xa a a X Xxa-
ap = -p__H R'HP__dt
a ax Xxa
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on ¢c=0 a l1'Extended Kalman i c=1 als altres.

A més,

)

€s l'experancga matemdtica de x coneixent -

z(T), T<t que dbna el filtre

n

€s l'experanga matemdtica de a coneixent -
z(t), Tt

P = E{(x-%) (x-%)’ /2(1), 1<t}
- pT = _ _anT
P.= B = E{ (x-8) (a-&) /z (1), 1<t}
P = El(a-2) (a-a)" /z(1), tst}
dfi
F, &s la matriu jacobiana (FQ..
X ij
8%,
J
8f.
F &s la matriu de nxm (F ),. = —=
a a’‘ij Sa
]

. f;, G s6n les matrius Fx, Fa, G amb

x=%, a=4
(P62f) és un vector amb

52¢
(p6°£), = trjpT——k +

txéx.ﬁx‘
1775
2 2. )
§°f 8°f
+ 27 k4 pT k e
*2 5% 6a aaa,aa.JX‘
i i a
|—62ij
r).. =)y c. .0 Y 2 +
ij ik, "k
K Xy 1 1k2k3k4 K cSyk 6yk in
KeF 8G
+ 77 7P _lk.l__i}‘;‘l
Kk 1Rk Kk s 8 x=2
15 3% Yy Yy 275
1
+yg3l11l111Lo0 (e, P +
i X
KK KK, K Kk Tk kg

1

kq

QUESTIIO ~ v.3, nol (marg 1979)

i y=0 al filtre truncat; y=1 al Gaussia.

Com es pot veure, el sistema (8) d'equacions
diferencials dels filtres només déna l'evolu
cid dels dos primers moments deqgut a les hi-
pOtesis simplificatives. Ara per tal d'estu-
diar la convergéncia o no de l'estimacid &4 -
al valor correcte a, &s convenient estudiar
el conjunt sistema-observacibé-filtre, equa--
cions (3), (5) i1 (8). L'aplicacié de l'equa-
cib6 de Fokker-Planck a aquest sistema con--

junt, /5/, permet arribar, sota les hipdtesis

- rang (H) = n 1 donat T, f;x =0=x=0

Yt>T

- fi(x,a) depén linealment de X, 1 com a ma-

xim del cub de R k#i.

- G(x,a) &s lnicament funcid dels parametres
G(a)

i després de certes manipulacions, a:

1
— = -p {(m#n+1) tr E*X—HTR*HPX:[ +— ¢ -

2

b Bl L

Gxidxjéxk a=q i=1 j=1 Gﬂij

E"P + 2 o4 &g - p HTR'1HP:I
X X X X ij

equacid que ens dbna l'evolucid de la densi-
tat de probabilitat p de les estimacions do-

nades pel filtre:

p(al..a M, aeT

1
a1 nn)dul..damdﬂll..dﬂ dﬂl..

nn

mm

c.an®antl, g = Prob {a.e{a.,a.+da.},
n 1 1 1 1

J
Px)ij € {ﬂij,ﬂij+dﬂij}, an)ij e {o,dﬂi},

Pa)ys € {O,dij}}

Ara b&, es pot véure, /5/, que l'equacid (9)
implica la no convergéncia de & als pardme--
tres correctes a ja que aquests no hi apa--
reixen. Per tant, sota les hipStesis vistes

anteriorment, els filtres subdptims estudiats
sén inadequats per l'estimacid de parimetres,

i hem de concloure que cal utilitzar algoris
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mes diferents d'aguests.

3. UTILITZACIO DEL FILTRE EXTENDED KALMAN MO
DIFICAT

Fins ara hem estudiat els algorismes de fil-
tratge aplicats a sistemes amb model continwy
si en canvi volem estimar els para3metres de
sistemes modelitzats de forma discreta (4),
una de les possibilitats &s aplicar el fil--
tre Extended Kalman discret; si a m8s, el ~-

sistema a estimar és lineal

Xegr = F(a) X, + G(a) w,
(9)
zk = H xk + vk
el filtre ve donat per:
Rewt1 = F(a)xk+Kk(zk—ka)
8.4, = ak+Lk(zk~ka)
_ - T T . T]|a-1
Kk = I:FPlkH +MkP2kH]Sk
8
M = [:— F(a);‘:cI
ko lsa *laza
S = HP, H'+R
k 1k r(10)
_ 4T ,T.-1
Lk = PZkH S
_ T T T _T T_
P1k+1 FPlkF +FP2kMk+MkP2kF +MkP3kMk
T
KkSkKk+Q
P = FP, +M P. -K S L.
2k+1 2k k™ 3k k 'k 'k
P =p_ -L s LT
3k+1 3k k 'k k

on la matriu de covaridnces del vector

= )t
y = (x;...x a ...a
és

Py By

T

P, Py

L'algorisme (10), igualment com la seva ver-
$i6 continua (8), tampoc convergeix a l'esti
macid correcta dels par3metres, com ha demos
trat Ljung /6/. De tota manera, i en el cas
gque estem tractant d'estimacid de pardmetres
QUESTIIO - v.3, nel (marc 1979)

de sistemes lineals, Ljung demostra que modi
ficant unicament la definicid de la matriu -
Mk a les equacions (10), es pot assegurar la
convergéncia amb probabilitat 1 de l'algoris
re al valor correcte dels pardmetres. En --
agquest algorisme Extended Kalman modificat,

es fa dependre Mk del terme d'innovacid:

8
Mk = {;— F(a) 2%} ot Bk(zk—Hik) (11)
| Sa a=3a

i el tensor Bk es pot anar calculant a cada

pas de forma recurrent:

§
B, = |— F(a) P, H + Fr Hél -
k 1k k -
| sa la=a
-1
KkSk Oy
- T
o, =H T H (12)
6 T T
il = |— F P, F (&) +F(a)n, F (a) +
k+1 sa  |acs 1K X

8
+ | {GOGT} - skskxi -
Sa a=a
T T
KoKy = RSBy

Encara que, com ho hem dit, la convergéncia
queda assegurada, podem veure que molt sovint
les eqguacions de recurréncia pels tensors --
(12) poden arribar a consumir gran part del
temps de calcul.

Per tal de poder veure un exemple d'aplica--
cid d'aquest algorisme, aixf com per tenir -
la possibilitat de comparar-lo amb els que -
veurem als apartats segllents, s'ha plantejat
l'estimacid del pardmetre a (coeficient d'es
morteiment) a un sistema oscil.lant de dimen
sid 2 pertorbat per soroll.
41 *x 0 Loy Yy
= + + (13)
Y4y Y -1z —2aflyy Y,
del qual n'observem solament la variable X :

2 = Xp v Vi (14)
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Es suposa que els tres sorolls blancs u

k1’
U, i Vi sén mtuament independents i amb va
ridncies respectivament qyr dyr Yo
En aguest cas, l'algorisme (10)-(12) gqueda -

més simplificat pel fet que només hi ha un -
parametre a estimar, pel fet que la matriu G
€s la identitat i que H=[1,0]. Aixd porta a
fer gue no es tingui de treballar amb cap -

tensor, sind que m_ i P1k s&n matrius de 2x2;

k
Kk’ sz, Mk i Bk sbn vectors de dimensid 2;
i la resta sén escalars. En concret, les --

equacions del filtre modificat sén:

{Xk+1 *
= + -
1 F Kk(zk xk) ;
Y+t Yy
1 1
F =
_—1/2 1-23a
Gper T 3 T L (2 7R
. 1 (15)
K =
L = (FP + M PT ) H .
K
Sg =P T
Ly =Py Py + 1)
_ 7 T T _T T
Plysr = FB F4FP, My PT PR P MY
T
- K
1SRk
Poxer = PPy + MPyy — K S L
2
ko) = —_
"3 k+1 3k - Sk
0
M= * B (7 R
_2A
Yy
1 0 i 1
= +F1_H
P P 4r " Kkoks
-2p
1t ' k
T
= Hy H
Ok m
0
T T T T
= P, Fl4Pr FT-g s kT-k 5 g7~
L) 1 TEME B S R TR S By
0 -2
T
- K
Ko Ry

on pij sén les components de la matriu de co
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variances
P1 P2 q1 0
r 1 Q=
T
22 Py 0 a,

La simulacié de l'algorisme anterior s'ha im

plementat amb els seglients passos:

1) Inicialitzacions

XO = yO =0

9, =g, =1r= 01

a = 0.3

Xg = 95=8,=0
2) k=0

3) Simulacié del sistema, (13)-(14) utilit—-
zant variables pseudoaleatories gausianes.
Obtencid de Zyr X0 Yoo

4) Simulacid del filtre, (15). Obtencis de -
les estimacions 1 resta de variables a --
l'instant k+1. (Cal tenir en compte que -
les equacions de Kk’ M

. ' e
X i Bk s'han de r

soldre simultdniament).

5) k = k+l1

6) Tornar a 3) si (é—a)2

és massa gran.

Els resultats de la simulacid es poden obser
var a les figures 1, 2 i 3. A la figura 1, -
es té l'evolucib real del sistema i de la se
va observaci6 zk; a les figures 2 i 3, les -
estimacions ék sense introduir la modifica--
cié al filtre Extended Kalman (BkEO) i intro

duint-les respectivament.

4. FILTRATGE OPTIM DISCRET

Quan es tracta amb sistemes modelitzats en -
forma discreta, i encara que no siguin li--
nials, eq. (4), éé possible, almenys tedrica
ment, obtenir 1l'estimacié Optima per aplica-
cid recursiva de l'equacid de Champman Kolmo
gorof per processos markowians i del teorema
de Bayes, /7/. D'aquesta forma, es va obte--
nint l'evoluci6 temporal de la densitat de -

probabilitat de les variables a estimar con-
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evolucid de x
-a——a- evolucid de y
x x observacions

Fig. 1.
Evolucid temporal de les variables d'estat del sistema i de la observacid

\/1/0/ 20 30 40 50

Fig. 2. N
Filtre Extended Kalman (BkEO). Evolucid de ak

10 20 30 40 50

Fig. 3.
Filtre Extended Kalman modificat. Evolucid de ék

QUESTITO - v.3, nel (marg 1979)
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dicionada per les observacions; i a partir -
d'aguesta, com ja ho hem vist, &s immediat -
trobar les estimacions i les seves covarian-

ces, que no sdn més que els seus moments.

En concret, suposem coneguda la densitat de
probabilitat condicionada pel conjunt d'ob--

servacions fins l'instant tk,

Prob {xk=x1, a=a1/{zo..zk}}

utilit--
+1
zant només l'equacid de la dinadmica:

podem predir x i a a l'instant tk

Prob {Xk+1=X2’ a=a1/{zo..zk}} =

=f...f Prob{xk=x1, a=a1/{zo..zk}}-

on 1la
Prob {Xk+1=X2/Xk:x1} =
= Prob {G(x1a1)uk=x2-F(x1a1)} (16)

depén de les caracteristiques del soroll. --
Ara, a partir d'aquesta densitat de probabi-
litat, podem calcular la que obtindrem en in
cloure la nova observacié z

que ha arri--
k+1
bat:

Prob {xk+1=x2,a=a1/{zo..zk+1}}=

Prob =] = . = ..
fae) {zk+1/xk+11<2,a—a1} 1>1:’0b{xK+1—x2,a=a1/{zO zk}}

= 17
Prob {zk+1/{z0. .zk}}

com podem veure, incloure la informacidé d'u-
na nova observacid no &s més gque multiplicar
la densitat de probabilitat de la prediccié
per la

Prob {zk+1/x =x ,a=a1}=Prob{vk =z

-H
k+1 2 +1 T k+1 (Xz)}'

i normalitzar-la (ja que el denominador &s -
una constant respecte a les variables X
a). En resum, l'aplicacid alternada de (16)
i (17) permet d'anar obtenint l'evolucid de
la densitat de probabilitat, i per tant de =

les estimacions.

Les dificultats principals que apareixen en
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l'aplicaci6é de l'anterior algorisme provenen,
d'una banda de 1'emmagatzemament de la densi
tat de probabilitat, i d'altre banda, de la

complexitat inherent a l'equacid (16), que -
requereix una integral per trobar cada un --
dels punts de la nova densitat de probabili-
tat. Aquests aspectes seran discutits més --

dmpliament a 1l'apartat 6.

Concretament, en l'aplicacid que s'ha fet --
del present algorisme a l'estimacié del pard
metre de 1l'exemple de l'equacid (13)-(14), -
s'ha emmagatzemat la densitat de probabili--
tat a cada un dels punts d'una malla clibica

de dimensid 10x10x10. No obstant, hi han mé&-
todes més refinats per guardar-la, com pot -
ser treballar amb una aproximacid per spli--

nes, /8/, amb lo qual calen menys punts.

En el cas particular de 1'exemple que estem
veient, l'equacid de Chapman Kolmogorof que-
da:

Prob [, ,,=€sy, =3y, =t/z,..2,] =

=11,

Prob[}k=1,yk=m,ak=c]-

1 (E—T-w)2 1 (n-ot-2Cw
«EXP|- — - dt dp (18)

2 a, 2 g,
I el teorema de Bayes,
Prob [X, <.y, ,,=n.a, =t/2g..2, ] =

= K-prob [x, =€,y ,=n.a, ,=t/2z,..5 ]

(19)

on K &s la constant de normalitzacié.

En aquest cas, la simulacié de 1l'algorisme -

consta dels seglients passos:

1) Inicialitzacions.

Inicialitzacib de la densitat de probabi-
litat.
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2)

3)

4)

3)

Simulacid del sistema (13)~(14) obtenint

P+’ Fparr Yyero
Aplicacid de l'equacid (18) per obtenir -

la prediccid a tk+ coneixent les observa

1
cions fins tk' (Aixd é&s calcular numérica
ment la integral per cada un dels 1000 =--

punts de la malla).

Multiplicacidé de cada un dels punts de la
densitat de probabilitat per

e , equacid (19).

Normalitzacidé de la densitat de probabili

tat de manera que la integral (suma) si-

gui 1.

7) Calcul de les estimacions com moments de

la densitat de probabilitat.
8) Tornar a 3) si (é—a)2 €s massa gran.

A les figures 4 i 5 es veu l'evolucid de la

densitat de probabilitat marginal del parame
tre a donada pel filtre. A la figura 4, un -
dels punts de la malla coincideix amb el va-
.3, 1 el filtre

arriba a convergir totalment al valor correc
te.

lor correcte del pardmetre,

En canvi, a la figura 5 veiem una simulg
cid en qué cap dels punts de la malla &s el

correcte. ;

5. TEOREMA DE PARTICID

El teorema de particid de Lainiotis, /9/, --

permet, tant en el cas de models continus --

Fig.
Densitat de probabilitat del parametre. Malla des de -1.7 a 1.9
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com discrets de sistemes lineals amb pardme-
tres desconeguts, l'estimacid d'aquests. --
Aquil exposarem f{nicament la versid discreta,
per tal de poder comparar amb els algorismes
que hem vist anteriorment.

Suposant, per tant, que ens trobem davant --
del problema de l'estimacid de parimetres -—-
d'un sistema modelat per ?10), l'algorisme -
consisteix a elegir N jocs de parimetres --
at...aV i aplicar el filtre dSptim de Kalman
als N sistemes linials descrits pel model --
(10) amb cada un dels conjunts de parimetres
at (6s clar que el filtre no es dptim en --
tots els casos ja que el model només és cor-
recte com a maxim en un dels N sistemes). --
Cal tenir en compte que en cas d'estimacid -
de l'estat x, del sistema (10), el filtre de

k
Kalman ve donat per

% = F(al) =

K41 K + Nk(zk—ka) (20)

Prob.

T =1

) P H

T
X X (HPkH +R)

ool 1, T Ty AT a1y T
P, =F(ah) P F(ah) T+c(ah)oc” (a') -n, (P H +R)N:f

A partir de les estimacions donades pels N -
filtres, es poden calcular les relacions de

versemblanca o probabilitat de tenir 1'obser
vacibé que realment hi ha hagut, sabent que -

es t& un joc determinat 1 de pardmetres:

1 1
L, (zk/al)=——-—exp{—— (z,-H%;) P (zk—Hi}];)-}
det(Pz) 2
(l=1....N) (21)
on
p = #plET4+R
k
i 21 pl sén l'estimacid i matriu de cova--

k' Tk
ridncies donades pel filtre 1 a l'instant HU

iz

-.5 .166 .388

Fig.
Densitat de probabilitat del parametre. Malla des de
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Aquestes relacions de versemblancga permeten,
mitjangant el teorema de Bayes, anar posant
al dia la densitat de probabilitat dels dife
rents jocs de parametres conegudes les obser
vacions:

1
Prob [a=a /ZO...Zgj =
=k Ll(zk/al) -Prob[§=al/zo...zk_{] (22)

Es pot veure que la mitjana en cualsevol ins
tant d'aguesta densitat de probabilitat &s -
l'estimacid Optima del joc de pardmetres (i
per tant té assegurada la convergéncia) si -
el nombre de filtres N tendeix a infinit. =--
Per tant, la dificultat torna a trobar-se en
l'implementacid practica, on N ha d'ésser pe
tit.

Com en els casos anteriors, l'algorisme d'es
timacid s'ha simulat conjuntament amb el sis
tema, equacions (13)-(14). Aguesta simulacid

consta dels seglients pasos:

1) Inicialitzacions.

Xg =¥y =0

a = .3

4, =a, =1 =.01
N = 10

Inicialitzacid dels 10 valors a1...a10 i

de la densitat de probabilitat (plana).

2) k=0

3) Simulacid del sistema (13)-(14) obtenint

V4 X

k' Fr+1’ Yrar-

4) Calcul d'un pas d'egtimacid en cada un --
dels filtres de Kalman, equacions (20) --
per 1 = 1...10.

5) Calcul de les relacions de versemblanga
(21) .

6) Calcul, segons (22), de la nova densitat
de probabilitat del parametre mitjancant

producte per Ll i normalitzacid.

7) Tornar a 3) si (é—a)2 &s gran

QUESTIIO - v.3, nol (marg 1979)

A les figures 6 i 7 podem veure l'evolucid -
de la densitat de probabilitat del par3metre.
Les malles o conjunts de pardmetres a ...a
sén els mateixos que a les figures 4 i 5, --
respectivament.

6. DISCUSIO I CONCLUSIONS

A part dels filtres subdptims, gque com s'ha

vist sén totalmente desaconsellables per a -
l'estimaci6 de pardmetres de sistemes dels -
quals se'n coneix l'estructura, a agquest ar-
ticle s'han presentat tres possibles algoris
mes d'estimacid correcta quan el sistema ha

estat modelitzat en forma discreta (la qual

cosa no introdueix cap restriccif). Les simu
lacions fetes permeten de fer una comparacid
entre ells que pot &sser interessant de cara

a l'elecci6 en un cas concret.

Ouant al filtre Extended Kalman modificat, -
encara que a l'exemple concret presentat --
aqui porta a un algorisme prou rapid, aixd -
&s degut al fet que hi ha un sol parimetre a
estimar i1 una sola variable observada. Si en
els dos casos n'hi ha mé&s d'un, Bk i m, bpas-
sen a ésser tensors de dimensid 3, i aixd® fa
gue la quantitat de cdlculs a fer creixi ra-
pidament. Per altra banda comparat amb els -
altres algorismes, &s de convergéncia mes --
lenta i sols ens dSna l'estimaci6 que conver
geix al pardmetre amb probabilitat 1; perd -
pel fet de no donar-nos la seva densitat de

probabilitat no podem saber, per exemple, --
l'interval de confianga de les estimacions -
en un moment donat (les covaridncies que d6-
na el filtre no sén les veritables ja que la
modificacid sols assegura la converg@ncia de
les estimacions). D'altra banda, l'algorisme
és aplicable Gnicament a sistemes linials --

amb pardmetres desconeguts.

Nuant al filtre Optim discret, el principal

avantatge &s la de no estar restringit a cap
tipus de sistemes, amb la qual cosa es poden
estimar perfectament pardmetres de sistemes

no linials. En canvi, el nombre d'operacions
a fer a cada pas i1 la quantitat d'informacid
a guardar sb6n grans, i creixen molt r3pida--
ment amb la dimensid del sistema i el nombre
de pardmetres a estimar (en canvi quasi no -
depén del nombre de variables observades); -
si a la densitat de probabilitat es volen --

gquardar Np punts en cada dimensid, cal emma-
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Prob.

Fig. 6.
Densitat de probabilitat del pardmetre.
Malla de -1.7 a 1.9

5,
N N A N N N
-1.7 .166 .388 1.9
Fig. 7.
Densitat de probabilitat del parametre.
Malla de -.15 a 1.5
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(n+m)

gatzemar N valors de la densitat de --

p . (n+m)
probabilitat, i calcular n-ND integrals
(N(2n+m) sumes) a cada pas. Rixd fa que --
aquest filtre no es pugui utilitzar excep--

tuant si n i m sbn petits. Per altra banda,
els problemes d'eleccid de la malla (veaceu -
diferéncia entre les figqures 4 i 5) se solu-
cionen utilitzant una malla qgue es vagi adap
tant a la densitat de probabilitat a mesura

que la vari&ncia d'aguesta disminueix:

1) Iniciliatzacions; adopcid d'una malla ini

cial.

2) Fer un pas de l'algorisme del filtre Bdp--

tim (apartat 4).
3) Modificar la malla (normalment es pren -~
com a nova malla la que té& com a limits -
&4+Mo amb M prefixat i ¢ desviacié tipus -
de a).

4) Trobar, per interpolacid, els valors de -
la densitat de probabilitat als punts de

la nova malla.
5) Tornar a 2).

Finalment, quant al teorema de particid, té&
1'avantatge d'ésser molt mé&s ripid que el —-
filtre Optim sempre gue el nombre N de fil--
tres no sigui molt gran. El problema (figu--
res 6 1 7) de 1l'eleccid dels jocs de parame-
tres es pot solucionar de forma idé&ntica al
canvi de halla que acabem de veure. De tota
manera, quan creix el nombre de parametres a
estimar, N pot fer-se molt gran ja que cal,
als diferents jocs de parimetres, anar va--
riant de forma independent els pardmetres —-
a,...a

1
d'altra banda, &s qgue s'aplica a sistemes 1i

L'inconvenient que té aquest métode,

nials, i en el cas dels no linials no s'ha -

demostrat la seva convergéncia.

Per tant, es pot concloure que en el cas de

sistemes linials, &s m&s convenient utilit--
zar el teorema de particid o el filtre Exten
ded Kalman modificat. En canvi, en sistemes

no linials s'haur3d d'utilitzar el filtre Sp-
tim discret encara que sigui més lent. A --
part d'aixd, la complexitat de tots els algo
rismes creix molt r3pidament en augmentar el

nombre de variables n i el de parametres m.
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