OPTIMITZACI® AMB HORITZONS DASSAT
I FUTUR, MOBILS I LIMITATS

J. AGUILAR

O. TANTAWY

En aguest article ens proposem d'estudiar el funcionament de processos d'opti
mitzacid que fan dependre l'accid present d'una informacid reduida a un temps
passat finit, i d'un criteri de qualitat avaluat sobre un horitzd futur, tots
dos mdbils, enganxats a l'instant present i de durades constants.

Estudiem la s&rie de 9 problemes de complexitat creixent basats en un sistema
linial amb criteri guadritic, partint del cas dptim determinista ben conegut,
passant pel problema de filtratge amb passat limitat i mdbil, per a arribar -
al control sub-Sptim i al cdlcul dels millors valors a donar als horitzons --
passat i futur quan el procés &s de durada total limitada i coneguda.

1. INTRODUCCIO

L'home d'estat o el director d'una empresa,

o fins i tot l'individu en general, governen
0 accionen avui a partir de la informacié re
collida al passat i amb l'esperanga de satis
fer un criteri de gualitat definit sobre el
futur. El perfode sobre el qual es desenvolu
pa llur accid &s sempre afitat i va d'un co-
mencament, naixenga o nomenament fins a una

fi, mort o enderrocament.

Tanmateix la informacid passada desborda d'a
questa fita inicial i el criteri d4d'éxit se-

gueix més enlld de la fita final.

Tenir en compte el passat més remot possible,
si bé sembla favorable a la saviesa de les -
decisions té el gran inconvenient de fer-les
assentar sobre informacions de menys en menys

segures.

De manera simétrica, la politica que pretén
preveure un futur molt allunyat sembla &sser
la millor sempre i quan s'estigui disposat a
suportar una gran insatisfaccibé en un futur
immediat, i inexorablement arribarad el temps
de la fi del perfode d'accib.

Ens hem proposat, doncs, d'estudiar en casos

prou fdcils -on l'andlisi matemdtica comple-

ta es fa possible- el funcionament de proces
sos d'optimitzacidé que fan dependre 1l'accid

present de la informacié recollida en un ho-
ritz6 passat, i d'un criteri de qualitat so-
bre un horitz6 futur "h" (tots dos limitats

i fixos durant el perfode total i finit so--
bre el qual un balang global del funcionament
pot ésser calculat).

2. PROBLEMES DE CONTROL DE SISTEMES DETERMI-
NISTES

2.1 Problema 0: Contrxol Sptim.

Comengarem pel més senzill dels casos que po
dem analitzar: €s el sistema dindmic linial
determinista

dx
— = Ax(t) + Bu(t)

x(t )=x (1)
at 0 o

xer™ , uer”

La seva evolucid serid considerada finicament
entre els instantse t0 i tf.

Hi associarem un index de qualitat o cost so
ta la forma d'una funcid quadrdtica de la —-
trajectdria x(t), de les accions de control
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u(t) 1 de l'estat final x(tf).
tf _p T
Vit t o ult)) = fto[g (£) 0x (£) +u” (£) Ru(t)]dt+
+ xT(Pfx(tf) (2

A causa de l'equacid (1) aquest cost sols de
pé€n en u(t), tot i essent descomposat en dues
parts, l'una on u(t) hi és explicitament i -
l'altre on u(t) hi és per l'intermediari de
x{(t) i de l'equacid (1).

La solucid d'aquest problema d'optimitzacid,
€s a dir, de minimitzacid de V(to,tf,u(t)) -
respecte a u(t), &s ben coneguda i ens porta
a definir una llei de control en bucle tan—-
cat (feedback) donada per /1/:

w¥(e) = K(8) x(t) e[t ,t]
amb
K(t) = -r™' BT p(t) (3)

que depén de la trajectdria de l'equacid ma-

tricial quadrdtica dita de Riccati:

ar

-— = aTpipa-pRR™ '87TP40 (4)
at

P(tf) = Pf condici6é final

2.2 Problema 1: Control subdptim a horitzd -
mobil limitat

Volem reemplacgar la llei de control uo(t) -
per una llei subdptima uh(t) obtinguda per wn
drgan de control que, a cada instant t trac-
tard de resoldre el mateix problema 0 perd -
on l'interval [?0,t£] es troba reemplagat --
per l'interval [?,t+ﬁ] amb h>0.

£s a dir que uh(t) és el valor que la llei -
de control

{u"(0), 6€[E,t+H]}
pren a l'instant 68=t.

Podem calcular la llei de control u®(g) trac

tant de minimitzar el criteri

t+h

vit,t+h,u8)) = [ [xT(0)0ox(8) +uT(8) ra(o) a0 +
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+xT(t+h)Pfx(t+h) (5)

Aquesta llei uh(e) és doncs donada per:

u"(8) = k" (0) x(8) e, t+h] (6)
amb
k" (8) = -r"'B"P" (6)

i Ph(e), com a (4) ve calculat per l'equacid
de Riccati:

as
~— = aTp"pPa-pPRR™ B TR0 (7)
ao
P" (t+h) = P

Condicid final

Podem constatar facilment, comparant (7) amb
(4)1 (/2/1 /3/)1 que:

P (t) = P (t -h)

i, doncs,

W (e) = kP (e) x(v)
amb
K" (t) = -rR"'BTP (v) = —R_1BTP(tf—h)

Kh(t) no depén de t i podem escriure:

K = -R_1BTP(tf—h) i

h _
N u (t) = Khx(t) (8)

Enunciarem, doncs, la proposicid seglient:
PROPOSICIO 1

El control subdptim a horitz6 mdbil futur h

per a un sistema linial constant i determi--
nista relativament a un criteri quadratic --
constant consisteix en 1l'aplicacié d'una con
tra-reaccid (feedback) linial de guany cons-
tant. El valor d'aquest guany, o matriu de -
contra-reaccid, ve donat pel valor gue pren

el guany Optim a 1l'instant tf—h.

2.3 Problema 2: Millor control sub-3ptim amb
horitzd limitat

Ara ens proposem d'escollir 1l'horitzd h=h® -
que doni el millor criteri de gqualitat glo--
bal
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h -
V(to,tf,u (t)) =

tE
=[ LE{T(t)Qx(t)thT(t)Ruh(t):]dt +

%o

T
+ X (tf)Pfx(tf; (9)
Podem escriure (9), gracies a (8) com
Vit e ut () =
Yf o T T
=f xT (£) (Q+RTRR ) x (£) atexT (£ )P _x(£.) (10)
to h h £ f £
També€ podem escriure l'equacid del sistemé -

(1) utilitzant (8) amb la forma

dx

— = (A + Kh B)x

dt (11)
x(to) = X,

amb aixd podem explicitar x(t) Vte[ﬁo,t;]

x(t) = e(A+KhB) (t—to)

(12)
Xy = o lemt)x,
Finalment el criteri de qualitat seri:
vt t_,u?(£)) = x"M(h)x (13)
o £’ 0 0
amb
M) = [ Fo (t-t ) (Q+KTRK )¢ (b=t )dt
- oy of (QFR RK, )¢ 0 +
to
v (E ~t )P g (t ~t ) (14)

El valor Optim h° que minimitza (3 &s doncs

donat tedricament per

d dM (h)
—(x'M(h)x ) =0 o xI X =0 (15)
dnh © 0 O agn ©
Només si
dM(h)
=0

dh

té una solucib es pot trobar un valor h® in-
dependent de X, - Aixd esdevé en particular -
en el cas escalar. També podem notar que la
solucid de (15) depén fnicament de la direc-
cid definida per X, ja que si es reemplaga -
X, per x6=xxo amb )€R, la solucid no varia.
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2.4 Problema 3: Millor control subdptim en -
mitjana

Per tal d'evitar aguesta dependéncia de la -~
condicié inicial Xy i aprofitant de la sola
dependéncia relativa a la direccié de Xy PO
dem considerar aquest ltim com una variable
aleatdria vectorial de mitjana nul-la i de -

covaridncia
T
E =
Bxox%e] = X,

El criteri per a minimitzar seri l'esperanga

matemdtica del cost determinista, &s a dir

- h' T
E V(ty,to,u(t)) = E[x Mh)x ] =

traga[M(h) XOJ (16)

Si agafem X0=)\In de manera a donar la mateixa
probabilitat a totes les direccions a R®, --
constatarem que el minim de (16) no depén de
X i serd donat per l'equacid

d
— (traga[M(h)]) = 0 (17)
dh

2.5 Cas discret (Resum dels resultats prece-
dents)

Les notacions emprades aqui seran les mateixes
que per al cas continu. Tots els resultats -
precedents sén v3lids si reemplacem el siste
ma (1) pel seu andleqg en discret, &s a dir,
per t=0,1,2,...,f, té€N

x(t+1l) = A x(t) + B ul(t)

(D1)
x(0) = X,
El criteri de qualitat s'escriu:-
£-1 .
V(0,£,uft)) = § (x*(1)Qx(i)+ul (1) Ru(i))+
i=0
+ xT(£)P x(£) (D2)

La llei de control dptim és:
w®(£) = K(t) x(t)

K(t) = -(R+B P (t+1)B) " 'BTP (t+1)A

i l'equacid de Riccati s'escriu:
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P(t) = ATP(t+1)A - (A P(t+l) B)-
- (rR+BT p(t+1) B) "' ®TP(ti1)A)+q  (D4)

P(f)

1]
o

L'horitz6 h ha d'ésser un nombre enter i el

criteri instantani (5) es torna:

V(t,t+h,u(9))

]
o~
2

]
@
fo)
®
D
+

+ uT(0)Ru(0)) +xT (t+h) -
T
© Pex (t+h) (D5)
La llei de control corresponent &s:
"

ul(8) = kM (8) x(9)

amb
P () = —(R+BTPR (0+1)B) “'8TPP (g+1) A (D6)
6 € [E,t+H]

i l'equacid de Riccati és
PP (o) = aTPP(0+1)a-A"P" (6+1)B (R+BTPP (841)B)" "

. 8TpD (64+1)A + O

PP (o+h) = p (D7)

Aixd ens porta al mateix resultat que (8), -

és a dir

h =
K (t) = R,

constant, i

K = - (R+BTP (f-h+1)B) " 'BTR(£f-h+1) A (D8)

El millor control subdptim a horitzé limitat

s'obté per la minimitzacié respecte a h de

h £ 0 .
V(tortf,u (t)) = izox (1)(Q+KhRKh)x(1) +
+ xT(f)Pfx(f) (D10)

on es pot calcular x(i) amb
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x(i) = (A+KhB) x{i-1) (D11)
x(0) = X,

o sia

x(1) = (a+K B)'x = ®ixo

i doncs (D10) es torna

h -
V(to,tf,u (t)) = xOM(h)x0 (D13)
amb
£ 5T T iy fT_ £
M(h) = § (o (O+K,RK ) ¢)+¢" P ¢ (D14)

i=0
Els resultats (15), (16) i (17) sén idéntics

per al cas discret.

2.6 Exemples

La versié en temps discret ens ha permés d'ela
borar un programa de c&lcul numéric del crite
ri global en funcid de h i de tragar les corbes
corresponents que mostren l'existéncia d'un ho.

L'andlisi matemdtica de la convexitat d'aquestes
funcions de h no ha estat encara feta. La re
cerca automitica del valor h’ sense tragar les cor
bes es pot fer per programacid no linial ja

que semble que la funcid a minimitzar siqui ben
condicionada. Les figures 1, 2 i 3 il.lustran

tres exemples diferents.

3. PROBLEMES DE CONTROL DE SISTEMES ESTOCAS-
TICS

3.1 Problema 4: Filtre linial dptim

El més simple dels sistemes estocistics que
considerem &s el linial amb pertorbacions =--

gaussianes i observacions linials:

dx

- = AX + W (18)
dt

Vv = Hx + v yeRm

on v(t) i w(t) sén sorolls blancs gaussians,

independents de x,. i, entre ells, i definits

0
per llur poténcia, o covari2ncia instantania.
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Fig. 2-a.
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°

3
Fig. 1-b.
Corba de criteri subdptim en funcié de h

200 0
Pe = [; 1é]

(D2)

R - [20]

Valor del criteri optim = 196.230

Sistema discret equacions (

SIS .

Minim del criteri subdptim = 409.822

.-

0

Valor del criteri optim =

2

n is THC

4

Fig. 2-b.
Corba de criteri subdptim en funcié de h

_[20 o
Pe = [5 1é]

401.153

D1) i (D2)

R = [20]

Fig.
Corba del criteri subdptim en funcié de h

Sistema discret equacions (D1) i

.-

S SN

Minim del criteri subdptim = 869.429

3.

.1
0

0
0.1

Valor del criteri optim =

(D2)

R = [20] Pe = [i? ;é]

863.806

*La evolucié del guany optim és la mateixa de la Fig. 2-a.
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Ew(t)w' (s)

§(t-s)W (19)

Ev(t)vT(s)

§({t-s)V
La condicid inicial X serd també& considera-
da gaussiana i definida per la seva mitjana

i la seva covaridncia:
E[x(t )] =%,
E[Ix(ty) %) (x(t)-%) "] = X,

Es ben conegut que el control dptim del sis-
tema (18) amb referéncia al mateix criteri -
de qualitat del problema 0, (2), ve donat --
per la mateixa llei de contra-reaccid (3) pe
rd on l'estat x(t), que en el cas (18) &s in
accesible, es troba reemplagat per l'estima-
dor Optim %(t) donat pel filtre linial Optim
o filtre de Kalman-Bucy /4/:

as

— = AR(t) + L(t) (y(t)-H&(t)) (20)
dt

R(t)) =%,

on el guany &s variable amb el temps:
L(t) = £(e)H*v" (21)

i depé&n de 1l'equacid de Riccati

dF

— = AF+FAT-FHTV 'HF+W (22)
at

F(to) = XO condicid inicial.

El vector &er" &s l'esperanga condicional de
x(t) 1 la matriu simé@trica nxn: F(t) &s la -
covaridncia condicional relativament a les -

observacions, &s a dir

R(t) E[x(t) | y(s), se[}o,t_—_[j

F(t)

E[x(t)-2(t)) x()-x(tHT | y(s),

selt . ]

3.2 Problema 5: Filtre subdptim constant

Suposem que l'estimador de l'estat del siste
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ma (18), després d'haver observat la seva --
sortida y(s) a l'interval [@—l,ﬁ], &s ﬁl(t).
Suposem tamb&é que a l'instant t-1 tenim

x(t-1) = E[x(t-1)] (23)

Ex (£-1) =X (£-1) (x(£-1) =X (£-1)7] = X_

El filtre linial 3ptim a dins de l'interval

[?-l,ﬁ] &s donat per les equacions seglients

ag, (s)

—d— = Axl(S)+L'l(S) (y(S)-Hxl(S)) (24)
S

il(O) = x(t-1)

amb

L (s) = Fl(s)uv! (25)

depenent de l'equacib de Riccati

ar’ 1 1.1 1,1
— = FlaTart-FlaTv 'urlew (26)
ds
1 —
FL0) = X,

Comparant les equacions (22) i (26) veiem --
que

F'(t) = F(1)

gl filtre construit amb el guany constant

= = -1
L1 = Ll(t) = F(l)HV

correspon a 1l'equacid
P q

agt (t)

= ARl(t)+Ll(y(s)—H21(s)) (27)
at

i es pot considerar com generador de l'espe-

ranga condicional:
he) = ER@® | y(s), se[E-1,£]
X (t-1)] (28)

que depén de x(t-1", condicid al comengament
de l'interval [Et-1,t].

Si imposem
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= (£) = 21 (t)
podem reconstruir el valor de x(t-1), ja que
l'equacib (24) que correspon a 2l(s) €s de--

terminista i depén de la solucid de (26) i -

dels valors de y(s) per s€[t-1,t]. Podem, --
doncs, escriure

t
ﬁl(t) = Wl(t,t—l)x(t-l)+ Jt_iﬂ(t,s)'

. Ll(s)y(s)ds (29)

amb

et
¥ (t,5) = Epo (A—Ll(s)HV_1)d{l
=8
Si posem
* -1
¥, (t,8) = ¥, (tys) = ¥, (s,t) (30)
tindrem, doncs:

%, (t-1) = ‘PI(t—l,t):‘(l(t) +

t-1
+ f Y. (t-1,s)L, (s)y(s)ds (31)
£ 1 1

El filtre constant de l'equacid (28) corres-
por a un filtre Jdptim a memdria limitada de
longitud 1 a condici6 de tenir

E[x(£-17] = X, (t-1)
a tot instant t-1.
Es evident gue aquest estimador no t&, en ge

general, cap justificacid i, per tant, perd
tot interés.

3.3 Problema 6: Filtre subdptim amb horitzd
passat limitat

Reemplacem al problema 5 la informacié al co
mengament de 1'interval [t-1,f] per una igno
ri3ncia total, &s a dir, posem Xo=w.

Aquesta suposicid &s realista si considerem
que volem un estimador amb memdria realment
limitada. A més, la situacid aixf definida -
treu qualsevol interé&s a un coneixement even
tual de E[x(t-1]]=X(t-1) ja que es tractaria
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del valor mitjd d'una distribucié de varidn-
cia infinita.

Podrem doncs reemplagar (28) per
2, (t) = E[®(t) | y(s), se[E-1,€] ] (32)

amb 1l'equacid (27) per equacib del filtre, -
&s a dir

dil
—= = A%_+L_(y-HR.) (33)
dat 171 1
i
_ T.,-1
Ll = F1H v

on F =F(l) ve donat per l'equacib de Riccati
(26) perd amb X0=w.

Per a poder resoldre aquesta equaci® hem d'e
fectuar el canvi de variable

E(s) = -F~ '(s)

i obtenim l'equaci6 equivatent

-dE o 1

—— = ATE(s) +E(s) A-E (s)WE (s) +H 'V 'H (34)
ds

E(0) =0

i, doncs,

L, = -E" Y (1)rTv!

PROPOSICIO 2

El filtre subdptim amb un horitzd mdbil pas-
sat limitat 1 (o amb memdria limitada) &s un
filtre linial amb guany constant. El valor -
d'aquest guany ve donat pel valor que pren ~
el guany del filtre dptim (de Kalman-Bucy) a
l'instant 1 (o t,+1), /5/. ’

3.4 Problema 7: Regulador subdptim amb horit
zons mdbils limitats al passat i al futur

Ens proposem de resoldre el problema seglient
de regulacib6: El sistema é&s

dx
— = Ax+Bu+w (35)
dt
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y = Hx + v (36)

on w i v s6n sorolls blancs centrats gaussians

i independents entre ells; les seves cova--—
ridncies s6n

Ew(t)w' (£)] = W (37)
E@(vi(e)] = v (38)

La condicié inicial de l'estat &s desconegu-
da i considerada com una variable aleatdria
gaussiana amb

. T _
Ex(e)] =0 1 Efx(e)x (£ 0] = X, (39)

El criteri de gualitat de la regulaci6 &s --
quadratic i ve donat per

V(t0 tf,u<t)) =

t
- [ fx(t) Tox (t) +uT (£) Ru () ) dt (40)
to

Escollim els valors de dos horitzons mdbils:

o) h = horitzé futur

g) 1 horitzd passat

i, per tant, podem definir dos valors de --

guanys constants:
a) guany de control
h

K. = —R‘1BTp(tf-h) (41)

on P(tf—h) &s el valor de P(s) per s=tf—h

donat per l'equacid de Riccati

ap . ;

- — = A% pa-pBR™'BTP40 (42)
ds

P(t,) =0

8) guany de filtratge

_ -1 Te,—1
Ll = -E (t0+l)H \Y% (43)
on E(t0+l) &s el valor de E(s) per s=t0+l

donat per l'equacid de Riccati

ar
- — = ATE+EA-EWE+HTV 'H (44)
3t
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E(to) =0

El control subdptim corresponent a aguesta -

situacid sera, doncs

ulh(t) = Kh 2l(t)

amb il(t) donat per

1 .. e

—= = AR, + Ll(y Hxl) + Bulh(t) (47)
dt

xl(to) =0

o sia

dil

—dt— = (A+BKh-LlH)xl + Ly (48)

3.5 Problema 8: millor control subdptim esto

cdstic amb horitzons mdbils limitats al fu--

tur i al passat

Ldgicament ens proposem de trobar el parell
d'horitzons h® i 1° que produeixen el millor

control respecte al criteri

E[V(tyt ,u, (£))]

Reunint les equacions (35), (36) i (48) te--

nim el sistema

dx

— = AxX + BK. X + W (49)
dt h™ 1

dil

7;: = (A+BKh—L1H)xl + Lle + le

Si definim l'estat de (49)
x(t)
z(t) = —-——

il(t)

obtenim la forma

dz
— = Dz + € (50)
dt
|
A | Bkh
amb D = |==———rmm e (51)
|
LlH ,  A+BK _~-L_H
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Lv (t) |

€s un soroll blanc centrat de covarilincia

W ! oo
I
EE()e" (6)] = U = |mmmrmmmmeme (52)
|
0 | L,VL
L'expressié del criteri de qualitat sera
tf T T
V(tO’tf'ulh(t)) = Jto (X QX+21KhRKhX1)dt
tf 7
=[ z- (t)Cz (t)dt (53)
t0
amb
o ' o0
I
C = |-mmmmmmmmee (54)
!
0, kTmk
— h

La matriu D &s constant i podem expressar la

matriu de transicié del sistema (50)

¢D(t—to) = expr_b(t—to)] (55)
i doncs
t
z(t) = ¢D(t—to)zo+J 4, (t=s)de () (56)
t0
on
X

&s un vector aleatori de valor mitja

0
E[z ] = (57)

i de covaridncia

T = | e - =
E[:zozo = L | zO (58)

El criteri de qualitat es pot escriure
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Vit .t @) = [ 2% (-t e
0 ey T o 0% 0

t t T
e (t-t )z 4t + J J de” (s) -
D 00 to|’to

Mt
-¢§(t—s)ds:\cu ¢, (t-r)de (r) |at  (59)
‘tO

i la seva esperan¢a matemdtica serd

tf
— T, _ .
E[y(to,tf,ulh(til = Jtotraga[§D(t t)c

tE ot -
.¢D(t—t0)-Zé]dt + ftthotraga[§D(t-s).

-c¢D(t—s)Ujds dt (60)
Aquesta expressid no depén de Xy només de -
ZO i U donats per (52) i (58).

La influéncia de 1 i h es troba a C segons -
l'equacibé (54), a D segons (51), i a U segons
(52) .

Un algorisme de programacid no linial permet
d'obtenir els valors h® 1 1° que minimitzen
(60} .

4. CONCLUSIONS

Pel control d'un sistema lineal amb criteri
quadrdatic i horitzd finit, existeix una llar
gada Sptima de l'horitzd si se suposa que —--
aquest horitzd pot anar més enlld del punt -
final del periode total de control. Aquest -
Optim es pot calcular num@ricament per a ca-
da cas. AixI mateix existeix una llargada op
tima de l'horitzd de filtratge si se suposa
que el sistema dindmic &s pertorbat per so-
roll.
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