PROGRAMACION GENERAL
NO-LINEAL CON RESTRICCIONES.
ALGORITMOS APLICABLES (y 11)

L.F. ESCUDERO

En este trabajo se describen algunos de los algoritmos de programacién gene-
ral de uso mis generalizado. Estos algoritmos son: MAP (método de programa--
cibn aproximada), GR (gradiente reducido con condiciones lineales), GRG (grg
diente reducido generalizado), GRG2 (gradiente reducido generalizado 2), MI-
NOS (sistema modular de optimizacién no-lineal con condiciones lineales) y -
CGAP (programacién aproximada en base al gradiente conjugado). Las caracte--
risticas comunes m4s sobresalientes son: (a) no precisan para su convergen--

cia que el problema a optimizar sea convex
local no garantiza que sea el Sptimo globa
timizacifn sin restricciones con los métodos de programacién lineal,
lizan el gradiente reducido y la matriz hessiana
tivo para determinar la direccifn de las variables, y

cibn utilizando problemas reales.

O aunque si no lo fuese, el Sptimo
1, (b)

combinan los métodos de op-
(c) uti
reducida de la funcién obje
(d) tienen su valida--

Asi mismo se describen las diferencias entre estos algoritmos y con respecto

a los algoritmos SAL
mentada) .

Finalmente,

5. ALGORITMO MINOS (MODULAR IN~CORE NON-LI-
NEAR OPTIMIZATION SYSTEM)

El algoritmo MINOS (Modular In-core Non-Li--

near Optimization System) es un algoritmo de
tipo GRG disefiado para soportar problemas de
PNL con condiciones lineales, un gran nfimero
de variables y matriz de poca densidad. Su -
campo de aplicacién es amplio: problemas ti-
picos de planificacién multiperfodo, etc. de
PL con funcifn objetivo no-lineal. Ha sido -
diseflado por Murtagh y Saunders /46/. E1 al-
goritmo GRG2 toma del MINOS la mayorfa de --
las té&cnicas utilizadas. No obstante, el MI~-
NOS estd expresamente adaptado al problema -
descrito.

Las caracteristicas fundamentales que le di-

ferencian del algoritmo GRG2 son las siguien
tes:

1) No precisa el algoritmo iterativo quasi-
Newton para obtener el vector X° dados x°

N . .
Y X' ya gue las condiciones son lineales.

2) Las matrices BB y BS son fijas por la mis
ma razbn; de donde s6lo se cambiari la ma

triz BB cuando sea preciso efectuar un --

- L.F. Escudero de IBM-Espafia, Paseo de la Castellana,
- Article rebut el marg de 1978.
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(optimizacibén secuencial de la funcién de Lagrange

Au-

se recoge la tendencia en la investigacién futura en este campo.

cambio de base. Una consecuencia adicio--
nal consiste en que ahora es posible ac--
tualizar la matriz inversa Bgl con la té&c
nica LU y Forma de Eliminacitn de la In--
versa, en lugar de obtener la inversa por
el cl&sico de Gauss-Jordan como se efec—-~
tda en el algoritmo GRG2. Esta posibili--
dad es muy interesante dado que la matriz
de condiciones tiene una densidad muy pe-
guefia. Asimismo, se simplifica enormemen-
te la obtencién de la matriz hessiana B v
del gradiente reducido 3° ya que s6lo es

preciso calcular los gradientes

v g LX) Yy v
X X

£(X)

para cada punto X. Si se cambia de base,

entonces también habria que actualizar --
-1

B ".

B

Utiliza las té&cnicas de quasi-Newton y --
del gradiente reducido conjugado utiliza
das por el método GRG2 en la determinacién
de la direccidn del desplazamiento. Mur--
tagh y Saunders /46/ efect@an un estudio

COn numerosos casos reales comparativos -

sobre estas técnicas y otras de tipo ran-

4, Madrid - 1.
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go 1. En la nueva versidn de MINOS (Mur--
tagh vy Saunders, /47/, se observa una con
vergencia m&s répida en la utilizacidn de
las técnicas de quasi-Newton sobre el gra
diente reducido conjugado. En cambio, de

los numercsos casos analizados no se pue-
de deducir cual de las técnicas del gra--
diente reducido conjugado es mejor. Para

m&s de s=200 variables superbasicas, la -
capacidad de memoria requerida hace conve
niente utilizar las segundas técnicas so-

bre las primeras.

4) Utiliza la técnica denominada delinesearch
debida a Gill y Murray, /28/, que, basada
en sucesivas interpolaciones cGbicas, de-

termina la amplitud del desplazamiento.

5) Utiliza todas las modernas técnicas de al
macenamiento y manejo de datos utilizadas
en los cBdigos generales de PL. Escudero,
/16/,.describe con bastante detalle estas
innovaciones. Asi, utilizan las técnicas
de preparacifén de datos del sistema MPSX
1BM, /37/, con lo cual hacen compatible
el modelo con un gran ndmero de sistemas,
las técnicas de representacifn y almacena
miento de una matriz de Kalan, /39/, las
técnicas de la Forma de Eliminacifén de la

Inversa (FEI) en la inversifn Bél

de He--
llerman y Rarick, /33/, complementada con
la técnica LU en la creacién del vector -
eta de cada pivotaje debida a Forrest y -
Tomlin, /23/, las técnicas empleadas en -

la fase 1 de los sistemas de PL, etc.

6) E1l cambio de base (y subsiguiente actuali
zacibn de Bgl) se efectfla s6lo sobre una
variable. Esta es aquella para la due su
valor ha tomado el de uno de sus limites
en la fase de determinaci6n de la ampli--
tud del desplazamiento. El pivotaje se --
efectda con las técnicas sofisticadas de
PL.

7) Al seleccionar la variable entrante en la
base, en el pivotaje se da preferencia a
las variables superbdsicas sobre las va--
riables no-bisicas. Murtagh y Saunders, -
/46/, describen el conjunto de tests tal
que si las variables XS no los cumplem, -
el pivotaje se efectfia sobre las variables
%Y. Estos tests se basan en el ritmo de -
cambio de X° y £(X) en las iteraciones an

teriores, en el valor ||A®|| obtenido a ba-
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se del gradiente reducido de XS, etc.

El algoritmo MINOS tiene una validacién muy

exhaustiva con una gran gama de problemas --
reales (problemas quimicos, de planificaci6n
energética, etc.) algunos con dimensiones de
m=1000 y n=2000 a 2500. La densidad de la ma

triz oscila entre el 1 y 1,3%.

El algoritmo LSGRG trata problemas con fun--
cibén objetivo y condiciones no-lineales, pe-
ro con matrices de poca densidad. Es una ex-
tensidén del algoritmo MINOS, pero utiliza --
las t8cnicas del algoritmo GRG2 para acomo--

dar las condiciones no-lineales.

6. ALGORITMO CGAP (CONJUGATED GRADIENT APPRO
XIMATION PROGRAMMING)

Beale, /7/, describe por primera vez el algo
ritmo CGAP (Conjugated Gradient Approximation
Programming) como una variante del algoritmo
MAP de Griffith y Stewart, /32, aunque m&s -
certeramente se podria considerar como varian
te del algoritmo del gradiente reducido de -
Wolfe, /60/, /61/, y de la generalizacién de
GRG de Abadie y Carpentier, (/2/, /3/) y --
otros. Batchelor y Beale, /6/, describen una
nueva versién del algoritmo CGAP y Beale, /8/,
recoge sus caracteristicas mis fundamentales.
En este trabajo nos remitiremos a glosar las
principales caracteristicas del algoritmo --
CGAP. Para detalles adicionales nos remiti--
mos a los trabajos anteriores, principalmen-
te Batchelor y Beale /6/. El detalle del algo
ritmo es muy prolijo y hace un uso extensivo
de parédmetros al controlar la secuencia de -

iteraciones.

6.1 vVariables lineales y no-lineales. Diagra

ma del proceso.

Una de las principales caracteristicas del -
algoritmo CGAP consiste en la distincibn en-
tre variables lineales y no-lineales. Esta -
distincitn ya aparece en el trabajo de Graf-
fith y Stewart, /32/, pero es en el CGAP don

de tiene su mayor aplicacién. Sea el proble-

ma
min f£(X,Y) (6.1)
sujeto a
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gi(X,Y) =9, i=1,2,...,m (6.2)
0 < x < 0¥ (6.3)
L<Y<U (6.4)

tal gue se considera que la variable Yr -
(r=1,2,...,R) es no-lineal si dando un valor

fijo a las variables del vector

el problema (6.1) a (6.4) se convierte en un
problema de programacifén lineal con las va--
riables del vector

Esta es la razdén por la cual Xj serd una va-
riable lineal.

Siendo fijo el vector Y, el problema serd

min Z = bO + aXx (6.5)
sujeto a

AX =D (6.6)
0<x<uU® (6.7)

donde a es un vector 1lxn, A la matriz de con
diciones mxn, u¥ el vector nxl de los 1limi--
tes del vector de variables X, E un vector -
mxl gue recoge el RHS (6.2) del problema pri
mitivo asi como los términos de la condicién
(6.2) en los gque sb6lo intervienen variables
no-lineales y bo el coeficiente de la funcién
objetivo en el que s8lo intervienen varia--
bles no-lineales. Por tanto, el problema se-
ré&

n
Min Z = b, + ‘2 ayy Xy (6.8)
j=1
sujeto a
n
J a. . X, =b,, i=1,2,...,m (6.9)
. ij j i
j=1
0£Xj in' j=1,2,...,n (6.10)

Los coeficientes b, y a_
1 1

vy j=1,2,...

para i=0,1,2,...,m

,n son constantes & dependen de -
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las variables no-lineales Y; por tanto bi(Y)
Yy aij(Y)-

A grandes rasgos se puede indicar que los pa
sos del algoritmo CGAP para cada iteracién k

son los siguientes:

0) Se parte de una solucién inicial factible
X eyY.

1) Determinacidn de las variables no-linea--
les que se considerarén independientes. -
Otros autores (e.g. en los algoritmos --
GRG2, MINOS y LSGRG) las denominan super-
b&sicas, aunque no hacen la distincién en
tre variables lineales y no-lineales. A -

este paso se le denomina exploratory step.

En la iteracif6n k=1, se obtienen las va--
riables independientes a base de lineali-
zar la funcién objetivo y condiciones --
(por tanto, se desarrollan en series de -
Taylor despreciando el segundo término y

siguientes) alrededor de la solucidn ini-
cial X e Y y resolver el correspondiente

subproblema de programacifén lineal (PL).

En las demds iteraciones se sustituye la

solucidn inicial, por la solucidn obteni-
da en la iteracibn anterior. Se considera
variables independientes a aquellas varia
bles no-lineales no-bésicas que reunan --
ciertas condiciones gue se glosan mis aba

jo.

2) Actualizacién (reduccidn) de las toleran-

cias de las variables no-lineales.

3) Determinacién del gradiente reducido de -

las variables independientes. Para ello -
se efectda una nueva linealizacién de la
funcién objetivo y condiciones alrededor
de la solucidn Gptima X e Y obtenida en el
paso anterior, reduciendo a cero las tole
rancias de las variables independientes.
Se resuelve el correspondiente subproble-
ma de PL y, por tanto, se obtiene el gra-
diente reducido de las variables indepen-
dientes. A este paso se le denomina Base

step.

4) Determinacibn de la direccibn del despla-
zamiento de las variables independientes.
Se obtiene en primer lugar la escala o --
normalizacién del gradiente reducido y, -

seglin sea el caso, el gradiente reducido

conjugado. El negativo del gradiente redu
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cido conjugado serdn la direccién del des
plazamiento de las variables independien-
tes.

5) Amplitud del desplazamiento de las varia-
bles independientes. En base a una técni-
ca muy sofisticada se obtiene la amplitud

de este desplazamiento.

a) El valor intermedio de la amplitud se
obtiene en base al valor mdximo de des
plazamiento de las variables indepen--
dientes dadas las tolerancias y los 1%
mites de &stas, en orden a no dejar de

ser independientes.

b) En base a la diferencia del valor in--
termedio de la amplitud con respecto -
al valor intermedio previamente calcu-
lado, en base a las derivadas (direc--

tional derivatives) de la funcién obje

tivo y variables bédsicas, calculadas -
en la solucién 6ptima del subproblema
de PL inmediatamente optimizado, y en
base a los limites de estas variables,

se obtiene un nuevo punto X e Y.

c) Alrededor del punto X e Y se vuelve a
linealizar y optimizar el correspondien
te subproblema de PL, considerando fi-
jas las variables independientes a los
valores obtenidos en base al valor in-
termedio de la amplitud y a la direc--~
cidn de desplazamiento previamente cal

culados.

d) Segln sea el valor Sptimo de la funcién
objetivo en la nueva solucidn asi como
el nuevo gradiente de las variables in
dependientes asi se decide: (a) conti-
nuar la obtencidn de nuevos valores de

la amplitud en la misma direccibn del

desplazamiento (aunque ahora haya me-~-
nos variables independientes) para lo
cual se bifurca al paso 5b), (b) inves

tigar una nueva direccidn y amplitud -

del desplazamiento de las variables --
que todavia continuan siendo indepen--
dientes y cuyo nuevo gradiente reduci-
do no es cero para lo cual se bifurca
al paso 4, (c) efectuar una nueva ite-
racidén k+1 comenzando con el paso ex—-
ploratorio para lo cual se bifurca al
paso 1 (serfa el caso en el que ya no

quedan variables independientes o el -
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gradiente reducido es cero), (d) obte-
ner una nueva amplitud del desplazamien
to de las variables independientes --
efectuando una interpolacién (lineal -
en la mediana o cfibica) entre los dos
Gltimos valores obtenidos de la ampli-
tud (seria el caso en el que el valor
de la funcibn objetivo es superior al
valor anterior, todavia hay variables
independientes y el nuevo gradiente re
ducido no es cero) y a continuacidn se
bifurca al paso 5b), & (e) finalizar -
el problema si se cumplen los criterios
standard de terminacidn, ya descritos

en las secciones anteriores.

En la optimizacibén de cada subproblema 1li--
neal, el algoritmo CGAP utiliza el sistema -
SCICONIC (Scicon, /55/, que, junto con el --
sistema MPSX (IBM, /37/), es uno de los sis-
temas de PL que mayores innovaciones técni--
cas tiene incorporadas tanto en el almacena-

miento y tratamiento de la matriz de condi-

ciones, como en la seleccibn del pivote y en

la reduccitin del incremento del nGmero de --
elementos no-nulos de la matriz actualizada
de condiciones. Esta reduccibn se efectda a

base de las técnicas de factorizacibn trian-

gular en forma de LU de los vectores eta y -

de la técnica de la Forma de Eliminacién de

la Inversa (FEI) en la reinversitn de la ma-
triz b&sica, entre otras innovaciones efec--
tuadas en los cinco dltimos afios. El consi--
guiente ahorro de tiempo de CPU en la optimi
zacidn y, por tanto, en el incremento de las
dimensiones del problema a optimizar es con-
siderable. Escudero, /16/, describe estas --
nuevas posibilidades. Utilizando este siste-
ma se han tratado, ademds de los tipicos pro
blemas-test, problemas reales de hasta m=2336
condiciones, n=3984 variables lineales y --

R=408 variables no-lineales.

6.2 Paso exploratorio

En el paso exploratorio se determinan las va
riables independientes como resultado de 1la

linealizacibén y optimizacién del problema --
no-lineal (6.1) a (6.4). El algoritmo CGAP -
clasifica las variables X e Y en: (a) varia-

bles lineales bédsicas
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(b) variables lineales no-b&sicas

N N N N N, t
o= Xy Xy oeey X0, oan, X0,

(c) variables no-lineales b&sicas

B B B B B, t
Y= (Yl’ Y2, ceey Yi’ ceey YB) '

(d) variables no-lineales no-bisicas

N N N N N, t
Y = (Yll Y2I ..y le « ey YN) Yy
(e) variables independientes

I I I I I,t
Yo=Yy, Y, ..., Yy, eees Y1)

Esta linealizacibn se efect@ia alrededor de -
la solucidn inicial X e Y & del punto obteni
do en la optimizacién anterior. Para ello se
desarrollan en series de Taylor (desprecian-
do segundos términos y superiores) la funcién
objetivo y condiciones. Las variables X esta
r&n acotadas soqgtn (6.3) y las variables Y -
estarln acotadas, adem&s de por sus limites,
por las tolerancias t=(t1,t2,...,tr,...,tR)t
impuestas a su desplazamiento. Por tanto, --
considerando que la solucién inicial & la ob

tenida previamente es x° e 0 + Se obtienen
9 y bq de a, .
ij i ij
vy bi' que s6lo dependen de Y, asi como la 1i
nealizacidn de (6.1) y (6.4) (6 (6.5) y (6.6))

que seglin (6.8) a (6.10), sera:

las correspondientes valores a

n n
z=0b0 + ] a% x% 47 a0 (xx%) +
0 2y 03 > 033 3
j 3
R &b R
0 0 0
+ Losy Y o+ ] e (Y -YD) (6.11)
r=1 r r=1

R 5bi 0 R 0
- rzl §§;-(Yr—Yr) + ) ¢, (Y -¥) (6.12)

r=1

donde

n .
c, = ] —id x?, i=0,1,2,...,my  (6.13)

r=1,2,...,R

Haciendo un cambio de variables tal que
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&b
0 _ 0
dOr_ Cor T IT (6.14)
r
0 Sb,
a> =c¢, - =, i=1,2,...,m (6.15)
ir ir 8Y
r
0 0 g0 L0
Ry = by - ) aj, v, (6.16)
r=1
0 T o0
R, =b- + § a’_ vJ), i=1,2,...,m (6.17)
1 1 1lxr r
r=1
el problema linealizado seri
n R
minz =18+ ¥ a% x + 7 &% v (6.18)
. 03 3 Or "r
j=1 r=1
sujeto a
n R
boa% x.+ ¥ &% v =&Y, (6.19)
j=1 ij 3j re1 ir "r i
i=1,2,...,m
0< X < U?, j=1,2,...,n (6.20)
0 . 0
max (L_,Y -t ) <Y < min (U ,Y +t ) (6.21)
r r r r r r r
r=1,2,...,R
de estructura similar el problema (6.8) a -

(6.10) .

Se denominan variables independientes
I I

Yho= (Y], YS, ..., YD, L, v *

a aquellas variables no-lineales que en el -
6ptimo del problema (6.18) a (6.21) sean no-
bisicas (por tanto, su valor 6ptimo estars -
en uno de los limites definidos por (6.21))

de =--

Por tanto, si el valor

y su valor 6ptimo difiera en m4s de tr
sus lfmites Lr o} Ur.
Sptimo de Y en el desplazamiento es Yi, seré
variable independiente si
ve-L >t v oovS-vy > & .
r r r r X r
Las otras variables Yr se considerardn sim--
plemente variables no-lineales no-bdsicas. -
Considerando que, al estar estas otras varia
bles muy préximas a sus limites y haberse op
timizado en esa direccidn, no merece la pena
intentar una optimizacién sobre su posible -

desplazamiento, el problema se centra en el

279



desplazamiento de las variables independien-

tes.

Para que la operativa del algoritmo CGAP con
verja hacia un 6ptimo local es preciso que -
el problema (6.1) a (6.4) cumpla las siquien

tes condiciones:

a) Las funciones aij(Y) % bi(Y), i=0,1,2,..,m
y j=1,2,...,n deben ser continuas y dife-

renciables respecto a Y.

b) U¥ debe ser finito para los valores de j
3 1
tal que a

Y.

no sea constante y dependa de

c) Si se linealiza el problema (6.1) a (6.4)
alrededor de una solucién factible (e.g.
XO, YO) y se crea el problema (6.18) a --

(6.21), este problema debe tener también

una solucibén factible.

El conjunto de variables independientes vl -
permanece constante en toda la iteraciébn k,

salvo que la variable e.qg. Y? tome en el 6p-
timo de la iteracién £ en el paso de determi
nacidén de la amplitud del desplazamiento un

valor tal que su diferencia con respecto a -
L 6 U,
igmedi;tamente después del paso exploratorio

sea no mayor que t. (tolerancia que
ya se habrd reducido).

El siguiente paso al paso exploratorio con=--
siste en reducir automaticamente las toleran

cias tr de tal forma que en cada iteracifén k

se vaya obteniendo una solucibén mis precisa.

6.3 Direccién del desplazamiento de las va--

riables independientes

El paso 3 (base step) de la operativa del al
goritmo CGAP tiene por objetivo obtener el -

gradiente reducido AI’k

de las variables in-
dependientes, cuya descripcibén tebrica es la
recogida en las secciones anteriores.

Para ello se fija el vector independiente vl

a su valor 6ptimo obtenido en el paso inme—-—
diatamente anterior (paso exploratorio); los
vectores Y® e YY" estarsn limitados segin --
(6.21) donde tr va se ha actualizado e Y co
rresponderd a los valores Sptimos obtenidos

en el paso exploratorio. Optimizando el sub-
problema (6.18) a (6.21) donde (X°,v") es el
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6ptimo del paso exploratorio, se obtiene el
gradiente reducido ALk (vector fila de or--
den I) de una forma similar a (4.1). A los -
efectos de la direcci6n del desplazamiento -

se considera que son cero los aradientes re-
N,k
X

variables no-bisicas lineales vy no-lineales.

ducidos Yy Az’k, respectivamente, de las

. . +
La direccidn gLok+l

del desplazamiento de --
las variables independientes tiene tres for-

mulaciones diferentes.

a) Direccién de retorno. Siendo Yé e Yi los

vectores alrededor de los cuales se ha 11
nealizado el problema (6.1) a (6.4), res-
pectivamente, en los exploratory y base -

steps, el escalar fD seri:
(6.22)

tal que si fD<O significa que la direcci6n
del desplazamiento debe volver hacia Y;,
es decir hacia la solucibn de partida del

paso exploratorio. Por tanto,

I,kt1

1
7 = s (YO Yl) (6.23)
donde ZI’k+1, s, Yé e Yi son vectores co-

lumna de orden I. El vector de normaliza-
cibn o escala s evita que debido a una se
rie de circunstancias, entre otras las di
ferentes unidades de escala en las varia-
bles, la direccién del desplazamiento pue
da variar erraticamente. El valor que me-
jor resultado ha dado es:

s, = 1/o§, (6.24)

; i=1,2,...,1

donde o? recoge la varianza muestral del
reduced]cost A§ de la variable Y;, obteni
da en los sucesivos pasos del algoritmo.
La operativa consiste en reinicializar G?
en cada iteracidn k, inmediatamente des--
pués del paso exploratorio y actualizar -
su valor cada vez gue se obtenga un gra--
diente reducido X! en la misma iteracién
k. Batchelor y Beale, /6/, describen las
formulaciones. Ver también Beale, /7/, vy
para una descripcibn clara del problema -
ver Beale /8/.

b) 8i ngo 6 en cualquier caso en las siguien
tes iteraciones a la primera (dentro de -
la iteraci6n k) en la obtencifdn de una --

nueva direccibén de desplazamiento para el
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. . 1 . .
mismo conjunto Y de variables indepen--

dientes (excepto aquellas que se hayan --
eliminado tal como se ha indicado), la di

I,k+1

reccibén 7 se obtiene a base del nega

tivo del gradiente reducido normalizado

I,k+1 I,k,t

7 ) (6.25)

(X

donde AI’k es un vector fila, tal gque

1,k+1
3

Z = -5, A?’k
3 3

o del gradiente reducido conjugado

ZI,k+1 = -g (XI’k) + Bk ZI,k (6.26)
donde
g% = (s® AT%) (n ahyt/pal zIqk (6.27)

tal que A a' es un vector fila que recoge
la diferencia en el gradiente reducido de
los dos dltimos puntos (X, Y) obtenidos.

Para la primera bfisqueda de la direccién

+ . 2
gl k+t en la iteracién k, A at ser§:

pal = 3Tek - 3T k-1

(6.28)

En este caso, Bk

(6.27) es bastante simi-
lar a la formulacidn (4.35) debida a Pe-

rry /48/.

Batchelor y Beale, /6/, recogen las condi
ciones bajo las cuales se aplican las for
mulaciones (6.25) & (6.26). En general, -
se puede indicar que si en la iteracidén -
anterior (k-1) o en los pasos previos de
obtencién de la biisqueda de la direccidn
ZI’k+1, el conjunto ¥l no es 1o mismo, se
aplica (6.25) y no (6.26), o lo que es lo
mismo sk=0.

6.4 Amplitud del desplazamiento

P N N .
Los vectores no-bédsicos X e Y tienen una -
direccibén de desplazamiento nula. El nuevo -

valor de las variables independientes ser&:

+
yIRFL yTuk s pT kL

R+l (6.29)

para la iteracién k+1, donde u;+1

plitud del desplazamiento. Ahora bien, es jele]

es la am--

sible que en el paso 5 haya que obtener -=
+ . . . R
Yl’k ! a base de iteraciones sucesivas modi-

. . . +
ficando la direccién zl'k 1. De todas formas,
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A 1 *
el valor Sptimo ar

termedios. Para clarificar nomenclatura deno

se obtiene por pasos in

minaremos simplemente o y N respectivamen-

te, a los valores intermedios de ai+1

a la di-

a cal-

cular y previamente calculado, y 7

reccidn que se esté contemplando. Y; serd de

forma anfloga el vector de los dltimos valo-

res obtenidos para el vector de variables vi
B B N N

De forma andloga XA, YA, XA e YA.

El valor méximo o, para el que todavia las -

variables Y! seguirian siendo independientes

sera:
L.+t -¥T.
_ . - J A I
o = min {min , Z, < 0%,
M (3) ZI J
J
1
U.-t,-vY .
min =, 5> 0 (6.30)
(3) z: ’
]
donde tj estd& actualizada.
Por otra parte, si T:
T = min (t_ /z0) (6.31)
(3) J J
recogiera la variacién (o =~ uA), significa

que alguna variable independiente cambia su
1 : . A

valor de Yi a Y~ con una diferencia igual a

su tolerancia y las dem&s con una diferencia

menor.

El criterio seguido por el algoritmo CGAP pa
ra obtener el incremento (o - ak) en la am--
plitud del desplazamiento de las variables -
independientes consiste en exigir que al me-
nos haya una variable independiente en la --
que el desplazamiento sea como minimo el de

su tolerancia, aunque para ello tuviera que

dejar de ser independiente.

Por tanto,

@ - o, = max {(aM - uA), T} (6.32)
De donde,

vh= VD4 (- oay) 2 (6.33)
siendo

v o= v y x' = x)
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B B .
Los vectores Y y X se obtienen en base al

concepto de directional derivatives. Asi 1la

de la funcién objetivo seré&:

jon)
h

(6.34)

Q

I
F==-1 I,

que recoge la disminucién de la funcién obje
tivo debida al incremento unitario de la am-
plitud (o - aA), segin (6.33). La correspon-
diente a la variable lineal bésica Xi depen-
derd de la fila i del dltimo cuadro simplex

de la optimizacién del subproblema inmediata

mente anterior.

N
B _ — - _ N
Xap =350 % 1 ayy ¥y ¥
j=1
N
+ § &, (—vi_) +
jop i3 j
- I
+ 5 &, (YD (6.35)
521 i i
de donde
a x? T
~=-1) &a.2z, i=1,2,...,B (6.36)
d a j=1 >3

S ia B .
que recoge la variacidn en el valor XAi debi

da al incremento unitario de la amplitud --

(a = a,). De forma andloga,
ay®? I I

~=-] a.z (6.37)
d a j=1 93

el resto de las variables seré:

avy®
B . B i
Y, = max {L, , min {U, , ¥ +(a-a_) L (6.38)
i i Al A aa I

ax®
X? = max {0, min Ux, XB_+(a—a ) = (6.39)
i i Al A dq

Es decir, vB y XB tomarin su valor respecti-
vamente en las direcciones (6.37) y (6.36),

estando restringido por sus limites corres—-
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pondientes.

El punto (X, Y) calculado segln (6.33),(6.38)
v (6.39) sirve como punto de linealizacibn -
para el paso 5c. En esta linealizacién se fi
jan las variables independientes al vector -
vt (6.33). Batchelor y Beale /6/ y Beale /8/
describen las condiciones que, basadas en la

directional derivative de la funcibn objeti-

vo y en el nuevo gradiente de las variables
independientes en el 6ptimo del subproblema
inmediatamente optimizado, determinan que la

operativa del algoritmo CGAP:

(a) Continue en la misma direccifn modifican

do la amplitud.

(b) Investigue una nueva direccidn de las --

que todavia sean variables independien--

tes.

(c) Determine las nuevas variables indepen--

dientes en el paso exploratorio de la --

iteracidn siguiente (k+1).

(d) Obtenga una nueva amplitud en la misma -
direccidn interpolando las anteriores, -
bien a base de una aproximacién ctbida -

descrita por Beale /8/.

(e) Termine el problema si se cumplen los --
criterios standard de terminacifn descri

tos en las secciones anteriores.

El algoritmo CGAP incorpora por primera vez

a un sistema general de PL las técnicas de -
optimizacidn no-lineal; estd siendo extensa-
mente validado en grandes problemas reales -

fundamentalemente en el campo petrolifero.

7. CONCLUSION

Los algoritmos de programacibén no-lineal ba-
sados en el método simplex de PL tienen, co-
mo consecuencia, la caracteristica en comdn

de aproximar las funciones no-lineales: obje

tivo y de condiciones desarrolléndolas en se

ries de Taylor hasta el primer término (li--
nealizacién) en las condiciones y algdn algo
ritmo (GRG2, MINOS, LSGRG) incluso hasta el

sequndo término en la funcién objetivo.

Resuelven el problema a base de optimizar --

iterativamente el subproblema lineal. Se ba-
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san en diversas variantes del gradiente redu
cido para desplazar las variables no-basicas
unas veces, superbdsicas otras e independieg
tes en el resto. La técnica del gradiente re

ducido conjugado es la que mejores resulta--

dos estd proporcionando. En base al desplaza
miento de estas variables, se obtiene el co-
rrespondiente a las variables b&sicas o de--
pendientes e iterativamente se ajustan éstas
para producir una solucifn factible que o es
la 6ptima o sirve de base para la iteracibén-

linealizacién siguiente.

Estos algoritmos obtienen el 8ptimo local --

sin garantizar que sea el &ptimo global. Por

tanto, en problemas no-convexos pueden produ
cir alguna sorpresa, aunque en los casos re-
portados en la literatura el &ptimo obtenido
€s muy aceptable. No obstante, no son algo--

ritmos de programacifn convexa ya que no pre

cisan esta condicibn para converger al Spti-

mo, €n este caso, local.

Los algoritmos descritos en este trabajo es-
tdn siendo extensamente validados en proble-
mas reales, aparte de los tradicionales pro-

blemas-test.

El futuro de la programacidn no-lineal con -
restricciones parece orientarse en el senti-
do de estos algoritmos, fundamentalmente uti

lizando el soporte de los sistemas generales

de PL aprovechando las consiguientes innova-
ciones técnicas que se han producido en es--

tos sistemas en los dltimos afos.

8. INVESTIGACION FUTURA

No obstante, en paralelo a estos algoritmos,
hoy dia se est4 trabajando en nuevos algorit
mos cuya aplicabilidad no est§ totélmente de
mostrada pero, dada la filosofia en que se -
fundan, es posible que en un préximo futuro

sean tambi&n algoritmos de gran aplicacién.

Estos son de dos tipos: algoritmos que opti-
mizan una funcién no-lineal sujeta a condi--
ciones lineales y algoritmos cuyo problema a
optimizar también tiene condiciones no-linea
les. En ambos tipos de algoritmos se abando-
na la técnica de reduccién de variables Y, =
por tanto, la técnica de optimizacién de un

problema sin restricciones en el que se opti
miza la funcién en base a las variables no-

bédsicas, independientes o superbisicas.
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El primer tipo de algoritmos estd basado en

los trabajos de Gill y Murray; los m&s signi
ficativos se han referenciado en este traba-
jo (en las referencias /29/ y /30/ est& el -
Las téc-

nicas que desarrollan han sido utilizadas --

resumen fundamental de 1los mismos) .

por los algoritmos GRG2, MINOS y LSGRG. Pero
en un problema en el gue la matriz de condi-
ciones es del tipo AX>b, Gill y Murray pre--
fieren utilizar la técnica de, partiendo de

una solucidn factible X, analizar las condi-
ciones que son activas (aquellas en las que

AX=b), obtener la direcci6n del desplazamien
to de las variables (ya no hay la distincién
entre variables bisicas y no-bdsicas) segfin

el criterio elegido (basado en los algorit--
mos de Newton, quasi-Newton o gradiente redu
cido), obtener la amplitud m&xima del despla
zamiento segin la condicién inactiva que me-
nor holgura tenga, obtener la amplitud 6pti-
ma segn un ajuste cGbico (con la té&cnica --
delinesearch debida a ellos) e incluir esta

condicidén en el conjunto de condiciones acti
vas si es preciso., Gill y Murray efectfian --
una actualizaci®dn de la matriz ortogonal T,

tanto al afiadir una condicién al conjunto de
condiciones activas como el sacar alguna de

ellas de dicho conjunto si ello redunda en un
menor valor en la funcidn objetivo. En esta

eliminacidn utilizan los multiplicadores de

Lagrange estimados a base del gradiente de -
la funcidén objetivo y de la matriz seudo-in-
versa A+ de la matriz traspuesta At de las -
condiciones activas. Tanto al ampliar como -
al reducir el conjunto de condiciones acti--
vas, actualizan sin necesidad de recalcular-
la la matriz hessiana proyectada TtGT, pero

en forma factorizada LGLt. Cuando utilizan -
el algoritmo de quasi-Newton para obtener la
direccibn de desplazamiento emplean la com--

plementary DFP formula (Gill y Murray, /25/

y /26/ pp. 74-76) a base de actualizar con -
rango 2 la matriz LGLt. Este conjunto de al-
goritmos lo recogen en el sistema NPL. Dicho
sistema contiene adem&s rutinas para la mini
mizacibén de una funcién sin restricciones =--
con una o varias variables, obteniendo analf
ticamente o no las primeras y/o segundas de-
rivadas, utilizando los algoritmos de Newton,
Newton modificado, quasi-Newton, gradiente -

reducido, etc.
El segundo tipo de algoritmos en los que pro

bablemente se basard la investigacién futura

en este campo, es aquel en que la funcifn -
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objetivo y condiciones son no-lineales, pero
abandonando no solo la técnica de reduccién
de variables, sino que ademds convierten el
problema en una optimizacién sin restriccio-
nes penalizando la funcidn objetivo, no solo
convirtiendo &sta en funcibn de Lagrange (a
base de utilizar las condiciones afectadas -
por un multiplicador de Lagrange), sino que
incluso penalizan dicha funcidén de Lagrange
con una funcidn que recoge la suma ponderada
por un coeficiente penalizador del cuadrado
de las condiciones del problema. Este tipo -

de algoritmos denominados sequential augmen-—

ted lagrangian (SAL) evitan los problemas de
inestabilidad de los algoritmos de penaliza-
cién tipo SUMT (ver Fiacco y McCormick /18/

y Lootsma /41/) y evitan los problemas de --
los algoritmos de reduccibén de variables al

no cumplirse, en una determinada iteracidn,

las condiciones del problema dado que éstas

(ver e.g. apartado 3.3) se han linealizado.

El algoritmo SAL, a base de minimizar itera-
tivamente problemas sin restricciones en los
que va actualizando los multiplicadores de -
Lagrange (y si es el caso los coeficientes -
penalizadores), obtiene unos valores de las

variables tal que si en el correspondiente -
problema de minimizacidén ademfs de cumplirse
las condiciones necesarias y suficientes pa-
ra un minimo sin restricciones, también se -
cumplen las condiciones necesarias de Khun-

Tucker para un minimo con restricciones (cum
plimiento de las condiciones del problema, -
gradiente cero en la funcidn de Lagrange, --
multiplicadores de Lagrange no-negatives en

las condiciones de desigualdad activas y nu-
los en las inactivas), se demuestra (Pierre

y Lowe, /49/, teorema 4.3) que existen condi
ciones de suficiencia para el minimo de f (X)
sujeto a las condiciones del problema. Heste
nes /35/ y Powell /51/ introducen el algorit
mo SAL para el caso de condiciones no-linea-
les de igualdad. Murray /45/, Fletcher /19/,
Mangasarian /44/, Rockafellar /54/, Pierre y
Lowe /49/ y, recientemente, Wright /63/ y Po
well /53/ entre otros extienden la aplicacidn
del algoritmo al caso de condiciones linea--
les y condiciones no-lineales de desigualdad.
El sistema NPL, en la versibdn de Wright /63/,
también recoge el algoritmo SAL. Pierre y Lo
we /49/ describen con todo detalle el c6digo
LPNLP, pero los problemas resueltos que pre-
sentan son casos recogidos en la literatura,
de muy poca dimensidén y, por el momento, no

estd validado con problemas reales. Wright
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/63/ presenta casos resueltos con el algorit
mo SAL con m=105 condiciones (no-lineales) y

n=150 variables.

La filosofia en que se basan los tipos de al
goritmos brevemente referenciados en este --
apartado tienen el rigor matemdtico que no -
tienen los otros algoritmos recogidos en es-
te trabajo, fundamentalmente por lo que res-
pecta al tratamiento de las condiciones no-

lineales. Posiblemente sea asi, pero la po--
tencia y grado de sofisticaci6n que hoy dia

han alcanzado los métodos de reduccibn de va

riables (basados en el método simplex de PL)

tanto en el almacenamiento y tratamiento de

la matriz de condiciones, como en la selec--

cibn del pivote y en las técnicas de factori

zacibén matricial LU y LGLt entre otras inno-

vaciones efectuadas en los dltimos anos, ha-
cen que los algoritmos descritos en este tra
bajo sean los que hoy dia se estén aplicando

en la resolucién de problemas reales. Es pre

ciso una mayor validacién de los algoritmos
referenciados en este apartado para obtener

una conclusién definitiva sobre los mismos.
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