PANORAMA ACTUAL DE LOS
METODOS ENUMERATIVOS (y II)

J. BARCELO

En este trabajo sobre el "estado del arte" actual de los métodos enumerativos
se aborda el problema bajo tres puntos de vista: metodologfa, desarrollo expe
rimental y fundamentos teSricos. En la primera parte se trata el primer aspec
to y se utilizan los resultados obtenidos para exponer de forma comprensible

la mayoria de algoritmos cl&dsicos de branch & bound y enumeracifn implicita,
incluyendo alguna de las aportaciones recientes sobre penalizaciones, crite
rios de mejor, proyeccibn, restricciones de sustitucidn y otras.

En la segunda parte se exponen los resultados de las principales lineas de in
vestigacién experimentales existentes sobre branch & bound basadas en
mas como UMPIRE, MPSX-MIP, OPHELIE-MIXED, FMPS, etc... y se resumen los resul-
tados presentados por dlversos autores. El trabajo se termina exponiendo algu
nas consideraciones acerca de la teoria de la relajacifn lagrangiana aplicada
a los problemas de programacidn lineal entera mixta, consider&ndola como mar-
co tedrico de los métodos enumerativos.

progra

1. TENDENCIAS ACTUALES

El anflisis de las publicaciones sobre méto
dos enumerativos nos lleva a la conclusién
de gque en estos fltimos afios los estudios -
se han centrado en dos aspectos fundamenta-
les: la investigacidén experimental sobre cd
mo la seleccidn de estrategias en el "branch
and bound"” puede mejorar significativamente
la resolucién del problema con variables en
teras y los intentos de obtencidn de unos -
procedimientos tefricos que permitan generar
algoritmos mis eficientes. La primera ten--
dencia ha venido facilitada por la disponi-
bilidad de c8digos tales como el OPHELIE-MIX,
UMPIRE, FMPS, MPSX-MIP, etc... que por su =
diseno han permitido analizar la eficacia -
de las penalizaciones, pseudocostes, proyec
ciones,

etc., discutidas tebSricamente en el

apartado anterior. Del segundo aspecto cabe
decir que los estudios se han centrado en -
dos &reas principales, la que deriva de 1la
generalizacidn del concepto de plano secan-
te, los llamados cortes enumerativos, y la
que procede de una teoria mas genéral, den-
tro del cuerpo de doctrina que hoy en dfa -
es la programacidén matem&tica, denominada -
la relajacién lagrangiana. Todavia no se —--
dispone de resultados pr&cticos en ninguno

de los dos casos, pero todo hace suponer --

que la relajacidén lagrangiana puede propor--
cionar nuevos y prometedores resultados den-

tro de poco.

Vamos a dedicar este apartado a glosar la si

tuacidn en este momento.

1.1 Lineas Experimentales

a) El OPHELIE MIXED (Roy, Benayoun y Tergny
/22/) .

un algoritmo préximo al de Davis, Kerdrick

Est8 implementado sobre la base de

y Weitzman descrito en el apartado 4 de -
la primera parte% del que se diferencia -
en la heuristica utilizada en los pasos 3
y 11.

El paso 3 hace uso principalmente de la -
regla de prioridad consistente en selec--
cionar el problema candidato que posea la
cota mis prometedora, pero utiliza tam-
bi&n criterios secundarios para tener en

cuenta la posible facilidad de reoptimiza
cidn de un problema candidato dado y la -

plausibilidad de las cotas asociadas.

El paso 11 se efectfia como en el algorit-
mo indicado, con la excepcidn de que la -

eleccibn de la variable de ramificacibén -
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puede limitarse a un conjunto determinado
por un "grafo jerdrquico" que refleja las
opiniones del analista sobre la importan-

cia relativa de las diferentes variables.

La referencia /22/ proporciona una amplia
informacién sobre los resultados obteni--
dos en la aplicacibdn del OPHELIE-MIXED, -
aungue en estos momentos resulta impres--
cindible la consulta del trabajo experi--
mental de Mitra, /23/, sobre el uso de di
ferentes estrategias aplicando el OPHELIE
MIXED.

La investigacidn de Mitra analiza los si-

guientes puntos:

1. Selecci6n de la variable de ramifica--
cibn. En este punto estudia las polfiti
cas 1, 2, 3 y 5 descritas en el aparta
do 3.1 de la primera parte, incluyendo
las penalizaciones derivadas de los --
cortes de Gomory, y el caso 4 cuando -
el analista define previamente una or-

denacién por prioridades.

2. Seleccidn de los subproblemas. Las es-
trategias analizadas por Mitra corres-
ponden a las descritas en el apartado
3.1 de la primera parte, definidas co-
mo 2, funcidén de las penalizaciones, -
3, dependiente de las estimaciones Eq,
4, aplicando el criterio de la mejor -~
proyeccién de Hirst y las estrategias

adicionales consistentes en:

- Elegir un subproblema, por ejemplo -
el PR, por medio de alguna de las re
glas anteriores, y tomar su alterna-
tiva PL y de entre estos dos elegir
aquél para el gque la variable de ra-
mificacifén sigue una direccibén de ~--

acotacidn preferida.

- O bien, en la misma situacidn estu--
diar PR y PL antes de buscar otros -
subproblemas.

Mitra considera que estas investigaciones
estaban motivadas por dos cuestiones fun-

damentales:

1. Dados problemas deun tipo especifico -
ies posible encontrar una estrategia -

de exploracién del &rbol de soluciones
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adecuada a los mismos?

2. ¢OQué eficacia tienen las penalizacio-
nes como criterio para la eleccidn de

las variables de ramificacién?

La experiencia en la resolucién de una -
serie de problemas le condujo a la con--
clusién de que el criterio de las penali
zaciones para elegir las variables de ra
mificacién, no es tan Gtil como parecfa.

En muchos de los casos el criterio estan
dar de penalizaciones para la eleccibn

de la variable de ramificacidn (regla 5)

y las reglas asociadas para la seleccidn
del subproblema (reglas 1 & 2) conducian
a un enorme crecimiento del &rbol de so-
luciones sin realizar progresos evidentes
hacia la obtencidn de una solucidn ente-
ra. Sin embargo, en esos mismos casos --
una inspeccidén del problema permitfa es-
tablecer direcciones de exploracidn y --
prioridades entre las variables que pro-
ducian un &rbol mds compacto que condu—-
cia rdpidamente a soluciones enteras. --

Las conclusiones a que llega Mitra son:

1. Las variables elegidas por m&todos de
penalizacidén no conducen siempre a &r

boles minimales.

2. Las variables con las méiximas penali-
zaciones no son siempre las variables

con la méxima degradacidn.

3. En problemas duales degenerados las -
penalizaciones pueden no ser signifi-

cativas.

No obstante encuentra que las penalizacio
nes se pueden calcular facilmente sin --
gran esfuerzo y que son fitiles para rom-
per circulos viciosos y también valores

de corte.
MPSX-MIP (Benichou et al. /11/)

Emplea un algirtmo an&logo al de Dakin -
excepto en que para los pasos 3 y 11 im-
plementa la variante descrita en 4.1 de

la primera parte, para el caso de pseudo

costes y estimaciones.

Las referencias de Benichou consignan las

ventajas del uso de los pseudocostes so-
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c)

bre las penalizaciones. Diversos autores
han continuado la linea experimental de -
los pseudocostes v entre otros resultados
cabe resaltar los obtenidos por Gauthier
y Ribiere, /24/, partiendo de los resulta
dos para los programas 0-1 de Breu y Bur-
det, /25/, utilizando los pseudocostes y
los conjuntos especialmente ordenados, --

/2/.
UMPIRE (Tomlin, /8/ v /9/).

Es un algoritmo basado en el de Beale y -
Small, /26/, al que se le afaden las mod i
ficaciones descritas en el apartado 4.1 -
de la primera parte, en el pardgrafo refe
rente a las penalizaciones propuestas por
Tomlin.

Posteriormente, Forrest, Hirst y el pro--
pio Tomlin, /12/, han llevado a cabo una
exhaustiva investigacibn experiemental e}
bre la utilizacidn del UMPIRE.

En su trabajo revisan la evolucidn de los
algoritmos de "branch and bound", conside
rando que la introduccibén de los conjun--
tos especialmente ordenados /2/ v /8/, v

la mejora de las té&cnicas de programacién
lineal, especialmente en lo que hace refg
rencia a los métodos generalizados de aco
tacidn superior (GUB) y la posibilidad de
cambiar las cotas de las variables median
te la programacién paramétrica, han sido

cruciales en el desarrollo de los m&todos
enumerativos. Segiin ellos el punto clave,
en estos momentos, para el desarrrollo -—-
del "branch and bound", reside en las es-
trategias de blisqueda del arbol de solu--
ciones, especialmente en la variedad de -
técnicas heuristicas que permiten al ana-
lista utilizar sus conocimientos sobre el

problema gue se trata de resolver.

En su opinidn la mayor parte de los pro--
blemas enteros mixtos no triviales tien--
den a ser clasificados en dos categorias.
La primera corresponde a problemas que se
caracterizan por un nfimero relativamente

pequefio (alrededor de 100) variables 0-1,
incorporadas a un programa lineal diffcil
y de grandes dimensiones, con algunos mi-
les de restricciones y una compleja es--
tructura matricial; mientras que la segun

da tiende a tener un nfimero mayor de va--
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riables enteras (alrededor de varios cen-—
tenares), organizadas con frecuencia en -
conjuntos especialmente ordenados que ex-
presan relaciones ldgicas complejas, pero
incorporados a un programa lineal mucho -
més sencillo con menos de un millar de -~

restricciones.

Los puntos estudiados por el trabajo de -

Tomlin et al. son:
1. PENALIZACIONES

Al igual que Mitra en el estudio antes
resefiado, encuentran inadecuados los -
procedimientos de penalizacidn, espe--
cialmente cuando se trata de problemas
de grandes dimensiones pertenecientes

a la primera clase indicada. A partir

de esta constatacidn empirica se dedi-
can a buscar una razbn para que esto -
ocurra con problemas de estructura com
pleja, encontrando una explicacidn a -
partir de consideraciones geomé&tricas,
va que en problemas con una compleja -~
estructura matricial el nGmero de ite-
raciones a realizar para resolver cada
uno de los subproblemas puede ser lo -
suficientemente grande como para que -
las penalizaciones pierdan todo senti-
do como estimacién de la degradacibn -
de la funcibén objetiva, de manera gque

cuantas mids iteraciones haya que reali
zar mayor serd la discrepancia entre -
las penalizaciones y la degradacidén --
real. Ahora bien, el esfuerzo de cdlcu
lo necesario para desarrollar un &rbol
depende mucho de qué variables se han

elegido en los primeros modos y como -
consecuencia si una variable correspon
de a un subprograma que requiere mu=--
chas iteraciones, por lo que acabamos

de exponer serd una variable que cada

vez serd menos probable que sea escogi
da si dependemos de las penalizaciones,
mientras cue la situacidn puede ser --
exactamente la contraria si la varia--
ble se elige en una etapa temprana del
andlisis. Cuanto menor sea el nfimero -
de variables que han sido fijadas, ma-
yor es la flexibilidad del modelo y me
nor 21 coste de perturbar una variable
dada, oblig&ndole a adoptar un valor -
entero; es decir, menor es la penalizg

cibén. Por lo tanto es precisamente en



la parte de la exploracibén del &rbol -
en que la eleccidn de la variable es -
més importante cuando las penalizacio-

nes son menos fiables.

La consecuencia extraida es que es ne-
cesario un nuevo enfoque de los proble
mas de seleccidn de nodos y variables
(aunque encuentran ftil el "intercam--
bio de nodos" en el andlisis de los ~--
problemas con penalizacidn superior e

inferior.
PRIORIDADES

Como resultado de las experiencias lle
gan a la conclusién de que es muy im--
portante una asignacién de prioridades,
especialmente si se puede basar en los
conocimientos sobre el sistema fisico,
de manera que se pueda signar una alta
prioridad a las variables m&s importan

tes.

CRITERIO DE HIRST SOBRE LA MEJOR PRO--
YECCION

Si bien la lista de prioridades propor
ciona un buen criterio para la selec--
cidn de una variable de ramificacibn -
no da ninguna indicacidn sobre el sub-
problema a elegir. Una posible solu-
cibén la constituye el uso del criterio
sobre la mejor proyeccién. La experien
cia sobre el uso del criterio nos lle-
va al establecimiento de dos ventajas

principales:

a) Muy eficaz para establecer rapida-
mente una solucidn casi 6ptima des-
pués de explorar un pegueno nfimero

de ramas.

b) Proporciona un criterio para juzgar
la calidad de la solucibn encontra-
da.

PSEUDOCOSTES

Senalan unos resultados similares a --
los de Benichou et al., /11/, y llegan
a la conclusidén de que una jerarquiza-
cidn conveniente de los métodos de se-

leccidn de variables es la siguiente:
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a) Prioridades
b) Pseudocostes

c) Penalizaciones

El uso de los pseudocostes para la es-
timacién de nodos junto con dicha je--
rarcquia de reglas de seleccifén de varia
bles, unido a ser posible a unos crite
rios restrictivos sobre la seleccibn -
de nodos proporcionan, segfin su expe--
riencia, una heuristica excelente para
obtener rapidamente una solucibn ente-
ra casi Bptima; el problema consiste -
en saber qué alternativas seguir des—-

pués de encontrar esta solucidn.
CONJUNTOS ESPECIALMENTE ORDENADOS

Los conjuntos especialmente ordenados,
/2/, constituyen un mecanismo particu-
larmente interesante cuando hay que --
operar con problemas de eleccidn mlti
ple y con problemas convexos no separa
bles. Conjuntos de tipo 1 (S1) se uti-
lizan finicamente cuando una variable -
de un conjunto de variables puede to--
mar un valor no nulo. El caso clésico

es cuando se tiene una restriccidn.

x, = 0,1 i=1,...,n

aunque no es necesario que la cota su-
perior sea igual a la unidad. El1 prin-
cipio bésico consiste en que para cual
quier par de variables adyacentes X, Y
X .4 S€ tiene que cumplir qgue o

g1 =++ s X SON todas nulas,

o lo son x X PN X
r+1’ “r+2' " “n
De aqui que elegido un "intervalo en

curso" (xr, X ) podemos ramificar a

r+1
partir del conjunto de variables de ~-
una manera similar a c6mo ramificamos
a partir de las cotas de una variable
entera forzando a que todas las varia-

x &6 la .o
bles x X S X, qv sX sean

Pee
nulas.lEl intervalo se suele elegir --
por medio de una media ponderada de --
los valores de las variables x., donde
los pesos wj correspondientes a las va

riables xj pueden ser simplemente nfime
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ros secuenciales o elementos de una fi
la del problema denominado "fila de re

ferencia", que nos permite calcular

W= 5 W.x, Tw
.J]/-]

il tales que

W< W<w

r r+1

los conjuntos de tipo 2 (S2) son con--
juntos de variables en los que como mé&
ximo se permite que dos variables no -
nulas adyacentes sean distintas de ce-
ro, como en la programacifn separable,
/27/. En este caso si elegimos un in<-

tervalo (xr,xr ) como en el caso ante

+1
rior, se debe verificar que:

o bien xl,xz,...,xl_1 son todas nulas

o lo son x P oo
r+1 n

y similarmente para XyreoosX 5 x yos
r

r+2
s 1 X
n

Los algoritmos de "branch and bound" -
que usan penalizacionesy reglas LIFO -
para este tipo de problemas suelen dar
buenos resultados debido a la naturale
za altamente estructurada de este tipo
de problemas, aunque en el UMPIRE se ~
incluyen modificaciones de los métodos
de la mejor proyeccién y de cilculo de
pseudocostes adaptados a este tipo de

problemas, que proporcionan una mejora

significativa en los resultados.

d) Experiencias de Branch and Bound para la

Programaci®n éERO—UNO (Breu y Burdet, =--
/25/)

Dentro de la linea experimental de estra-~
tegias para el "branch and bound", Breu vy
Burdet se plantean su investigacidn a par

tir de las siguientes consideraciones:

- Se ha prestado mucha atencién a los mé&-
todos "branch and bound" aplicados a --
problemas con muchas variables conti-
nuas y pocas enteras y se han consegui-
do buenos resultados, pero se ha presta

do muy poca atencidn a los problemas en
teros puros.
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- Los mejores c6digos de enumeracidn im-
plicita, /18/, /15/, /19/, parecen li-
mitados a un méximo de 50 a 100 varia-
bles 0-1, dependiendo de la dificultad
del problema.

- Se han sugerido nuevos enfoques tebri-
cos y en particular el de los planos -
secantes, /28/, /29/, /30/, /31/, pero
el valor préctico de estas nuevas téc-
nicas todavia no ha sido comprobado me

diante una implementacidén real.

Como consecuencia centran su atencién en
los algoritmos de enumeracidn implicita,
v en especial en la versidn de Geoffrion,
/15/, debido a los prometedores resulta-
dos obtenidos por la combinacién de la -
programacién lineal con los tests sobre

implicaciones 1l8gicas y se plantean la -
utilizacién de una metodologia alternati
va que se basa fundamentalmente en la --
flexibilidad del "branch and bound".

El resultado de sus experiencias les lle
vdé a la conclusién de que tal alternati-
va es competitiva desde los puntos de --
vista de:

- Consumo de tiempo de CPU como medida -

del rendimiento.

- Se consiguid la resolucibén de todos los
problemas tests referenciados por la -
literatura sobre el tema, incluyendo -
aquellos que aln no habian sido resuel

tos.

- Aunque construyeron un cddigo disefiado
para manejar problemas mixtos, tuvo un
alto rendimiento con los problemas 0-1

altamente estructurados.

- El c6digo permite realizar andlisis so
bre la sensibilidad y la deteccién de
soluciones miltiples subbptimas dentro

de unos porcentajes del &ptimo.

A través de sus experiencias llegan a la
conclusibn de que los puntos clave para

el éxito en la resolucién del problema -
PILP con variables 0-1 son, ademéds de los
que hacen referencia a las caracteristi-

cas del "branch and bound”:



- Tener un control adecuado de los efec--
tos de los errores numéricos y del nfime
ro de operaciones aritméticas para gene
rar subproblemas actualizados, y ser ca
paces de llevar a cabo un gran nfimero -
de pasos pivotales sin distorsionar la
estructura exacta del problema.

- Una cuidadosa organizacifén de las opera
ciones del ordenador durante el cédlculo
de las cotas y la eleccidn de las varia
bles de ramificacifn (aspectos t&cticos

del algoritmo).

- Capacidad de explotar la flexibilidad -
natural del mé&todo de "branch and bound"
tener acceso durante la ejecucién a la
masa de informacidn acumulada durante -
el célculo de los nodos previos. Uso de

estrategias adaptativas.

A lo largo de su estudio Breu y Burdet --
permanecen fieles a una filosofia puramen
te pragmitica, adoptando como punto de --
partida toda una serie de mecanismos de -
c@lculo derivados de los resultados clisi
cos y del sentido comiin y dedicindose a -
introducir hejoras a partir de la observa
cidn de los procesos de solucibdn. Llegan

a la conclusidn de que el valor préctico

de una propiedad dada depende criticamen-
te de la forma de su implementacibn, y la
fundamentan en el hecho de haber llegado

a tener &xito simplemente usando propieda
des elementales de los programas enteros,
que en muchos casos eran conocidas pero -

no habian sido exploradas anteriormente.

Desde un punto de vista metodolbgico defi
nen como TACTICAS aquellas consideracio=--
nes véalidas para un solo nodo con la co--
rrespondiente informacidén local (como por
ejemplo las penalizaciones, el cdlculo de
cotas, la determinacidn de las variables
de ramificacibén, etc.); por lo tanto una
mejora t8ctica consiste en la modifica--
cidn de un procedimiento que reduce la —-
cantidad de c&lculos o incrementa la efi-
ciencia en un solo nodo. Las ESTRATEGIAS
serén pues las reglas y lineas de accidn
que gobiernan la secuencia de acciones =--
tdcticas; por ejemplo, la eleccibn del no
do siguiente, el control de la anchura --
del &rbol, etc. En contraste con la técti

ca las estrategias manejan la informacién
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procedente de varios nodos (sub&rbol). -
Una mejora estratégica ser8 en consecuen
cia una modificacidén que influye en el -
ntmero de nodos a tener en cuenta en las
operaciones técticas siguientes, tales -
como célculo de cotas, ramificaciones, -

etc.

Hay gque tener en cuenta que una mejora -
téctica puede ser estrat&gicamente catas
tr6fica por generar una avalancha de no
dos adicionales, y similarmente una mejo
ra estratégica puede reducir el nfimero -
de nodos pero requerir una gran cantidad

de cédlculos en cada nodo.

El algoritmo de Breu y Burdet tiene tres
procedimientos cruciales, dos de orden -
t&ctico: cdlculo de cotas y seleccibn de
la variable de ramificacidn, y uno estra

tégico: seleccidn del nodo.

La eficiencia de dichos procedimientos,
medida por el rendimiento total del algo
ritmo depende de:

- Capacidad para detectar el camino hacia
la solucidn Sptima o, al menos hacia -
una buena solucidén sub&ptima, que pro-
porcione muy rdpidamente un valor de -

corte.

- Capacidad para discernir, tan pronto -
como sea posible, que una rama no es -
fructifera. Este objetivo es una tarea
del conjunto de procedimientos de aco-

tacibn y de las implicaciones l6gicas.

- Eficiencia de c8lculo para obtener los
requerimientos de los dos puntos ante-

riores a bajo coste.

Entre las caracteristicas a resaltar del
cb6digo construido por Breu y Burdet figu
ran la de que la estructura del &rbol se
construye nodo a nodo y se almacena se--
cuencialmente en una tabla denominada --
FRENTE, la estructura de la tabla en el

ordenador da siempre un orden lexicogré-
fico al &rbol pero se pueden imponer f&-
cilmente otro tipo de reglas (como por -
ejemplo una sequnda relacidn de orden de
rivada de las cotas). El mantenimiento -
en memoria de todo el &rbol y delas m@Gl-

tiples técnicas de ordenacibn es lo que
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permite una flexibilidad estratégica en -
la seleccién de nodos. Por otra parte se
introduce un conjunto de m&s de cuarenta
parémetros de control que permiten: con--
trolar la precisibn de las operaciones in
dividuales, la propagacidn de errores, 1la
reinversidn, la capacidad {(dimensidn del
&rbol), las reglas de seleccién del pivot,
los par@metros organizativos que contro--

lan el almacenamiento del &rbol, etc.

Su experiencia les conduce a resaltar el
papel y la importancia de los par&metros
de control, llegando a establecer gue su
efecto es sorprendente a veces, diffcil
de entender y carente de fundamentacidn -
tebrica. Las ramificaciones dicotémicas -
debido a los errores de redondeo tienden
a crear inconsistencias y no posibilida--
des, en los subprogramas lineales, lo --
cual se complica con el alto grado de de-

generacidén de muchos de ellos.

El algoritmo de Breu y Burdet incorpora -
todos los métodos de cilculo de cotas ci-
tados en el apartado 4.1 de la primera --
parte (valor 8ptimo del subprograma 1li-
neal asociado al nodo, cilculo de penali-
zaciones, penalizaciones mejoradas, pena-
lizaciones derivadas de los cortes de Go-
mory, etc.) y anhade alguna nueva como la
de los cortes de Dantzig, /32/:

- El1 corte
Z_ x, > 1
jeNn J

proporciona la penalizacidn

P = MIN IcC,
jen

siendo N el conjunto de las variables -
enteras no b&sicas. Y también la idea -
de los cortes encadenados como forma de
superar algunos de los obst&culos encon
trados por los algoritmos de plano se--
cante, por ejemplo se construye un cor-
te de Gomory:

r (-M,) x. < -1 (NO>0)

siendo:

My, = 1
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y para jEN:

n, =f,.., / x, si £, <X,
3 ij i ij i

(l—fij) / (1-§i) en caso contrario

siendo fij la parte fraccionaria positi
va del coeficiente Eij y §i la de la va
riable entera X, . S5i hay variables ente

ras sus coeficientes serian:

I, =a.. / %, si a,.>0
i i] i ij

Il

—Eij/(l—Ei) en caso contrario

Una vez construido un corte de Gomory co-
mo el descrito, la seleccifén de un pivot
dual proporciona una nueva variable ente-
ra %jo para la base y la actualizacibn de

la fila correspondiente seré4:

T (ML/m, ) x, - N.'s +x, =17t
SN J Jo 3 Jo Jo Jo

evidentemente esta fila se puede utilizar

& su vez para generar un nuevo corte de -

Gomory sobre la variable x, , y asi suce-
1o

sivamente.

En lo que a la ramificacibén se refiere el
algoritmo de Breu y Burdet implementa las
reglas de prioridad lexicogr&fica y las -
reglas 1, 2, 5 y 6 del apartado 4.1 de la
primera parte, y dos reglas adicionales -
de combinacibn de posibilidades y penali-

zaciones.

Los pseudocostes y las penalizaciones tra
bajan razonablemente bien en muchos casos,
pero intuitivamente se comprende que no -
llegan a captar la naturaleza del proble-
ma en lo que respecta a la posibilidad, -
tanto del problema LP como del problema -
entero, puesto que estén basados dnicamen
te en la funcidn objetivo. En consecuen--
cia proponen introducir una medida de la

degradacién de la posibilidad, por la --
eleccién de una variable de ramificacién.
La medida es una modificacién de la regla
de Hirst comentada anteriormente y los re
sultados observados en la prictica son, -
seglin su propia expresién, sorprendente—-
mente buenocs, ademds de la gran eficacia

de la regla debido al pequefio nimero de ~

operaciones aritméticas que comporta.



Se toma una variable cero-uno X, vy se im-
pone, como tentativa, xi=0; si el proble-
ma LP asociado se hace no posible, enton-
ces se ejecuta un paso pivotal dual sobre
la fila "mas no posible", calculando Gni-
camente el término independiente X . En--
tonces se define la siguiente "factibili-

dad inferior™:

fqy = L {MIN ok{o,xk}+M1N Ok{O,l—xk}}
keN .

donde 1las o, son parametros definidos por

el analista (por ejemplo Ok=l, vk o 0=

=|ck\), v Nf={i|xi'libre v Oixigl}.

La "factibilidad superior" fui se obtiene
de la misma manera imponiendo, temporal--
mente, la condicién Xi:l y finalmente se

calcula la "factibilidad" como:

£, = MIN {£,.,f .}
y se elige como variable la ramificacidn
> i -
X0 tal que fio—fi’ ¥i. Se puede pensar
que la influencia de la funcidn objetivo
ha sido innecesariamente eliminada de las
consideraciones anteriores, Esto se puede
corregir combinando factibilidades y pena

lizaciones de la siguiente manera:
Mg+ (I-Npg;. 2€[0,1]

El par8metro X se puede elegir en cual--
quier nodo de manera que refleje las ten-
dencias de la situacién, por ejemplo si -
el nodo tiene una degeneraci6n dual las -
penalizaciones son nulas, A=1 y solo ac-
tGan las factibilidades; por otra parte -
si el paso pivotal dual restablece la in-
tegridad, las factibilidades son nulas, -
A=0, y solo act@an las penalizaciones. En
tre estos dos casos extremos se sitdan --
los demds y no es dificil imaginar medi--
das de la degeneracidn dual o de la no po

sibilidad primal para asignar valores a -
A,

Otra de las caracteristicas del algoritmo
de Breu y Burdet es, como hemos indicado

al principio, la de incorporar también el
andlisis de implicaciones lbégicas, la ex-
periencia les lleva a considerar que {ini-
camente las implicaciones triviales incre
mentan la eficiencia. La obtencibén de im-

plicaciones l6gicas sofisticadas tiende a
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requerir un n@mero de operaciones prohibi
tivo. Como consecuencia proponen la utili
zacién de las implicaciones segfin una or-
ganizacién en cascada de manera gue se --
lleguen a generar las implicaciones de ma
yor complejidad finicamente cuando resulte
econbmico hacerlo. Por lo demés encuen-
tran que en cualquier operacidn de '"branch
and bound" la utilizacidén de los mecanis-
mos l6gicos es fiable y aumenta consisten

temente la eficacia del algoritmo.

La complejidad de una implicacién 1l6gica
puede ser medida por el nfimero de varia--
bles que contiene, que definiremos como -
su grado de complejidad, /33/.

GRADO CERO:

Agrupemos los coeficientes para cada rela

cién lineal

) ai' X, =Yi: vi,
JEN J ]

y definamos, de acuerdo con su signo:

+ . - — -
Ji = {jeN|aiij}, I, = {jeN|aij<0}

con
1 si jEN (N conjunto de indices
Zz0 z0o
que define el nodo)
la cota superior de la variable xj,
u. =

si jgNZO

+o S1 xj no estd acotado superior--

mente.

Las siguientes expresiones caracterizan =
el rango de la variable vy, :
1

u, = r, < <r+ =
—yi_ i

b, - £+ai. .
jest 133 i

i

=b. - I a_,u, (1)
tojeg; P23

Para toda solucibén entera las variables
Yy han de ser nulas, por lo tanto el pro
blema no tiene solucidn posible entera si

r +<0 6 r >0, para algfin i.
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GRADO UNO:

Elegir una variable xj, jeNzO, fijar xj=

=0 (6 1) e investigar los términos de la

relacidn (1).

El subproklema no tiene solucidn posible
entera con:

>
Tio 0

—

o
0
.
-

-

o
A
(=)
0]

. + -
[l si r, <0 & r, >0
i1 i0
Estas proporciones condicionales se gene-~
ran cuando la variable xj se propone como

variable de ramificacidn.

GRADOS SUPERIORES:

En general se puede utilizar una combina-

cidn cualquiera de variables xj, jeNZO. -

Supongamos

Tog EN,gr Ty EN o Ty T, =0

definamos:

rz = bl - I aij - z ai, u

- 3073

7y J1-3,-3,

rl =b, - % a;y - by a;, u
34 3/-3 -3,

donde x_j denota l—xj.

Las implicaciones elementales se pueden -
almacenar junto con la estructura del &r-
bol de manera gue se pueden identificar -
nodos no posibles sin necesidad de recu--
rrir al anélisis de los problemas LP aso-

ciados ya que:

- Toda implicacién v&lida en un hodo dado
es vilida para todos los sucesores de -

este nodo.

- Toda implicacibén v&lida en un nodo dado

(NzO = Ncero u Nuno

guiente expansién de validez general:

U Nfree) da la si-

I x.+ I x +Ix +Iix ., >1
3 =3 ;73 773
cero uno 0 1
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Andlogamente los grandes conjuntos de im-
plicaciones 18gicas pueden ser reducidos
a sistemas egquivalentes y mds sencillos,
aunque la experiencia demuestra que esto

solo interesa en el siguiente caso:

Si Ix,>»1 y ©x,>1l (donde J=J _U{-3j|j€J, })
3 3j X j ] 1

y lo mismo para K, son ambas vdlidas en -
un nodo dado y existe exactamente un indi

ce |1] tal que 1€J y -1l€K entonces:

z x, > 1
(7-{1Hyx-{-1}) °

también es valida.

Entre las implicaciones l6gicas que incor
poran Breu y Burdet figura la siguiente -
utilizacién de las restricciones de susti
tucién de Geoffrion, /15/, la idea consis
te en emplear la expresidn lineal de Geof
frion:

Cx + y(b=-Ax) + S = vy (y=valor de corte)

cuando los coeficientes y; son las varia-

bles duales 6ptimas y entonces:

-1

B (B=base de la tabla LP Opti

ma)

y sustituyendo:
cx = c B H(b-Ax) + s =y $>0
que se puede escribir como:
c.x -C B !Bx +c x -c B lNx +c BT lb+s = v

B"B B B NN B N B
6, lo aue es equivalente:

1 —

Cx+ 8 = Y - CB B " b = Yy - X

Pero S>0 implica

= 0
3 EN J J
8
x= 3 C, x.+x_<v¥
0 L AT j o -
jen J J

de donde se deducen inmediatamente las si

guientes implicaciones 18&gicas:



GRADO 0: Si Y<§6 EL NODO NO PUEDE GENERAR

SOLUCIONES POSIBLES DESEABLES.

GRADO 1: Si C%>Y"§b' ENTONCES x,=0 PARA -
TODOS LOS SUCESORES.

GRADO 2: Si 6j+EK>Y‘§b' ENTONCES (l—xj) +
+ (1-x,) > 1 PARA TODOS LOS SUCE
SORES.

Estos tests para las implicaciones 16gi--
cas se pueden aplicar en cada paso de una
optimizacién dual LP puesto que la fun-

cibén objetiva es siempre posible dual.

Finalmente el algoritmo de Breu y Burdet
considera toda una serie de estrategias -
para la eleccidn de subproblemas. En cada
paso el algoritmo elige un nodo de entre
un conjunto de nodos pendientes de anfli-
sis, denominado frente, segfin las siguieg

tes reglas:
PROFUNDIDAD

Se da prioridad a los nodos inmediatamen-
te sucesores. El objetivo es identificar
ripidamente una solucibn entera posible.
El resultado depende de la eficacia de --
los tests de corte. La estrategia es alta
mente compatible con las operaciones de -

la programacidn lineal.
ANCHURA

Se elige €1 nodo del frente que tenga la
mejor cota. Si el procedimiento de acota-
cifn es bueno esta estrategia consigue --

buenas soluciones rapidamente.
ALTERNANCIA ANCHURA - PROFUNDIDAD

Combinaci6n de las estrategias anteriores

seglin pautas preestablecidas.
COMBINACION ANCHURA - PROFUNDIDAD

Si gh es la mejor cota de dos sucesores -
inmediatos del nodo h y Bb la mejor cota
de los nodos del frente y g un nfimero da-

do real positivo. Entonces:

Si Bh>8b+q se elige el nodo Bb

Si Bh56b+q se elige el nodo g"
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CONTROL DE FRENTE

Controla la dimensién del frente en fun-
cidn de un pardmetro a€[0,I]. Sea B, la
peor cota del frente, por debajo del va-

lor de corte. Entonces:
. .h )
Si g >aew+(1 a)sb se elige el nodo Bb
. ,h . h
Si g 5a8w+(1—a)6b se elige el nodo B
RAMIFICACION SIMULTANEA

Fijar varias variables sucesivas, a unos

valores dados, en el mismo nodo.
ESTRATERIAS ADAPTATIVAS

El comportamiento y la eficacia de una -
estrategia pueden ser analizadas a poste
riori observando la estructura del &4rbol.
La arborescencia exhibe la habilidad de

una combinacidn determinada de reglas --
tdcticas y estratégicas, para extraer la
informacién relevante sobre el problema.
Supongamos que los nodos de un &rbol tie
nen unas caracteristicas comunes. En es-
te caso la experiencia recogida por el -
algoritmo a medida que analiza las prime
ras ramas puede indicar cdmo una estrate
gia inicial ha de ser modificada. Para -
definir estrategias adaptativas se ha de
realizar un cierto nimero de estimacio--
nes estadisticas del flujo de operacio--
nes, definir paré&metros de control que -
recojan la historia del proceso y compa-
rar continuamente las estimaciones con -

los valores de los parimetros de control.

En su publicacidn Breu y Burdet afaden -
Gnicamente un conjunto de tablas que des
criben los resultados de las diferentes

combinaciones de técticas y estrategias

sobre una coleccifn de problemas test, -
presentadas como un conjunto de observa-
ciones sobre los resultados subrayando -
las indicaciones que hemos ido exponien-

do sobre las t&cticas y estrategias.

1.2 La relajacién lagrangiana para la progra

macibn entera /34/

Para terminar esta visidn panorfmica sobre
la actual situacibn de los m&todos enumera-

tivos, vamos a glosar la que, posiblemente
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sea, una de las aportaciones tebricas mds -
importantes, la del uso de la relajacibn la

grangiana en el "branch and bound".

El problema MILP puede formularse como:

[MIN] c x

Sometida a: Ax>b, Bx>d
(P)

x>0, x entero, jeI
donde I denota el conjunto de variables que
han de ser enteras. La razén para distinguir
entre dos tipos de restricciones estriba en
que las segundas: Bx2d, se supone que tienen

una estructura especial.

Definimos la RELAJACION LAGRANGIANA de (P)

respecto a Ax>b y un vector no negativo ) -

como:
MIN] c x + A(b-Ax)

(PR,)

Sometido a: Bx>d
x>0, xj entero, J€I

Una aplicacién fructifera de la relajacién -

lagrangiana en casos especificos requiere --

una estudiada particién de las restricciones

del problema en los tipos Ax>b y Bx>d y una

apropiada eleccibn de A.

La relajacidn lagrangiana (PRA) debe de ser

mucho mis sencilla de resolver que (P) para

que sea ventajosa. O bien debe admitir una -
forma especifica de solucidn o debe poder --
ser resuelta mediante algfin algoritmo espe--
cialmente eficaz. En cualquier caso ello exi
ge que el conjunto de restricciones Bx>d po-
sea una estructura muy especial como, por --

ejemplo, la de los casos siguientes:

- Las restricciones Bx>d especifican solamen
te las cotas superiores de todas o algunas
'

de las variables.

- Las restricciones Bx>d son como las del ca
so anterior pero incluyen también algunas
restricciones de acotacién superior tales

como :

z xj =1,
jGJk
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donde Jf J ..,J, son subconjuntos disjun-

27" k
tos de I. Tales restricciones conforman una

funcitn de seleccidn mfiltiple.

- Las restricciones Bx>d son como las del -—-
primer caso pero incluyen algunas restric-
ciones de la forma

L B X, < B X
. K. = Pxx Tk
i€g, )

k=1,2,...,K

donde los K subconjuntos {K,Jk} son disjun
tos, las variables Xyr Xys--.0%X,  SON varia
bles 0-1, las variables de Jk son continuas .
y los coeficientes B son estrictamente po-

sitivos.

Se utiliza el té&rmino RELAJACION en el sentl
do siguiente: un problema de minimizacién --
(Q) se dice que es una relajacibén de un pro-
blema de minimizacién (P) si F(Q)J F(P) y el
valor de la funcidn objetiva de (Q) es menor
gque la de (P) en F(P) (Ver apartado 2 de la
primera parte).

Evidentemente (PRA) es una relajacidn en es-
te sentido ya gue ¥, 23>0 el término lagran-
giano de la funcibn objetiva, X (b-Ax) debe -
ser no positivo cuando se satisface Ax>b. Ob
servemos que cualquier tipo de relajacién ba
sada simplemente en la eliminacidén de algu--
nas de las restricciones (§ 2) es equivalen-
te a la relajacidn lagrangiana con A=0. Ha--
ciendo A#0 (pero siempre >0) se obtienen re-

lajaciones mis débiles.

La utilidad potencial de cualquier relajacién
de (P) y de la relajacidn lagrangiana en par
ticular, estid determinada fundamentalmente -
por cudn préxima estd su solucidn Sptima al
valor éptimo de (P), lo cual proporciona un
criterio para medir la "calidad" de una de--
terminada eleccién de A. La eleccibén ideal -
consistiria en tomar como A la solucibén 8pti-

ma del programa cbncavo:
[MaX] v(PR,)

220
(D)

que se designa por D porque coincide con el

problema Lagrangiano dual de(P) con respecto
a las restricciones Ax>b, /35/, problema que
a su vez estl estrechamente vinculado con la

siguiente relajacidn de (P):



[MIN] ¢ x

(P*) Sometido a: Ax > b
XeCO{XZO: B x>d, y xj entero, jeT}

donde CO denota el cierre convexo de un con-
junto, que en el caso de (P*) puede ser difi
cil de expresar como un conjunto de restric-
ciones lineales, pero que en principio es --
siempre posible y por lo tanto (P*) puede --
ser considerado como un programa lineal. De

hecho (D) y (P*) son esencialmente programas
lineales duales. Un vector multiplicador &p-
timo correspondiente a Ax>b serd denotado --
por i* cuando (P*) tenga una solucidn 6ptima
Entre (P), (PR)), (D) y (P) (relajacién LP -
ordinaria que elimina las condiciones de in-
tegridad), se pueden demostrar las siquien--

tes relaciones:
a) F(®) ) F(P*) 2 F(P),

F(PR,) 2 F(P)

V(P) < V(P*) < V(P) vy
V(PR,) < V(P), W20
b) Si (P) es posible, V(P) < V(PRy)

c) Si para un X dado un vector x satisface -

las condiciones:

1) x es 6ptimo para (PRA)
2) Ax>b
3) Mb-Ax) =0

entonces x es una solucidn 6ptima de (P).
Si x satisface las condiciones 1 y 2 pero
no la 3, entonces x es una solucidén e-8p-
tima de (P), con e=3{(A X - b)

d) Si (P*) es posible, entonces:

V(D) = MAX V(PRA) = V(PRA*) = V{(P*)
A>0

e) si (P) es posible y (PRA) satisface la --
Propiedad de Integridad (Propiedad de In-
tegridad: El valor &ptimo de (PRA) no se
altera si se suprimen las condiciones de
integridad de sus variables: V(PRA)=VE§&L
¥A) .

Entonces (P*) es posible y:
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v(P) = v(PPy) = v(D) = V(PR,,) = v(P¥)

f) Suponiendo gue (P) es posible (y que por
lo tanto tiene una solucién dptima puesto
que todas las variables estin acotadas),

son equivalentes:

1) v(P) = v(n)

2) Existe un subgradiente global @b en —--
y=0, /35/

3) Existe un par (A,x), >0, que satisfa-

ce las condiciones de c.

8i v(P)=v (D), entonces cada solucibn &pti
ma de (D) es la negativa de un subgradien
te global de @b en y=0 y reciprocamente,
y cualquiera de tales soluciones A* pro--
porciona un conjunto de soluciones todas
6ptimas de (P) como vectores x que satis-

facen las condiciones de c para A=)*,

Donde @b es la funcién de perturbacién - b,

asociada a (P) v definida como:
INF Ax>b-y; Bx>d
_530 xj entero, jE€I

y suponiendo que ¢, (0)=v(P) es finito, defi-

nimos como subgradiente global de %, en y=0

a todo vector y conformable si:

b (y) 2 v(P) + ¥ ¥y

El uso de la relajacibn lagrangiana en un —-

branch and bound basado en la programacidn -

lineal

En la resolucibn del problema (P) por medio

del "branch and bound" incluyendo la relaja-
cidn lagrangiana cada uno de los subproble--
mas de la lista de problemas candidatos (§2),
serd simplemente el problema (P) al que se -
hayan afiadido algunas restricciones de "sepa
racidén" adicionales. El proceso iterativo --
consiste, como sabemos en elegir uno de los

problemas de la lista, el problema (CP) Yy -—
examinar sus soluciones; la pr&ctica habitual
consiste en la resolucidn del problema lineal
(CP) que ignora todas las condiciones de in-
tegridad de las variables de (CP). Teniendo

en cuenta las condiciones (a) a (f) que aca-
bamos de establecer es evidente que una rela

jacién lagrangiana de (CP), (CPRA) es tan -=-
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adecuada como la usual relajacidén (CP)como -
mecanismo para examinar los problemas candi-
datos: la no posibilidad de (CPRA) implica -
la de (CP); v(CPRA)zz* implica v(CP)>Z*; vy -
una solucidn Sptima de (CPRA), xR, es Optima
para (CP) si es una solucibén posible de (CP)
y satisface la holgura complementaria de la

condicidn (c). En caso de que x® sea posible
para (CP) pero no satisfaga la condicién (c),
puede, todavia, mejorar la solucidn incumben
te en cuyo caso puede emplearse para actuali
zar la solucidn incumbente y Z* aunque (CP)

no se elimine. En los casos en que x® no es

solucibn posible de (CP) puede valer la pena
intentar ajustarla de élguna manera especifi
ca dependiente del problema, de forma que se
aumente la posibilidad y, posiblemente se me
jore la incumbente. Esta es exactamente la -
misma tdctica que se usa comunmente con (CP)
cuando la solucidn LP fraccionaria se redon-
dea para conseguir satisfacer la integridad

con la esperanza de obtener una solucién po-

sible mejorada.

La relajacidn habitual (CP) se utiliza tam--
bién para obtener cotas condicionales que se
utilizan como guias para la separacién, para
marcar los subproblemas candidatos recién --
creados con cotas inferiores de su valor Sp-
timo, y para reducir el rango de las restric
ciones sobre las variables enteras sin sacri
ficar la optimalidad. Las relajaciones lagran
gianas de (CP) se pueden emplear con los mis
mos propbsitos.

Supongamos que alguna variable j€I tiene un
valor fraccionario en la solucién X, LP, de
(CF). Nos interesan las cotas inferiores de
v(CP‘xjg[ij]) v v(CPIxj3<§fé que vienen da--
das respectivamente por:

vy (3) = V(CPR>‘|xj§|'_§j:])

VU(j) V(CPRA|Xj3<§j>)

Si se cumple que VD(j)zz*, entonce§ se puede
poner el limite inferior de x, a <xX.>. Andlo
gamente si VU(j)ZZ* la restriccidn sobre el
rango superior se puede rebajar a E;]. In--
cluso es posible gue simult&neamente sean --
VD(j)3Z* y VU(j)ZZ*, en cuyo caso se puede -
eliminar el subproblema (CP). Las cotas (2)
se pueden tomar como gula para la ramifica--
cidén en el caso en que (CP) no se elimina. -

Calculemos VD(j) y VU(j), ¥jE€I, tal que xj -
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sea fraccionaria. Una posible regla de elec
cifén de la variable de ramificacibn serfa -
agquélla que maximiza los mayores VD(j) y --
VU(j) sobre todos los j elegibles. Una vez

que se ha elegido una variable de separacibn
jo' VD(jO) y VU(jO) proporcionan las cotas

inferiores para las futuras referencias a -

los subproblemas candidatos reci&n creados.

El cdlculo de las cotas condicionales tiene
la misma estructura que (CPRA), puesto que
hemos supuesto que las restricciones de aco-
tacidn sobre las variables, se incorporan a
las restricciones especiales Bx>d, asi como
(CPRX) tiene la misma estructura que (PRA) -
si, como es usualmente el caso, las restric-
ciones de separacién empleadas son, simple--
mente, restricciones de acotacisfn de las va-
riables.

La relajacién lagrangiana se puede utilizar

no solo para las tareas estandar de la meto-
dologfa del "branch and boun", de eliminaci6n
de subproblemas, generacién de soluciones po
sibles mejoradas, reduccidén de cotas, ramifi
cacién etc., sino también, para generar res-—

tricciones de sustitucifn y planos secantes.

Dos cuestiones estratégicas fundamentales se
plantean en conexién con la eleccién de A y

si (CPRA) se debe utilizar antes, después, o
en vez de (CP). Estas cuestiones no pueden -
ser respondidas de una manera general y defi
miva, pero una consideracidn muy importante
es la de si la Propiedad de Integridad se sa
tisface para la particibn de restricciones -

que estamos considerando.

Supongamos que se cumple la Propiedad de In-
tegridad. Entonces (CPR)) puede ser no posi-
ble si y solo si (CP) es no posgible, pero si
(CP) es posible, por las condiciones estable
cidas debe proporcionarnos la mejor eleccidn
posible de A para (CPRA) vy v(CPRA)=v(EF). -
Por lo tanto (CPRA) no puede eliminar (CP) -
por no posibilidad o por valor a menos que -
(CP) tambidn lo hiciera. También se puede de
mostrar gue al menos uno de los limites con-
dicionales VD(j) vy VU(j) debe coincidir con

v(CP) para cada variable que sea fracciona--
ria en una solucidén 6ptima de (CP) cuando la
eleccidn natural X a partir de (CP) se em-
plea en (1). Estos hechos argumentan en con-
tra del uso de la relajacidn lagrangiana --

cuando se cumple la Propiedad de Integridad.



Tiene poco que ofrecer que no haya sido ya -
cumplimentado por (CP), aunque puede probar
pbsiblemente que es méAs fructifera que (CP)
como fuente de soluciones posibles mejoradas.
Es importante reconocer, sin embargo, que es
ta conclusidn negativa descansa sobre la su-
posicibn implfcita de que (CP) es de dimen--
siones manejables como programa lineal, en -
caso contrario (CPRA) puede ser una alterna-
tiva atractiva desde el punto de vista del -
célculo, como en la préctica ha demostrado -
el trabajo de Held y Karp, /36/, sobre el --
problema del viajante de comercio. E incluso
aunague (CP) sea de dimensiones manejables --
puede ser ventajoso desde el punto de vista
del céléulo analizar previamente (CPRA), con
la Gnica condicidén de que, al omitir (CP) he
mos de definir un método de estimacidn de ),
la esperanza de este anflisis es que la rela
jacidn lagrangiana permita (CP) sin tener --
gue recurrir a un programa lineal mucho mis
costoso, como es (CP). La mejor eleccibn pa-
ra X es la del vector correspondiente al pro
grama lineal del candidato previo, més estre
chamente relacionado con el que estamos estu
diando. Esta téictica coincide en algunos ca-
sos con el uso de las restricciones de susti
tucidbn.

Supongamos ahora que la Propiedad de Integri
dad no se cumple. Entonces (CP) no tiene por
qué proporcionarnos necesariamente el mejor
valor de X, y (CPRA) puede tener éxito en la
consecucidén de los objetivos de eliminacibn
alli donde (CP) falla. Tiene sentido estraté
gico, en este caso, llamar a (CPRA), antes,
después, o incluso en vez de (CP), dependien
do de la relativa debilidad y coste de célcu
lo de las dos relajaciones. La estrategia --
mds eficaz depende también del papel jugado
por (CP) en la generacibn del valor de A a -
usar en (CPRA), puesto que (CP) puede ser em
pleado para generar un valor inicial de A --
que puede ser mejorado por cualquier mé&todo

independiente.

Para indicar los posibles métodos para encon
trar un valor de X adecuado vamos a conside-
rar con objeto de simplificar la notacién, -
la situacibdn antes de que se haya efectuado

ninguna ramificacidén. Entonces (CP) es (P) vy
(CPRA) es precisamente (PRA)' La situaci6n -

general es completamente andloga.

Hay dos tipos de aproximacidn al célculo de

QUESTITO - v.2, n°? (funy 1978)

un valor adecuado de ) para (PRA): la (sub)
optimizacidn del programa lagrangiano dual
cbncavo (D) y la (sub)optimizacién del pro-
grama lineal (P*). La primera aproximacidén
proporciona )X directamente, mientras que la
segunda proporciona A indirectamente como -
el vector multiplicador asociado a las res-
tricciones Ax>b de (P¥*).

Consideremos el primer enfoque. Uno de los
métodos mas prometedores para la blsqueda -
de una solucidn 6ptima de (D) es via el mé-
todo de Agmon - Motzkin - Schoenberg tal co
mo lo han reelaborado Held y Karp, /37/, ©
como lo expone el estudio de Held, Crowder
y Wolfe, /38/. La idea es muy sencilla. Sea
2Y>0 la estimacidn en curso de una solucibn
Sptima de (D) y sea x” una solucién 6ptima

de (Pva). Entonces la nueva estimacidn es:

v+ 1 Y

W= max OV + 0¥ (b - axY), 0}

donde el operador MAX es aplicado componente
a componente y 8¥ es un paré@metro que ha de

satisfacer ciertos requerimientos, /38/. El

vector (b - Ax”) es un subgradiente de -

v(PRA) para A=Av pero la secuencia <v{PR,y)>

v
no es necesariamente mon&tona. En muchasx——

aplicaciones, /37/, /38/, /39/, se han obte-
nido resultados favorables. Otra alternativa
consiste en aplicar a (D) un método ascenden

te, /39/, /40/, /36/.

Consideremos ahora la aproximacibén indirecta
via (P*). Ouizis el método mis evidente con-
siste en la aplicacifén de la programacidn ge
neralizada (descomposicifén de Dantzig - Wol-
fe) a la porciébn del cierre convexo de las
restricciones de (P*) expresadas en funcibn
de sus puntos extremos. Los problemas genera
dos son, precisamente de la forma (PRA)' -
Otra posibilidad seria aplicar a (P*) el mé&-
todo simplex primal-dual acomodado para ope-
rar con el cierre convexo. Este mé&todo desa-
rrollado por Fisher y Shapiro, /40/, puede -
ser interpretado también como un método as--
cendente para (D). En algunas aplicaciones -
la forma de las restricciones que describen
el cierre convexo de (P*) permiten aplicar a
(P*), directamente, el método simplex dual,
que es posiblemente uno de los mejores para
obtener r&pidamente un valor de A, cuando se

puede aplicar.
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