TESTS Y ALGORITMOS OPTIMOS Y SUBOPTIMOS PARA LA DECISION
DE HIPOTESIS ESTADISTICAS EN PRESENCIA DE MEZCLAS

E. SANVICENTE

En este trabajo se presentan tests, y sus correspondientes algoritmos, para
la decisidn de hipbtesis estadisticas en presencia de mezclas. Después de ex
plicar el modelo, se considera el test S6ptimo, basado en maximizar la verosi
militud, y se introducen modificaciones que, aunque lo apartan de la optima-
lidad, lo hacen de implementacidn mds facil.

1. INTRODUCCION

Dadas dos poblaciones gaussianas de diferen-
tes medias e iquales varianzas, es bien co-
nocido /1/, /2/, el problema de decidir con

el valor de una muestra la poblacidn de la -
que dicha muestra fue extraida. La situacién
puede también plantearse en los siguientes -
términos, més apropiados para nuestro propd-
sito: dados dos nimeros reales, m, ym,y -
observando z=m+x donde m es m, ¢} m, y x es -
una variable aleatoria gaussiana de media ce
ro y varianza 02, decidir si en la construc-
cién de z intervino m, 6 m,. Obviamente la -
decisibn puede llevarse a cabo con A mues-
tras en lugar de una, teniéndose entonces --
A)=m(l,..,l)+

2 (errores de las

que decidir en base a (21""’2

+(x ..,XA) donde x

17" 17"
mediciones) se suponen incorreladas y por --

ello independientes.

En lo anterior no hay nada esencial sobre el
vector (1,...1) ni sobre el hecho de que m -
pueda tomar sblo dos valores. Asi, un problg
ma de dificultad esencialmente equivalente -

es decidir sobre m € {ml,...,mu}, siendo m

1’

.,mU nlmeros reales con m1<...<mu, cuando
se observa (zl,...,zA)=m(a1,...,aA)+(x1,...,
XA) donde (al,...,aA) es un vector fijo. Por

conveniencia supondremos que

pasando cualquier factor de escala a las m,
ces M.

La dificultad aparece, sin embargo, cuando
las muestras se mezclan por efecto del pro-
ceso de observacién (medicidén). Concretamen
te supondremos la forma de interaccién que
se describe a continuacidn.
Dada la sucesidn m(1l), m(2),...,m(k), ... -

con valores en {ml,...,mu} se observa no ya

m(i) a(k-(i-1)4a) + x(k), k=1,2,...
1

i~ 8

i

(donde se ha supuesto a(j)=0, j#l,...,4), -
sino

«©
z(k) = m(i) a(k-(i-1)A) + x(k),
i=1

con (d(1),...,3(A)) conocido y dependiente
del proceso de medicidn. Por convenio d(j)=
=0, j#l,...,&. Supondremos también que E>A
vy que (d{(1),...,8(A))#(0,...,0). Obsérvese
que, por ser l<w, s6lo hay gn cada z(k) mez
clas de un nfimero finito de m(i). Por ejem-
plo, si EidA (8§ natural mayor que 1) en --
z(k) influyen ademds de m(k) otros §-1 valo

res de la sucesidén como mucho.

En estas condiciones se trata de ver cémo -
decidir sobre la sucesién m(l), m(2),
m{k), ...

z(k), ... ...

e ey

que originé la z (1), z(2),...
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2. EL TEST DE DECISION

Supondremos que la longitud de la sucesidn
es finita: m(1),...,m(L). A dicha sucesidn
le corresponde otra z(k) de longitud AL+ (A-
-A), ya que aungue z(k) pueda considerarse -
infinita, para k>AL+A-A es z(k)=x(k), que -
no contiene informacibén sobre los posibles
m(l),...,m(L). Llamemos m=(m(1l),...,m(L)) ¥y
z={z(1),...,z(AL+A-A)) . m puede ser una de
ul posibles sucesiones, ml,...,mUL y se tra
ta de decidir sobre cudl de ellas se usd en

la construccidn de z.

Llamando verosimilitudes a las uL funciones
de densidad condicionadas fZ M(zlmi), i=1,
...,UL, se decidird (una vez obtenida z) --
aquella m gue maximiza la verosimilitud. Es

decir, llamando f# a la decisibn,

A
m = arg max

1
m ,...,m

sz[M(zlm)’
u

donde por arg méx se denota, con z fijo, el

argumento que maximiza leM
uL posibles valores de m.

(z]jm) para los -

Ademis de ser razonable, el test anterior -
da la mi&xima probabilidad de decidir correc
tamente si se suponen ml,...,muL equiproba-
bles.

En efecto; designemos por pT(c) la probabi-
lidad de decidir correctamente usando el --
test y comparémosla con la PT.(C) obtenida
con otro test. Como

py(c) = f....fz Pplc|z) £ (z) dz

serd pT(c) > pT.(c) si pT(c[z) > PT.(ClZ)'

i_(2)

T (z)
Pero pT(c]z)=p(m

iT'
|2), py.(clz)=p(m |
|z) siendo i.(z) (respectivamente i_,(2)) la
decisidn del test T(resp. T') al recibir z.

Para que sea

basta tomar

o = arg m&x p(mi!z) =

arg m&x {fZlM (z{mi) p(mt)}
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Por ello adoptaremos dicho test aqui, y lo -
llamaremos 6ptimo a sabiendas de que las ml,

L
...,mu pueden no ser equiprobables.

3. ALGORITMOS DE DECISION PARA EL TEST OPTI-
MO

Llamemos y=(y(1),...,y(AL+Z-A)) con

y(k) = I m(i) d(k-(i-1)4).
=1

kS

Entonces z=y+x y se tiene leM(zlm)=fZ|Jz|yL

donde y es el (finico) vector que corresponde
a m. Como leY(zly)=fle(z—y|y), ya que el -
jacobiano

2(1),...,2{AL+A-3)

y(1) , ...,y {(AL+A-R)

suponiendo x y m independientes, se puede po
ner fZIM(zlm)=fX(z—y).

Ast

é
B
5=

1 AL;A—A (Z &)y (k) )2
L o

donde ||.|| denota la norma euclidea.
La anterior se puede afin poner como

{<z,y> - = [ly|f}

arg max 5

L
Y s4-41Y

donde <.,.> es el producto escalar ordinaria
El algoritmo de decisidn es asi:

1) calcular (off-line) % Hy[|2 para los ul -
posibles vectores y

2) Obtenido z, calcular <z,y>
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3) Calcular <z,y> - % ||YH2

4) Calcular el miximo de los uL <z,y> -
1 2
-1 iyl

5) Si el m&ximo se obtiene para yi, decidir

i
m .

El algoritmo anterior se puede modificar e-

quivalentemente como se dirf a continuacién.

Para ello empecemos por poner

AL+A-A .
I z(k) y (k) =
k=1
AL+A-A L,
= I z(k) Im(3) &(k-(j-1)a) =
k=1 j=1
Lo AL+A=A
=Im(j)  z(k) alk-(j-1)4) =

1 k=1

AL+A=A
z(j) = z

z (k) a(k-(j-1)A)
k=1 ‘

z(n+(j=-1)A) &(n)

ya que

Gg{n) = 0, n#l,...,A.
Con ello el algoritmo anterior puede ponerse

en la siguiente forma:
1) Como antes.

2') Obtenido z, descomponerlo en los L vecto
res (solapados): (z(l),...,z(K)), (z(A),
rernesZ(AHE)) o, (2((L-1)A) , ..., 2((L-1) A+
+A)) y multiplicar escalarmente (&(1),..,
8(A)) por cada segmento para obtener -
(z(1),...,z(L)).

2") Multiplicar escalarmente z= (z(1),.....,

z(L)) por cada uno de los uL m.

Obsérvese que 2') 2") equivalen al 2) ante--
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rior.

3) Como antes.

4) Como antes.

5) Como antes.

Ahora también, hasta que no se dispone de -
z (L) no se puede llegar a una decisién. Es-
to es un grave inconveniente cuando L es --

elevado y nos sugiere la bisqueda de un test
sub6ptimo, mis ficil de implementar.

4. EL TEST SUBOPTIMO Y SU ALGORITMO DE DECI
SION

Obsérvese que [ es el vector que nos permi-
te decidir. El, pues, debe llevar dentro de
si la informacién sobre m(l),...,m(L). Vea-
mos en qué modo.

AL+A-A
t(3) = ¢ z(k) d(k-(j-1)A) =

k=1

AL+A-A

= I (y(k)+x(k)) da(k-(j-1)a) =
k=1

AL+A-A{ L

= T L om(i) a(k-(i-1)A)+x(k) .
k=1 |i=1

Ar+R-A
« Ak-(3-1)A) = Im{i) I &(k-(i-1)A) -

i=1 k=1

AL+Z—A
< a(k-(3-1)A) + I
k=1

x(k) dk-(3-1D2) =

m(i) R(i-1,3-1) + E(3j)
1

1]
[ e

donde

AL+A-A
R(i-1,j-1) = I
k=1

a(k=(i-1)4) a(k-(j=1YA)

AL+A-A
£(j)y =
k=1

x{k) d(k=-(j-1)A)

Matricialmente se puede poner:
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;(1)] [ R(0,0)++++-R(L-1,0) (m(l) £(1)

. = e s s e s s sess et . + .

z (L) R(0,L-1)++*R(L-1,L~-1)} {m(L) £ (L)

donde la matriz LxL anterior es no-singular,

hecho este que tendrd utilidad luego.

La matriz R es positiva definida, y por ello
no-singular, como se comprueba a continua--

cién.

Siendo v=(v(l),...,v(L)) un vector cualquie-

ra de L dimensiones, es

L L
<v,Rv> = I L v(i) v(j) R(i-1", j-1) =
i=1 j=1
L L AL+A=A
=1z L v(i) v(j) L a(k-(i-1)A) .
i=1 j=1 k=1

« a(k-(3-1)8) =

AL+A-A{ L )
= I L v(i) a(k-(i-1)4

que nunca es negativa. Para que sea nula de-
berd tenerse

v(i) d(k-(i-1)a) =0

™M

para todo k, lo que implica que v(1)=0 (re--
cuérdese que (&(1),...,d(A))#(0...0)) y, rei
terando el razonamiento, v(2)=...=v(L)=0.

Volviendo al problema del test subb6ptimo, la
forma en que (m(1),...,m(L)) influye en -
(z(1),...,z(L)) sugiere, como alternativa al
test de decisién 6ptimo, estimar m linealmen
te por minimos cuadrados. Suponiendo E (m)=0

por conveniencia y sin restringir la genera-

lidad, se tiene entonces f=x~! & t, /3/, -

. mg oL

supuesta K;C existente (ver luego). ch y --

KCC son:
ch =E {mzg'}
K, =E {¢z'}

donde los vectores se escriben como columnas

y el acento denota transpuesta.
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Sin embargo, aungue % minimiza E Hm-%]lz, -

-1
la fé6rmula ch KZE

L
un elemento del conjunto ml,...,mu . La di-

¢ no produce, en general,

. . . A
ficultad se solventa discretizando m compo-
nente a componente como se indica a conti--
nuacién. Con R, definido como el subconjun-

to de la recta real

m -m m -m
. . - .
R, = {xE€R: i-t J_x—m,< i*1 J '
2 72

si %(i)eRj, t6mese ﬁ(i)=mj. Asi, se toma el

i . . y
m- m8s cercano, en distancia euclidea, a m.

Para poner la f6érmula que da m mds directa-
mente en funcibn de los datos, recordemos -
que ¢=Rm+f{. Entonces, /4/:

mg mm

K

|
el
=
-]
+
=

e mm £g’

puesto que R es simétrica.

E {g(i) £(j)}, elemento (i,j) de Kgg' vale:

A +E-A
E {g£(i) &(j)} = E I x(k) a(k-(i-1)A)-
k=1
AL+K-A
z x(1) §(l-(j-1)n)} =
1=1

AL+A-A AL+A-A

= I z g (k-(i-1)4A) -

© &(1-(3-1)4) o? 8, =

= g% R(i-1,3-1)

ya que

2

E {x(k) x(1)} = ¢° ¢

k1’
donde le=l si k=1 vy 6k1=0 si k#l.

Matricialmente es, pues: K =02 R.

123

Para calcular K recordemos que el test 6p
mm L

timo suponia ml,...,mu

equiprobables, y --
eso es también lo que se supondr& ahora. —-
Ello equivale a decir que las variables --
aleatorias m(l),...,m(L) son independientes

y toman los valores ml,...,m con probabili

U

‘dades 1/u. Por lo tanto:
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fo, j#i
E{m(i) m(3)} =l
L(mi+...4ml), 3=1

Matricialmente se pondréa: Kmm=ci I, donde I

es la matriz identidad y 03=%(m2

2
1+'"+mu)'

Asi se tiene:

h=02RRoZ R+02 R = R+ — 1)}
° Ox

donde la inversa de oi R’+0°R existe por ser

la suma de dos matrices positivas definidas.

Este test subdptimo, en ausencia de errores
de medicibn, da §=%=Rulc, como debiera. Por
otra parte, como <z,y>=<z,m> (ver 2")) y en
ausencia de mezclas es ||y|f= [Im|f, se tiene
para el test Sptimo:

1
méx {<z,y>— __|;y|ﬁ}
2

1 2
max {<c,m>— ——[|m||}=
y 2

m

min Hz;—m||2
m

por lo gue, si ;(i)eRj es &(i)=mj.

Para el test sudptimo (d=o, R=I) se tiene --

que précticamente coincide con el dptimo --
(=z) en circunstancias usuales de medicibn -

(04>>0) .

El algoritmo para el test subSptimo queda en
tonces asi:

2') Como antes.

2") Como antes.

2
o
38) calcular (R + I)_l (off-line)
O %
2
o -1
4s) calcular % = (R + > I)
O %

55) si %(i)eRj, témese A(i)=mj.

Los pasos 3S), 4S) y 5S8) son subSptimos. Ob-
QUESTITO - v.2, n°2 [juny 1978)

sérvese que se ha evitado el paso de compa-
racidn del algoritmo 6ptimo. La ventaja prin
cipal de este algoritmo subfptimo se veréd,

sin embargo, en el apartado siguiente.

5. EL. ALGORITMO SUBOPTIMO EN REGIMEN ESTACIO
NARIO

Con el algoritmo subdptimo se puede ir deci--
diendo sobre los valores de la sucesibn --
m(k) sin necesidad de conocer el vector z -
en su totalidad, lo cual es bdsico cuando L
es grande. Para ver esto, notemos que -

2
[9)

R +

O %

es una matriz de estructura esencialmente -
diagonal, obtenida desplazando hacia abajo
un vector (generador) de dimensibn 28+1, si
métrico con respecto a su componente cerntrah.
La matriz inversa participa de esas mismas
cualidades, afin cuando el vector que la ge-
nera tenga dimensién 28,+1 con §,>8. Sea el
el vector generador g={g(8,),...,9(1),g(0),
G=1)senarg(=8,)).

El algoritmo de decisidén es:
2') Como antes.
2") Como antes.

3's) calcular

(off-line) para obtener el vector gene-
rador g.

4's) m(k) = © g(l) t(k-1), con £(3)=0

1=-8
*

para j#1l,...,L.
ObServese que la decisi6n sobre m(l) se pue

de hacer al tener z(1),...,z(1+8,) y no hay
que esperar a disponer de z(L).

N6tese tambié&n que aungque 4'S) y 4S) coinci-

den en ré&gimen estacionario (a partir de --

k>1+8,) dan resultados algo diferentes para
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los

55)

6.

primeros (y Gltimos!) k's.

Como antes.

CONCLUSION

Se han presentado diversos algoritmos para -

decidir entre un nimero finito de hipbtesis

en presencia de mezclas. De todos ellos, el

filtimo es el m&s eficaz, alin cuando no sea -

6ptimo, al simplificar el tipo de decisibn =~

requerida por el algoritmo Sptimo y permitir

realizar decisiones secuencialmente.

7.
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