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En el concepte de " bucles" hi ha implícit el d'"infinit" . En molts deis dibuixos 
de M.C. Escher s'hi poden veure copies múltiples d'un tema determinat que s'a
coblen les unes a les altres, i conformen, així, els analegs visuals deis canons 
de Bach. Diversos d'aquests esquemes apareixen en els seus gravats més fa
mosos. Igual que el Canon eternament remuntant de Johann Sebastian Bach, 
progressen i progressen a partir d'un punt inicial i de sobte es troben al punt 
de partida . Alguns dei s dibuixos mostren un tema concret en diversos nivells 
de realitat. L'observado r no pot sinó quedar atrapat per una cadena implícita 
de nivells, en que per a cada nivell sempre n'existeix un altre més amunt, de 
més "realitat", i, així mateix, un altre més avall, un nivell més " imaginari". Tot 
aixo per si mateix ja ens pot produir vertigen. Pero, i si la cadena de nivells, en 
lloc de ser lineal , forma un bucle? Que és aleshores el real i que el fantastic? 
El geni d'Escher consisteix a haver pogut no solament concebre, sinó repre-
sentar, negre sobre blanc, figura i fon s, dotzenes de móns meitat reals i meitat mítics, móns plens 
de bucles estranys que ell posa davant del ulls del contemplador com convidant-lo a penetrar-hi. [ ... ] 
En els exemples de bucles estranys de Bach i d'Escher hi ha un conflicte entre el finit i l'infinit i, con
seqüentment, una torta sensació de paradoxa. La intu'ició ens diu que hi ha alguna cosa matematica en 
joc. Dones bé, en aquest segle s'ha descobert, en efecte, una contrapartida matematica que ha tingut 
unes més repercussions tremendes. Així com els bucles de Bach i Escher corres ponen a intu'icions molt 
simples i antigues -una escala musical, una escala arquitectonica enroscada-, així també el descobri
ment de K. Godel d'un bucle estrany en els sistemes matematics té el seu origen en intu'icions sim
ples i antigues. En la seva forma més nua o descarnada, el descobriment de Godel suposa la traducció 
d'una vella.paradoxa filosofica a termes matematics. Em refereixo a l'anomenada paradoxa d'Epimenides, 
o paradoxa del mentider. Epimenides, cretenc, va ter immortal aquesta asseveració: "Tots els cretencs 
són mentiders". Una versió més esmolada de la paradoxa és senzillament: "Aquesta veritat és falsa". 
És una asseveració que de manera brutal contradiu la dicotomia tan generalment acceptada entre as
severacions vertaderes i asseveracion s falses, jaque si per un moment la prenem coma vertadera, im
mediatament se'ns dispara per la culata i comencem a pensar que és falsa. Pero un cop hem decidit que 
és fal sa, un tret per la culata semblant ens fa tornar a la idea que és vertadera. 
La paradoxa d'Epimenides és un bucle estrany d'un sol pas, com el Canon eternament remuntant de 
Bach i les Galeries de qravats d'Escher. 1 quina relació té amb la matematica? Aquí és on entra el des
cobriment de Godel. A Godel se li va ocórrer la idea d'utilitzar el raonament matematic per explorar 
el raonament matematic. Aquesta idea de ter de la matematica una disciplina "introspectiva" va re
sultar ser enormement dinamica. ( ... ) 
Godel va intuir que una proposició de la teoria deis nombres podia parlar sobre una proposició de la 

Le concept de« boucles » s'insere dans celu i de l' infini. Dans de nombreux dessins de M.C. Escher, il est pos
sibl e de voi r mult iples des copies d'un theme déterminé qui s'accoupl ent les unes aux autres, constituant ain-
si les analogues visuels des canons de Bach. Plusieurs de ces schémas apparaissent dans ses gravures les plus 
connues. Comme dans le Canon Perpétuel de Johann Sebastian Bach, elle progressent et progressent a par-
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t ir d'un point central pour bi entot se retrouver au point de départ. Certains des dessins montrent un theme 
donné en divers niveaux de réalité. L'observateur a s'observer lui-meme comme une part ie propre d'un autre 
ni vea u. Et une fois ce pas franchit , l'observateur ne peut que se sentir attrapé par une chaí'ne impl icite de ni
veaux dans laquel le au sein de chaq ue niveau existe un autre encore plus élevé, de plus gra nde« réal ité ». et 
parei llement un autre plus bas, un niveau plus« imaginaire ».Ce phénomene, a lui seul, peut causer le ver t ige. 3 

Mais si la chaí'ne de niveau, au l ieu d'etre linéaire formait une boucle ? Le génie de Escher est de non seu le
ment avoir pu concevo ir, mai s auss i d'avoir pu représenter, no ir sur blanc, figure et fond, des diza ines de 
mondes mi-réels, mi-mythiques, mondes pleins de boucles étranges qu'il met en vue de l'observateur comme 
pour l 'inviter a y pénétrer. [ ... ) 
Dans les exemp les des boucles étranges de Bach et de Escher, il y a un conflit entre le fini et l'infini et, par con
séquent, une forte sensation de paradoxe. On a l'intuit ion que quelque chose de mathémat ique est en jeu. Ainsi, 
durant ce siecle, une contrepattie mathématique en a été découver te, ce qui a eu des répercussions impres
sionnante s. Comme les boucles de Bach et les travaux de Escher correspondent a des intuitions tres simples 
et anciennes - une échelle musicale architectura le, un escal ier- la découverte, par K. Godel, d'une bouc/e étran
ge dans les systemes mathématiques trouve son orig ine en des intuitions simples et anciennes. Dans sa forme 
la plus nue et la plus crue, la découverte de Godel suppose la traduction d'un vieux paradoxe phi losophique en 
termes mathéma t iques. Ainsi en est- il du paradoxe de Épiménide, ou paradoxe du menteur. Épimén ide, un cré
tois, fit cette affirmation immortelle: « Tous les crétois sont des menteurs ». Une version plus aiguisée du pa
radoxe est simplement : « Cette vérité est fausse ». C'est une affirmat ion qui contredit brutalement la dicho
tomie généra lemen t acceptée entre des affirmation s vra ies et des affi rmations fa usses. Si durant un temps 
nous la prenons pour vraie, el le nous prenda revers, nous obl igeant a penser qu'elle est fausse. Mais une fois 
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teoría dei s nombres (fins i tot, potser sobre ella matei xa) a condici ó, simplement, de ter que els 
nombres complissin la func ió de les proposicions. Dit d'una altra manera , en la medul ·la de la seva 
construcció hi ha la idea de "codi". En el Codi de Godel , anomenat generalment numeració de Godel, 
el s nombres complei xen funcions de símbols i de seqüencia de símbols. D'aquesta manera , com que 
és una seqüencia de símbols especialitzats, cada proposició de la teoría deis nombres adquireix un 
"nombre de Godel", una cosa semblant a un número de teleton o de matrícula de cotxe mitjan~ ant el 
qual ens hi podem referir. Aquest recurs de codificació permet que les proposicion s de la teoría deis 
nombres s'entenguin a dos nivells diferents: com a proposicions de la teoría deis nombres i com a pro
posicions sobre proposicions de la teoría deis nombres. 
Un cop inventat aquest esquema de codif icac ió, el trasplantament f inal de la paradoxa d'Epimenides 
a aquesta teoría diría: "Aquesta asseveració de la teoría deis nombres no té cap demostració en el sis
tema deis Pr incipia Mathematica." 
Els lectors moderns segurament no experimentaran davant d'aixo la mateixa perplexitat que els de 
1931, ja que en aquest interval la nostra cultura ha absorbit el teorema de Godel, juntament amb les 
revolucions conceptuals de la relativitat i de la mecanica quantica i els seus missatges filosOficament 
desorientadors han arribat fins al gran públic, tot i que afeblits per diverses capes de traducció. L'actitud 
general dei s matematics d'avui consisteix a esperar solament resultats " limitats"; pero el1931 la co
sa va caure com un llamp sec. ( ... ) 
Aquells mateixos anys (entre 1930 i 1950) van veure com es desenvolupaven a bots i empentes les te
ories computacionals pioneres lligades, íntimament, a la matematica. El teorema de Godel no va tri-

que l'on a décidé qu'elle était fausse, une prise a revers analogue nous fait revenir a l'idée qu'elle est vraie. 
Le paradoxe de Épiménide est une boucle étrange a luí seul, a u m eme tit re que le Canon Perpétuel de Bach ou La 
Galerie de Gravures de Escher. Quel est le point co mmun avec la mathématique? C'est la qu'intervient la décou
ver te de GOdel. 11 eu t l 'idée d'ut il iser le rai sonnement mathémat ique pour explorer le raisonneme nt mathémati
que. Cette idée de faire de la ma thémat ique une discipline « introspect ive » résul tat etre fort dynamique. [ ... ) 
Pour ne pas laisser le lecteur sur sa fa im, je brosserai en quelques coups de pinceau le nucleus de cette idée. 
11 fau t , en premier lieu, défini r ou se situe exactement la difficulté. Les propositions mathéma t iques - limi
tons nous a celles de la théorie des nombres - se réferent aux propriétés des nombres entiers. Les nombres 
ent iers ne sont pas des proposit ions, comme ne le sont pas non plus leurs propriétés. Une proposi t ion de thé
orie des nombres ne ment ionne r íen a propos d'une proposition de théorie des nombres ; ce n' est qu'une pro
position des nombres. Voila le coeur du probleme. Godel se rendit compte que quelque chose y bouillait. 11 eut 
l'intuition qu'une proposi t ion de théorie des nombres pourrait discouri r a propos d'une proposition de théo
r ie des nombres (voire a propos d'e lle-meme) a condi t ion, simplement, de fai re en sorte que les nombres rem
plissent la fonction des proposi t ions. Di t aut rement, dans la moell e de sa construction se t rouve l'idée de« co
de ». Dans le Code de Godel, communément appelé « numération de Godel », les nombres remplissent des fonc
t ions de symboles et de séquences de symboles. Etant une séquence de symboles spécia lisés, chaque propo
sition de théorie des nombres acquiere un « nombre de Godel », quelque chose ressemblant a un numéro de 
té léphone ou une plaque minéralogique permettant de s'y référer. Ce recours a la codi fication permet que les 
propos itions de théor ies des nombres se comprennent a deux niveaux distincts : comme propositions de thé
orie des nombres et comme proposit ions a propos de propositions de théorie des nombres. 
Le schéma de codi fication inventé, la t ransposition finale du paradoxe d'Épiménides dans cette théorie dirait : « 
Cette affirmation de théorie des nombres n'a pas de démonstration dans le systeme des Principia Mathemetica ». 
Les lecteurs modernes ne pourront y ressentir la meme perplexité que ceux de 1931, puisqu'entre temps, notre 
culture a absorbé le Théoreme de Godel, au meme t itre que les révolutions conceptuelles de la relat ivité et 
de la mécanique quant ique et leu rs messages phil osophiquement déroutants ont été divu lgués jusqu'au 
grand public, bien qu'émoussés par dif férentes couches de traduction. L'att itude générale des mathémat iciens 
actuels est de ne pas en attendre autre chose que des résultats « limita tés », mais en 1931 son théoreme fit l'ef
fet d'une bombe. [ ... ) 
Ent re les années 30 et les années 50, les théories sur la computa t ion pionieres étaient intimement l iées a la 
mathématique. Le Théoreme de GOdel ne tarda pasa gagner une place dans un pr íncipe parallele a la Théorie 



gar a tenir, en la teoría de la computació, un principi paral-lel (descobert per Alan Turing) que revela
va !'existencia de "forats" inev itables fins en la computadora més potent que es pugui imaginar ... 
(de fet, la nació de bucle estrany o paradoxa autoreferencial esta íntimament unida a la de "jerar
quía enredada ", freqüent en programacions codificades). ( ... ) 
Una "jerarquía enredada" aparei x quan el que se suposava que era una serie de nivells nftidament 
jerarquics ens sorpren tancant-se sobre ella mateixa, de manera que viola el principi jerarquic. L'element 
sorpresa és important i per aixo aquests bucles s'anomenen "estranys". 
El llenguatge -tota programació codificada i tot sistema formal- origina bucles estranys quan parla 
d'ell mateix, directament o indirectament. En aquests casos, alguna cosa "interior" al sistema salta cap 
enfora i actua sobre aquest mateix sistema com si en tos "exterior". El que ens pertorba aquí potser és 
un assortiment, mal definit, de la inexactitud topologica: la distinció entre interior-exterior és esbo
rrada, comen la celebre configuració anomenada "ampolla de Klein ": encara que el sistema sigui una 
abst racció, la nostra ment apel·la a la imaginació espacial amb l'ajut d'un tipus de topología mental. [ ... ] 
La informació flueix, en efecte, a través d'un complex remolí, entre els diversos nivells; mentre gira el 
remolí, algunes de les seves parts es veuen magnificades, redu"ides, negades o, sigui com sigui, dis
torsionades; després, es van emmotllant de nou a la mateixa especie de "remol í", i així una vegada i 
una altra ... ; tot aixo procura reconciliar el que és amb el que pensem que és o desitjaríem que tos. 

[Extractes de Douglas R. Hofstadter: Godel. Escher, Bach un eterno y grácil bucle, Tusquets, col. Meta temas, Barcelona 1995] 

Douglas R. Hofstadter. Matematic i físic. Premi Pulitzer i American Book Award, 1998. 

1 Esquema geometric " Print Gallery•• superposat a la seva lltografla 
Lithographie ""Print Gallery", superposée avec un schéma géométrique., M.C. Escher, 1956. 

z Desenvolupament de l'esca la impossible de Penrose Développement de l'escalier impossible de Penrose. M.C.Escher 
3 " Met amorphosls 11" "Métamorphose 11", M.C. Esche r. 1939·40. 
4 Els clentíflcs de l' lnstitut de Met eorologla 1 Oceanografla de la Un lversltat d'Utrecht van ll a n~ar a ralg lfqulds acolor lt s en un tanc d'algua 

sa lada 1 van observar com es generaven turbulencles 1 esclats 1 els l fqu lds col·lidlen 1 s'organitzaven en un vor t ex de dos caps. 
Les scientifiques de L'lnstitut Météorologique et Océanographic de I'Universit é d'Utrecht versnat avec puissance un liquide coloré dans un 
réservoir d'eau salée et observan! la réactiion et s'organisant en un tourbillon de deux 

de la Computat ion (d écouvert par Alan Turing), príncipe qui révélait l'existence de « trous » indétectables, me
me pou r l'ordinateur le plus puissant qui soit... (de fa it, la notion de boucles étranqes, ou paradoxe auto-réfé
ren t iel est int imement liée a celle de « hiérarchie brouil/onne », fréquemment utilisée lors de programmations 
codi f iées). [ ... ) 
Une« hiérarchie broui llonne » apparalt quand une sér ie de niveaux hiérarchiquement ordonnés nous donne la 
surpri se de se refermer sur elle-meme, de sorte qu'elle vio le le príncipe meme de hiérarchie. L'élément su r
prise est d'impor tance, d 'ou le fa it de nommer ces boucles « ét ranges ». 
Le langage - to ute programmat ion codif iée ou tou t systeme formel - forme des « boucles étranges » quand 
il parle de lui-meme, que ce soit de forme directe ou indirecte. 
Dans ces cas, quelque chose d'« in térieur » au systeme bond it vers 1'« extérieur » et ag it sur lui-meme, com
me s' il en était extérieur. Ce qu i nous perturbe ici a affaire a un assortiment , mal défini , de l' inexactitude to
polog ique : la di stribut ion entre intérieur et ex térieur s'efface, comme la célebre configuration nommée « bou
tei lle de Klein » : meme quand le systeme est une abstraction, notre esprit appel le a l'imag inat ion spatiale, avec 
l'aide d'une forte topolog ie mentale. [ ... ) 
L'information s'écoule, a travers un tourbil lon comp lexe, entre les différents niveaux; le tour billon s'ag ite. 
Certa ines de ses pa rties sont vues de forme magnif ique, réduites, niées, souffrant de distorsion. Puis elles re
tournent se fa ire moudre au meme type de« moulin », ainsi encore et encore ... ; ceci permet de réconcil ier ce 
qui est avec ce que nous aim erions qui soit. 

[Extraits de Douglas R. Hofstadter: Godel. Escher, Bach un eterno y grácil bucle, ed. Tusquets, col. Metatemas, Barcelone 1995] 

Douglas R. Hofstadter. Mathématicien et physicien. Prix Pulitzer et American Book Award, 1998. 


