Pub. Mat.UAB
N°20 Set. 1980
Actes VIT JMHL

UNA NOTA SOBRE CUADRADOS UNIVERSALES DE GRUPOS
P. Jara Martinez

Dpto. de Algebra y Fundamentos
Universidad de Granada

ABSTRACT. In this paper we define two kinds of
‘universal square: the almost cocartesian square and the
mi xed cartesian square {mixed pullback}), and we prove
its existence. We use them to buil short exact sequen-—
ces from others given under determined conditions.
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Dado un grupo G se considera la categoria de G-grupes, G-Gr, es-

ta es una categoria algebraica, por tanto es completa y cocompleta.

Definicidn. Sea Q un grupoy A, Bdos Q-mddulos. §i 1 A ——=> B es
un morfismo de Q-médulos y d : Q ———» B es una derivacion, se llama cua-
drade cartesiano mixto de y d a un cuadrado conmutative verificando:

D G es un grupo.
ii) J es un morfismo de grupos y d es una derivacidn, considerando

en A la estructura de G-mddulo inducida por w.

ili) Para cualquier otro grupe G’, un morfismo de grupos ¥ : G' —=> Q

y una derivacién d':G' —— A verificando (i), {ii} vy d ¢ = vd, existe
un finico morfismo de grupos w tal que d' = dw y ¢ =vw.
t
G . ¥
\LIL‘ -‘3
G — Q
d -
dl jd
A ¥ o B
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Teorema. 1. Sea @ ungrupoy a y B dos Q-mbédulos. Si v: A —= B
es un morfismo de (Q-mbdulos v d : Q ——» B es una derivacion, entonces

existe el cuadrado cartesiano mixtode ¢ y d.

Esquema de la demostracién. Se considera el producto semidirecto de

A por Q, que notaremos A ]Q, se define el subgrups
G =1,QcAlQ/ yla) = dq}

y las aplicaciones y:G6 — Q, d:G — = A, definidas

¢ @) = o da,q) = a.
Se demuestra que ¢ v d son morfismo de grupos y derivacidn respectivamente
y que verifican la propiedad universal enunciada en la definicién de cuadrado

cartesiano mixto.

El cyadrado cartesiano mixto se notard en lo sucesivo con un cuadra-

do en el vertice superior izquierdo, y el grupe G se notara AnBQ.

Como consecuencia de la definicidn se tiene que $1 d es una aplica-
cién injectiva, entonces d también loes, y si ¢ es un epimorfismo, entonces

v tambien lo es.

Proposicion.?,.S5ea Q un grupo, A y B dos Q—médulés. Si y: A———=> B
es un morfismo de Q-médulos y d : Q ———= B es una derivacidn, entonces

. : : - k - -k
existe un isomorfismo w entre Kery v Kergp, talque v o =d ¢ .

Como consecuencia se tiene que dada una sucesidn exacta corta de
- T k3 . L
Q-modulos C #+—= A ——+> B y una derivacidén d¢ : 3 —— B, entonces

. l m
existe #na sucesion exacta corta C H4—sr MZBQ — .

Definicion. Sean A, B, ¢ Q-grupos, ¢:G —= Q un morfismo de Q-gru-
pos tal que ¢{g).g" = g¢g' g_l. S5i y:A——== B ¥y 2: A-—-——> G sonmor-
fismos de Q-grupos, se llama cuadrado casi cocartesiano de ¢ v ¢ aun
cuadrado conmutativo verificando:

i) H es un Q-grupo y la accidon de G sobre H inducida por ¢ veri-
fica g.h = gl h (g_l).

i1 ¢ v 2 son morfismos de Q-grupos. .

156



iii) Para cualquier otro Q-grupo H'y cualquier par de morfismos de
Q-grupes 4 G ———> H' ¥ ¢:B ——> H* wverificando (i), (i y la
igualdad ¢ o = ¢ ¢ existe un dnico morfismo de Q-grupos : H' — H

¥ ok

tal que ¥'= w ¥, ¥ =u ¥-

Teorema.3.Gean A, B, G Q-grupos y ¢:G — Q morfismo de Q-grupos
-1 .
tal que #(g).g' = gg’ g8 . Si p:A —= B y gt A-—> G sonmor-

fismos de Q-grupos, entonces existe el cuadrado casi cocartesiancode ¢ ¥ & -

Esquema de la demostracién. Se considera el producto semidirecto de B

por G, BI3G, y se define T = frg e (a)rc 2 (-a) / acA}, siendo oy T
las inyecciones de By G en el produciosemidirecto. Se considera la clausura
normal de T en B}G, N(T), y se define H igual al grupo cociente (B}G)/ N(T).

Los morfismos ¢ Yy ¢ son las composicionesde ., ¥ e con la proyeccién

B
de B)G en H.
Teorema. 4. En las condiciones del teorema 3 si la estructura de G-grupe de

A inducida por ¢ verifica l(al).a =a, +va,-a,, B es un G-mbdulo y un

2 1 2
A-mbdule trivial, entonces se verifica:
i} T es un subgrupo normal de B 1G.
i) Si & es un monomorfismo, entonces & es yn monomorfismo normal,

: . . c  -c -
iii) Existe un isomorfismo de Q-grupos » talque wt = 2 V.

Como consecuencia se tiene que dada una sucesidn exacta corta de Q-grupos
A —u—;'-a- - —® s C, siendo A un Q-mbdule, #C —=> Q morfismo
de Q-Jrupos verificando Qu(gl).gz = g8, g;l‘ y v:A——> B I
morfismo de Q-mddulos, se tiene una sucesidn exacta corta de Q-grupos

L
B 4+——=> H—>C.

El cuadrado casi cocartesiano se notara en lo sucesive con una circun-

ferencia en el vertice inferior derecho, y et Q-grupo H se notara BoﬁG.

A continuacidn estudiamos algunos teoremas que establecen la conmuta-

tividad de las construcciones de cuadrados universales.
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Teorema. 5. Para i=1, 2, sean Ai y Bi Q-mbdulos, Ai-ﬁ—-bGi—H: Ci‘
sucesiones exactas cortas de Q-grupos, ¢,1 : Ci —= Q morfismos de Q-gru-
pos verificando: o (gi g, = g_l giz g_-l. Si aui: Ai —_— Bi 50N mor-
fismos de Q-médulos, entonces existe un isomerfismo w que hace conmutative

el diagrama

Bl BZ—K——-—» (BXBZ)O(A A)(G xG)—é—bclwl(C

1 mi ) ’
Blle—H——b (Bo G)x(Bo Gz) ——-——+*-C1xC
Ay Ay

Teorema, 6. Sean A y B dos Q-médulos, ¢: A ——= B un morfismo de

2

Q-mbdulos, A +H—= G —F 4o C una sucesidn exacta corta de Q—grupbs,
b C— Q un morfismo de Q-grupos verificando @ﬂ(gl). 8,=8 8, gII.
Si D esunQ-grupo ¥ £: D — = C es un morfismo de Q-grupos, entonces
existe un isomorfismo ® que hace conmutativo el diagrama

B 4 BoA(GxCD) — =

H : IJ

B 4= (BOAG)xCD ~—t-a=- b
Teorema.7. Sean A- ¥ B dos Q-mdduios, A =G L 4> C una suce-
sién exacta corta de Q-grupos, ¢:C —— = Q morfismo de Q-grupos veri-
ficando &« (gl).g2 =88 gIl. 5i ¢:A — = B esun epimorfismo de
Q-mbdulos, entonces existe un isomorfismo haciendo conmutativo el diagrama

B 44— Bﬁ G —— C

| oo

B 44— BOAG——i—bC

Teorema. 8. Sean A, B, D Q-mddulos, #"A-——s By £ 85 ——= D
morfismos de Q-médulos, A H——e C — e C una' sucesion exacta corta de
Q-grupos, $:C —= Q morfismo de Q-grupos verificando:

$nig).g =gg g;l
En estas condiciones, existe un isomorfismo v que hace conmutativo el diagrama

D DoAG —te C

Il I |

b DoB(BoAG)——l-b C
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