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ABSTRACT. Inthis work we defime n-fold special exten-
siions and (G,n}-fold special extensions, and we prove
that the guotient set are greups for a determined equi-
valence relations. Also we buil an exact seguence wich
contains to these groups and wich is an extension of
the 5-term exact sequence of cohomology of groups.
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. . T m
Dada una sucesion exacta cortaide grupos N+H#—=G ——#Q yun
Q-mddulo A existe una sucesion exacta natural en Ay en sucesiones exactas

cortas NA—= G— Q

2
HI(Q,A) a—%Hl(G.A)—LHomG(Nab.A) —G—-Hz(Q,A)J-—H (G,A)

Definicién: Una (G ,n)—extensidn e special de N por A es una sucesidn exacta
corta de G-grupos
H: A-H—a-Hl——-Hz—-‘:- oo —>H L — H—%nN
que verifica: '
i} N es un subgrupo normal de G ( N4+ G —"+~Q es exacta corta)

iy &, Hl' . I-[n 1 son Q-méddulos.
- -1
iii) La accién de N scbre H, cumple ¢(h).H' = hh'h
Dos (G,n)—e)‘(tensiones especialesde N por A H y H' estan rela-
cionadas si existen ¢1,...., wn 1 morfismos de Q-mddulos y .morfismo de
G-grupos haciendo conmutative el diagrama
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H: A= H —=>es ~2H  —oem Hote

|| ll“"l ln‘ﬁ:— U, ”

H': Af— ‘H']—--,... —s-HI'"r —H'—PpN

Se define Sextg(N,A) igual al conjunto de clases de equivalencia de {G,n)

exlensiones especiales, para la relacidn de equivalencia engendrada por la ante-

rior relacién.

Definicidn: Una n-extensibn especial de G por A, siende A un G-modulo,.es

una sucesion exacta de E-grupos

Bt AdsH —sers —om 2——-'»-H—¢"E—"‘P’G

que verifica:
i) A, I-l r eee s Hn~2 son G-mddulos,
ii} La acciénde E sobre A, Hl’ s Hn_2 es la inducida por ™.

iii) Laacciénde E sobre H cumple: ¢(h).h' = hi' h L.

Dos n-extensiones especialesde G por A E y E' estan relacionadas
si existen LIERE Vo, morfismos de G-médules, V' morfismo de E-prupos y

¥ morfismo de grupds haciendo conmutative el diagrama

E:A#4>H —» " —=l —o H—= 5 —p

1 n-2
| foe b b
LA 4 1-[1'-—-4'» -0 —= H’ —2———1- H'—2»E'—»G
S5e define Sextn(G +A) igual al conjunto de clases de equivalencia de n-ex-

tensiones, para la relacion de equivalencia generada por la relacién anterior.

Teorema. 1. 5i Il—‘r 12——* e InWInT .

n
es una resolucién inyectiva de G-médulos de A y R-+4+—>F —+=G  es una
presentacmn libre del grupo G, entonces en cada clase de n-extensiones es-
pec1ales de G por A existe un Qnico representante con H‘i = Ii para i
Ilgual a 1,2,..,,n2, ycon E = F.

Esquema de la demostracidn. Dado un representante de la clase (E)

E A—n-—s-l-{l—» -—H —2--—-r-l-[“——-s-E--H>G
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se considera la construccidn siguiente

A 4;_,111-—-' el Hx F ——F G
I ol
A oo o H H—— E—=>G

Hemos realizado el cuadrado cartesiano de los morfismos F — E ¥

H ——= E, la sucesibn superior es una sucesibn exacla.

Se construye el diagrama siguiente:

R

A H—> 1'-1— - — _{n_zv——l—’o Dn-ZOB(HxEF) — T —4 G
A

Dn—2,

Se obtiene asi una n-exiensidn especial de G por A, habiendose realizade el

Hx F ——— F —G

cuadrado casi cocartesiano de los morfismos B ——» HxEF y B— Dn 2

Se demuestra que este elemento es independiente de la eleccion de los morfismos

F——> E vy Hi-—v I.l para i=1,2, eev o, 02,

' : . .. . n
Teorema. 2. Existe una biyeccidn natural entre los conjuntos Sext (G,A) ¥

NG, a).

Por esta biyeccién la imagen de la clase de la n-extensidn especial

A-ﬁ—*Hf—'—v---——»an >»H —=F —+ G

es la clase de

A—f-—> Hl——_v- .. — Hn_z-—-——v- Habl—-—'rZG@FIG ——> IG

Por tanto en Sext (G,A) exisle una operacidn que le da estructura de grupo

abeliano.

Teorema. 3. Si |, e——sl e — | » 1 > v
_— i 2 R n+l

\kC

. n
es una resolucion injectiva de Q-médulos de A, entonces en cada clase de

(G ,n)-extensiones especiales de N por A existe un represeniante con Hi =1
1

para i =1,2, ..., n-1.
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1]
Corolario. 4. Existe una biyeccidn natural entre los conjuntos SextG(N,A) y
1
SextG(N.Cn_
(N, A.

1). Y como Sexté(N,Cn 1) es un grupo abeliano, tambien lo es

Sext

[ =]

Vamos a construir una sucesion exacta que contiene a estos grupos
que es una extensidon de la sucesidn exacta de cinco términos, vamos a definir

los morfismos gue la forman, omitiendo las comprobaciones necasarias.
La sucesidn exacta es:

2
ulo,a) « s vl a =B Hom (N_ ,A) i w%0,8) 22 12, A)

8
ﬁbSexté(N,A) -—-—24»H3(Q,A) T T =28 4% ,a) 2.
8n n-1 Sn n+1 an+l -i1+1
—=>Sext, (N.A) —= H (Q,A) —% H (G,A) — ...

Se considera | wuna resolucidn inyectiva de Q-mbdulos de A

el — 1 — ..

- i 2

—_——r ...

1 i
nx\,_th/v n+l

y una resolucidn inyectiva de G-mddulos de A, de forma que cada ]i sea un

Q-mbduio y la estructura de G-mbdulo sea la inducida por .

1o}, —= 1, —> ... > ) o e

By C%‘“—(\ n+l
1]

Se consideran dos morfismos de compejos ¢ : 1 —s |

y i) —>1
1
que levantan la identidad de A. Entonces las dos composiciones son homotbpicas

a la identidad.

La definicion de o es conocida.
Para definir g . iy 2, basta con definir 82 y utiitzar los isomorfismos
n ~ 22 n-1 ~ 1 . :
¥ = H I t . = N,D . -
H (G,A) G Cn-z). y Sex G {N.AY Sextc( n—2> La imagen de la cla
se de la sucesion Cn—2 44— E ——» G por 82 es(A #4—» ExGN — M

Para definir 6.1, i2 2, basta con definir 62 y utilizar isomorfismos

andlogos a los anteriores. La imagen de la clase de la sucesibn

A #—> H —» N eslaclase de la sucesion A +— H » G = Q.

e N
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