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ABSTRACT .

	

In this work we

	

define n-f ol d speci al

	

ext en-
s i ons

	

and

	

( G, n)- f o I d

	

speci al

	

ext ens i ons ,

	

and

	

we

	

prove
t ha t

	

t he

	

quot i ent

	

set

	

are

	

qroups

	

f or

	

a

	

det ermi ned

	

equi -
val ence rel at i ons . Al so we bui I an exact sequence wi ch
cont al ns t o t hese groups and wi ch i s an ext ensi on of
t he S-term exact

	

sequence of

	

cohomology of

	

groups .
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Dada una sucesión exacta cortaide grupos N~~G-7T

+j Q y un

Q-módulo A existe una sucesión exacta natural en A y en sucesiones exactas

cortas

	

N-

	

G~- Q

H1(Q,A)~H1(G,A)s+HomG(Nab ,A) ~H2(Q,A)

	

°-`+H2(G,A)

Definición : Una (G,n)-extensión especial de N por A es una sucesión exacta

corta de G-grupos

H :

	

AMI---> H ,~

	

~H2--3 . . . -~>Hn-1

	

H

	

~++N

que verifica :

i)

	

N es un subgrupo normal de G

	

( N~?,- G ---nF~ Q

	

es exacta cort a)

ii)

	

A,

	

H1 ,

	

. . .

	

, Hn-1

	

son

	

Q-módulos .

1iii) La acción de N sobre H, cumple

	

~(h).H' = h h' h-

Dos (G,n)-extensiones especiales de N por

	

A

	

H

	

y

	

H' estan rela

cionadas si existen

	

,yl, . . . .,
~n-1

morfismos de Q-módulos y >U .morfismo de

G-grupos haciendo conmutativo el diagrama
149



rior relación .

que verifica :

150

H :

	

A *-9> H ---- . . .�H

	

-~ H----Fa N

,~ y1

	

1 n n_, W
~

H' :

	

A*, H'I---> . . .
~Hn'-1

	

-}{'-+>N

Se define SextG(N,A) igual al conjunto de clases de equivalencia de (G,n)
extensiones especiales, para la relación de equivalencia engendrada por la ante-

Definición : Una n-extensión especial de G por

	

A, siendo

	

A un G-módulo,,es
una sucesión exacta de E-grupos

H --.9 H ~E n+~ G

i)

	

A, H1 ,

	

. .. .

	

, Hn-2

	

son G-módulos .
ü)

	

La acción de

	

E

	

sobre

	

A,H1 , . . ., Hn-2 es la inducida por
üi) La acción de E sobre

	

H cumple :

	

~(h) .h' = h h' h-1 .

Dos n-extensiones especiales de G por A

	

E y

	

E' están relacionadas
si existen

	

~ t , . . . ,
~n-? modismos de G-módulos, 'y' morfismo de E-grupos y

y

	

morfismo de grupós haciendo conmutativo el diagrama

E : A 1 lo H --~ - --

	

~H~H -n E -w Gn2

l 1 -~1

	

1 ~n-2
H'

	

. - . -b H'
-y.. H' -> E'--4- G

Se define Sextn(G,A) igual al conjunto de clases de equivalencia de n-ex-
tensiones, para la relación de equivalencia generada por la relación anterior .

Teorema . 1 .

	

Si

	

I -~ I -~ -- - - --> I ---~I .--s
-

	

1 2

	

n+1
D .

es una resolución inyectiva de G-módulos de A y

	

R-iE--> F - L> G

	

es una
presentación libre del grupo G, entonces en cada clase de n-extensiones es-
peciales de G por A existe un único representante con

	

H. = I, para ii i
igual a

	

1, 2, . . . , n-2, y con E _ F .

n

Esquema de ' la demostración . Dado un representante de la clase (E)

E : A -~---~ H 1-~ -- - -~Hn-2.~ H-~ E -tes G



se considera la construcción siguiente

A

	

Hi-v --- -H - H-~ E --++ G

Hemos realizado el cuadrado cartesiano de los morfismos

	

F

	

,E y

H

	

-: E, la sucesión superior es una sucesión exacta .

Se construye el diagrama siguiente :

A . -»H~

	

~H 2	~ HxEF

	

F -4>G
L

	

-

-A,B~
1

	

11

	

11

Dn-z

Se obtiene as¡ una n-extensión especial de G por A, habiendose realizado el

cuadrado casi cocartesiano de los morfismos

	

B

	

-o HxEF

	

y B

	

- Dn-2

Se demuestra que este elemento es independiente de la elección de los morfismos

F -~ E y Hi -> I i	parai = 1,2, . . . , n-2 .

Teorema . 2 .

	

Existe una biyección natural entre los conjuntos Sextn(G,A) y

Nn+1(G ,A) .

	

"

Por esta biyección la imagen de la clase de la n-extensión especial

es la clase de

Teorema . 3 .

A -~I---C H I--

	

n-2

A-it--j

	

Hn-2

	

_ Hab~ZG~IG
----H IG

Por tanto en Sext n(G,A) existe una operación que le da estructura de grupo

abeliano .

n
es una resolución injectiva de Q-módulos de A, entonces en cada clase de

(G,n)-extensiones especiales de N por A existe un representante con Hi = Ii

para i =1, 2, . . . , n-l .

Si

	

1
1
-s I2------

>.__ . . --W. In ---~In+l

~C~



Corolario . 4 . Existe una biyección natural entre los conjuntos SextG(N,A) y

SextG(N,C n-1 ) .
Y como SextC(N,Cn-1 ) es un grupo abeliano, tambien lo es

SextG(N, A) .

Vamos a construir una sucesión exacta que contiene a estos grupos y

que es una extensión de la sucesión exacta de cinco términos, vamos a definir

los morfismos que la formal:, omitiendo las comprobaciones necesarias .

La sucesión exacta es :

H1(Q, A) -~H H1(G,A) ' 0
1 > HomG(Nab,A) -6 ', H2(Q, A)

	

a-
z-

i> H2(G,A)
B2,

SextG(N,A)

	

óz-aH 3(Q,A) --> . . . . . . . -°` > Hn(G,A) s°s

s~>SextG1(N .A) - Hn+l(Q, A) ~
Hn+l(G A)

Se considera I una resolución inyectiva de Q-módulos de A

y una resolución inyectiva de G-módulos de A, de forma que cada J

	

sea uni
Q-módulo y la estructura de G-módulo sea la inducida por ,r .

1 : J 1 -> J 2 -~ . . . -~ Jn
~~C

La definición de a es conocida .

Se consideran dos morfismos de complejos

	

y

que levantan la identidad de A . Entonces las dos composiciones son homotópicas

a la identidad .

Para definir B

	

2, basta con definir B2 y utilizar los isomorfismos
n

	

2

	

n-1

	

1H (G,A) = H (G,Cn-2) . y

	

Sext
G

(N .A)- SextG(N,D n-2) . La imagen de la cla-

se de la sucesión

	

Cn-2

	

1

	

E

	

-+-s G

	

por B 2 es (A ~1-> ExGN

	

¡-> I~D.

Para definir s i , i>, 2, basta con definir

	

6
2

y utilizar isomorfismos

análogos a los anteriores . La imagen de la clase de la sucesión

A -m-> H -+g N es la clase de la sucesión A o :5 H

	

-> G

	

l ., Q .
~sN~
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