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Dado un grupo finito G y PeSyl (G), se desigpa COﬂ{?(P)G
¢

la clausura normal de &(P) en G. Es conBcido que (P}~ =3 {P) (P),G)
Yy que si pi I§(G} , el p-subgrupo de- Sylow de ¢{G)} estd contenido
en $(P)([11).

El propSsito de estas notas es estudiar las propiedades
tipo Frattini de dicho subgrupo y su aplicacidén a la obtencién de
condiciones suficientes para la saturacién de Formaciones.

Proposicidn 1. Si G es un grupo finito y Pe Syl (G), se tiene:

al §(P}G es la clausura normal de todo p-subgrupo de Sylow de G.
b) 8i N£G entonces: Q{P)GN/Néﬁ(PN/N}G/N.
c} Si ademis G es resoluble se sigue @(P)qc G.
Dem.
a) 39 ¢ = 3N {32H, 6= 3Ya®9, ¢= 33, c)=
=(§{P}G)g =_§(P)G, cualguiera gue sea geG. '
b) 3(P)%N/N = $(®)[F(P), GIN/N = B(RIN/N[F(PIN/N, G/N]JLF(PN/NYE (PN/N,G,
= Fon/m &N,
¢) Sea G finito resoluble, si §(P)G = G se seguiria:

G =@(P) G' , P =Pnd(PIG = F(P)(PNG*)= PNG’
asi que PLG'<¢ G gque estd en contradiccibn con §(P}G = G.

1t

En la Proposicién siguiente , cobtenemos diche grupe como residual

respecto de una cierta Formacidn.

ProposicidSn 2. Sea X.={G|Pe.Ap ,IJeSylp(G}} , donde A& es la cla-
se de los grupos p-elementales abelianos. Entonces Gx-= §(P]G,pa-

ra cada grupe finito G.
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Dem,

Notemos gque X = SK , s por tanto una PFormacidn ({41}, Sea ¢
un grupo finito, pG/§(P}GE'X} En efecto, si Pe Sylp(G) P@{P)G/§(P)G
es p-~elemental abelianoc ya gue:

p3(P)%/52)C = pg(P)[§(P),c]1/3(R)[F(P), GJ== B/P nF(PY B(P), G)

= P/B(PY (P n[E(P), G} )EAp . Asf GX i(p)
Por otra parte G/Gxe‘x luego si Pe Syl (G} es PGX/GXEA por
tanto 3(P)G7/6%¢ §(pa¥/c%y = 1, ast 3(p) ¥ y §(py%2 &X.

Corolario. Si G es finito resoluble, para cada prime p con p!lG|
existe un subgrupo normal N de G, N< G, tal que los p-subgrupos
de Sylow de G/N son p-elementales abelianos.

Dem,

Consecuencia inmediata de la parte ¢) de la PropesiciSn 1 y de la
Proposicidn anterior.

En lo que sigue, todos los grupos considerados son finitos re-
solubles.

bDefinicibr Una Fermacidn X se dir§ p-saturada si siempre que G/§{P)G
pertenece a X, se sigue gue G pertenece a X, siendc Pe%Sylp(G).

Esta definicifn no es equivalente a la de p-saturacién de Ido-
wu ({3]). En efecto, probamos:

Proposicidn 3. La Formacifn de los pf-grupos es p-saturada.
bem,
Sea G/@(P)G p'-grupe, Pe Syl (G), entonces P4 §(P)G Yy como siempre
se tiene Q(P)Gé PG, se seguigé pC = §{P}G.

Supongamos gue G es contraejemplo minimal del teorema y sea
N normal minimal de G, entonces G/N es p‘—grupo. Si N es pf-gru—
po, se sigue gque G lo es y si N es p-elemental abeliano, Ne Syl {(G)
obteniéndose la contradiceidn N = i(N) = (N},

Sin embargo la Formacidn de los p'-grupos no es p-saturada se-
gln Idowu. En efecto: §3( Z3) = Ay, 23/A3 28 3'=grupo pero Z3
no es 3'-grupo,

La p-saturacién no es equivalente a la saturacién. Asf la For-
macidén de los p-grupos no es p-saturada. En efecto, consideremos

G = <ad> x&<b> , con a5 = b4 =1y &b(a} = ab = a2
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entonces §{ <b> )} = ¢<b®y y F(<b> )G = Bl¢eb> Bl <b>), G]=
= §(«b>)[F( <b>), (a>_] $lcbr) ca> . Asf G/ ﬁ(-{b)]c’, es 2-gru-
pc . pero G no lo es.

Proposici6n 4. Sea X una Formacién p-saturada para tedo primo p,

entonces X es saturada.
Dem.
Sea G contraejemplo minimal. Puesto gue G/§{G)e X, debenser §(G)¥#
Si plig(GH y P eSylp(G)Jr sabemos que 1 < Png{G) _é',@(P)G y se
tiene:
e/3(2)¢/3(6)3(P1%/3(P) % X luego 6/3(7C/3ic/g(» %) ex
y puesto que r_G/§(P)G:< 1Gl, se seguiri gque G/@(P)Ge X luego
por la hipStesis es Ge€ X, contradiccifn.

Kramer ( [5] ) obtiene condiciones necesarias para que una
Formacién X sea saturada, concretamente demuestra que si X es
una Formacidn saturada, gsiempre gue &n P £ §{P) debe seguirse
Gn P = 1, siendo P& Sylp(G) , cualguiera que sea p,p!iGL Se plan-
tea la posibilidad de encentrar condiciones suficlentes, and-
logas a la anterior, para que una Formacidn sea saturada. En
este sentido, obtenemcs:

Proposicién 5. Si X es una Formacidn y para todo grupo G ¥y

todo prime p, son equivalentes:
1) *npegm©
ii} Gxn P =1
siendo Pe Sylp(G) , entonces X es saturada.
Dem,
Sea G contraejemplo minimal, si N es normal minimal de G , se
cbtiene G/N€X asfi N = Gx. Si Gx es p-elemental abeliano, Gxé P
siendo P eSyl {G} y como GX ¢ $(G) . se seguird:
zpndie) 2 gm°
luego G'x = 1, contradiccidn.
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