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ABSTRACT: It is given a gemeral functional form for logical Connectives
fop' and "and" (non distributive but adsociative) using additive genera-
tors. We also study the Kleene's character of the obtained logic and the
connectives velation by De Morgan laws (with adequate strong negation
functions, if they exists) and give further chavacterizations of the Min-
Moz pair. -

Bellman y Ciertz probaron en {2) que, bajo hipbtesis razon

bles, especialmente la distributividad, los dnicos conectivos légicos ''y"

a=-

y o' para la tecria de los conjuntos borrosos son los - usuales Min y Max.

Un sencille razonamiento como el siguiente prueba que la distributividad

'y las condiciones de frontera son argumentos esenciales:
x = Flx,1} = F(x,6(1,1)) = 6(F(x,1),F{x,1)) = G6(x,x],

siendo F y G funcicnes de [0,1:]2 en [D,II] que generan, respectivamente, la

interseccién y la reunidn funciconalmente, en la forma:

(ANB) (x) = F(A(x),B(x)); (AUB)(x) = 6(A{x),B(x)},
para cada xEX y A,B€P{X).

Zadeh introduce Jos conectivos no distributivos Fm(x,y) =
Max (xty-1,0) vy 6 (x,y) = Hin (x4y,1), Fp(x,v)‘= Xy ¥ Gp(x,y) = xby-x.y
vy tukasiewicz hace uso de Fm ¥ Gm al definir operadores de identificacidn
en 18gica polivalente por medio de H{x,y) = F(G(x,N{y}),G(y,N{x}}, donde

N es la funcidn de negacidn fuerte N(x) = 1-x.
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Para la sistematica del estudic de estos conectivos se consi-

deran las siguientes clases de operaciones en [O,I]:

F { F:[D,l] 2—-—)-[0,1-_] ;F es asociativa, no decreciente, continua, F(‘I',x)=x]

G

1

{G:[O,]]z—y-[o,l] ;G es asociativa, no decreciente, continua, G(O,x)=x}

FA= {_FGF ; F es arquimediana, i.e., Fix,x)< x, para todo XE(O.I)}
Gp= {GEG; G es arquimediana, i.e., G{x,x)> x, para todo xe(O,ﬂ} R

asi como las negaciones fuertes en [0,1]:

S([O,ﬂ) = {n:[[),'ﬂ ———7[0,1] in Bs continua, estrictamente decreciente,
n")=x, n{0)=1 y n(])wO],

caracterizadas en (6).

Despues de definir operadores n-duales como aquellos para los
que existe una negacidn néS(fO,ﬂ) tal que la terna (F,G,n) verifique las
leyes de De Morgan, es decir nF(x,y) = G{n(x),n{y}), para tedec x,y G[O,ﬂ ,

y con la ayuda de los teoremas devepresentacidn de funciones asociativas de
Acz&) (1), Ling (4) y Mosterd-Shields (5) se demuestra la siguiente condi-
¢idn necesaria y suficiente para que dos operadores arquimedianos sean n-dua-

les:

PEOREMA: Sean FGFA_ y G& GA generados respectivamente por ¥ y g, entonces
Fy G son n-duales si y solo si existe una constante positiva p tal que

(*} f{-”o ]p og= g(-l}o i”po f,

y "a fortiori", n viene dada por uno cualquiera de los dos miembros de la

igualdad (%) {lp es la homotecia de razén p vy f(-l}indica la pseudo~inver-
sa de f).

Demostraci6n: Escribiendo la iguaidad n o F o (nxn} = G en términas de los
generadores aditivos f y g, se comprueba que f o n y g. son generadores adi~
tivos de una misma operacidn G, puesto que estos son Unicos a menos de cons-

tantes muitiplicativas, se tiene que f o n = p.g v de aqui el resultado.

Asimismo se dan otras condiciones necesarias y suficientes pa-
ra Ja n-dualidad entre operadores de F y G. El tecrema anterior permite ha
1lar facilmente pares de operaciones n-duales para toda ura familia de ne-

gaciones, como ocurre con los operadores que Hamacher introduce en {3}:

_ o KPY-X.¥ - X-¥
[;-1(’("”}r 1-x.y * FO(X’Y) xty-x.y
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que son n-duales para cuvaiquier negacidn de ia familia n= % , sx-i
{negaciones de Sugenc). Sin embargo se prueba que la n-dualidad para to-
das las negaciones fuertes es una propiedad que caracteriza nuevamente al

par Max-Min:

TEOREMA: Si FEF y GEG son n-duales para toda negacién fuerte de [0,1],
entonces F = Min y & = Max.

Demostracidén: Para cada xoé{O,}) se consideran dos negaciones fuertes n,
Y n, que tengan a x  como punto fijio y tales que n.l{x)(nz(x) para todo
xe(O,I)-{xo}, la n-dualidad de F y G para todas las negaciones fuertes
vy la existencia de una sucesion {nk} de negaciocnes fuertes tal que

lim nk(x) =1 , para todo xGE),]) obliga a que Gix _,x ) = »x_y por consi-
‘> o'o o
o0
siguiente F(xo,xo) = X
En esta demostracién es esencial la continuidad de F y G.
Son tambien posibles otras caracterizaciones de Min,Max y N en las que no

intervenga esta propiedad, como la siguiente:
PEOREMA: Sean FEF y n€S([0,7). Si 6= no F o (nxn), es decir G es la
operacidon dual de F via n, entonces

F{x,y)+6{x,y) -Fix,y}.G(x,y} = t-n{x}.n{y},
si y selo si F=Min , & = MHax y n =N,

En cualquier caso existen condiciones l8gicas con mas solu-
ciones que el par Min-Max, como por ejemplo la desigualdad de Kleene,

UxAX Ly AY, para todo x,yé[(},l]”, que es satisfecha universaimente cuan-

do el par Min-Max es sustituido por cualquier otro par de conectives:

TEOREMA: Si F-GF , 6€G vy ngs{[0,1]), entonces la desiguaidad de Kleene
Fix,n{x)) € 6{y,n{y}),

es vilida para todo x,yE[{),ﬂ.

En la demostracidn de esta propiedad juega un pape! fundamen-
tal el hecho de que tods negacidén fuerte tiene un punto fijo. Este teore-

ma sugiere la introduccidn del pardmetro
K{F:n) = Inf {nF(x,n(x))'F(x,n{x)); xéﬁ},ﬂ],

para FEF y nES([{),ﬂ), como una medidas del grado de “elasicidad’de F ¥ su

n-dual G. Es ficil probar que:
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{a) O%Kk(Fin}&T,

(b) ®{F;n)=0, si y soio si F(xn,xn)=xn, (xn punto fijo de n),
{c) si FEF, entonces K{F;n)> 0,

{d) si F{;PA es estrictamente creciente, entonces K{F;n} {1,

(e} K(Fm;n) =1, si y solo si n<&N puntualmente.

Finalmente conviene notar que con estos conectivos, al no ser
idempotentes, se pierde la estructura de reticulo en P{X}; la dnica y natu-
ral posibilidad de mantener esta estructura es con et par Max-Min, y gue
para conectives arbitrarios F,G el Gnico subreticulo es el dlgebra de Boole
de Jas funciones carac;erfsticas {subconjuntos ¢idsicos). Tambien es inte-
resante observar que, al ser arquimedianos, los dnicos idempotentes para
los pares Gm ¥ Fm, Gp ¥ Fp son 0 y 1, y que el primero verifica universal-
mente Jos principios de) Tercio Excluse y de No-fontradiccidn, en tanto que

estas leyes solo son satisfechas por el par Gp’Fp en el caso clisico.
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