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D-DIMZNSION EN ESPACIOS NO METRIZABLES

Regino Criado (a) y Juan Tarrés {ss)

En este trabajoc se extiende la D-dimensién
{definicda en {8l para espacios métricos) a espacips no
metrizables. Aunque la definicisn de la dimension DD
puede establecerse para espacios ncrmeles <(Tal), las
propiedades <onsideradas se establecen para espacios
paracompactos y periectamente normales (Tsa.), si bien
algunos tecremas, como &l del subespacio y el de 1la
suma localmente finita se dan en la clase mAs general
de los espaclos fuertemente herditariamente normalies.

4 lo largo de todo el trabajo consideraremos, junto
a la clase de los numeros aordinales, los simbolos -1 ¥y
&6 de manera que para todo ordinal o sera -1<o y ada,
Asimiso, para cualquier ordinal o, designaremos por
»{e) al mayor ordinal limite gue es menor © igual gue
x, y por mnéx) al ordinal finito tal gque a=x{cd+nia),
Convenimos gue X{-1)=0, n(-1>=-1 y adad=a, n(a)=d, asi

como q+(-1)=a para todo numero ordinal «.

Definicién 1. Sean X un espacico Ta y £ un nomero
ordinal ¢ -1 con A<(B)=y. Llamaremos f-D-representacion
de X a toda expresién de la rorma;

' X = () A

Cr e X
tal que:
al) Para Qfafy, A. e5 up conjunio cerradoc enm X con
fndida? finiia y JTadilxl=n(B8).
k) Fara todo d§y, el conjunico [ {A.idVavyl e=s un
cerragdo de X.
c) Fara todo clemenic xcX existe un pamerg ordinail

& miximo tal gue Xfhx

1il



Proposicién 1. S5f un espacio Ta, X, tiene una fB-D-

represematacién, existe una B-D-representacion del
BLSD0!
X = [/ Aa
L=gl N

tal que para todo a<y es Ind<4d.)<n(al.

Demostracién. Sea X=|_J {Bu!'Ctx$¥) una B-D-represen-
tacion de X, Llamemeos T ¢¥? al conjunto de todos 1los
ordinales menores o iguales gue qgue ¥; vamos a definir
{por induccién transfinita) vuna aplicacién inyectiva
creciente f: [(y) — T <(y) tal gue fy)=x ¥y para
todo al¥, f(a) sea igual a « mAs un niemero ordinal
finito y ademas, Ind(Bu.)$nlf{a>l:

Hacsmos, en primer lugar, f0)=méxlo, Ind(Badl.
Suponiendo ahora que f(§) estA definida para 0$&<a<y,
sea: .

a+max( 0, Ind (Ba)] 81 nod=0

fla =

maxl X {x)+Ind (B, f (a-1>+1} si ncaXz0
y podemps comprobar que la aplicacisdn f esta definlda
conforme a las condiclones exigidas.

Ahora, dado ael (¥ definimos:

B can 51 £ (adz0
Ao =
Q2 s1 £~ (x)=@
¥y la igualdad:
X = _J Aax

CF & & W
€S una P-D-representacién de X que verifica las condi-

ciones del enunciado.

A toda B-D-represantacién de un espacio Ta, X, que
satisiaga las <ccndicicnes de la proposicién 1 le
darenos el nombre de B-Iﬂ—representacién propia de X. En
io sucesivo, supondremos gue toda B-D-repressentacién de

un espacio Tz, es propia.



Estamos ahora en condiclones de establecer el

concepto de D-dimensién de un espacio topolégico Ta:

Definicién 2. B6)y. Si X es un espacio Ta, 1la D-
dimensién de X - D{X) - se define como un pumerc
ordinal, -1 6 &4 tal qgue:

D1, D(X)=-1 s1 y sélo si X=0.

Dz, S§i X=3, D(X) es el menor ordinzl £ (s existe)
tal que X tiene una f-D-representacisén.

D3. 51 X*&Z y no existe npingin ordinal B de manera

que X tenga una f-D-representacién, es DdXJ=s.

La D-dimensién es una extensisn transiinita de la
dimensién inductiva fuerte, Ind, en el sentido de gque

i X es un espacio Ta y una de las dimensiocnes DD o

Ind¢(X> es finita, la otra también lo es y, ademas,,

coinciden. Veremos en el tecrema 3 la relacién entre
la dimension inductiva transfinita fuerte trind
(cuando existe) y la D-dimensién, bajo determinadas
condiciones recspecto a los espacios-

Existen espacics Ta gque no tiemen dimensién trind

mientras que su D-dimensién es mencr Qque 4 Los
espacios definicdos en {S] de la forma X=@&{¥~In=1.2,...1}
con Ind(X.><n para teds n=1,2,... y ademas IndX)=x.

Dicka clase de espacios, gque en [(3) se denomina la
clase 5, tiene 1la pr'opiedad de que ninguno de sus ele-—

mentos tiene dimensién iring, mientras gque:

Proposicién 2. Si X es up espacio de la clase &,
DoX)=we
Demostracién. Sea XeS evidentemente, D{X)Z2wa, Yya
gque si D(X¥<os, Ind(X) = n = trind«X7.
FAciimente se comprueba qgue:
X = & %o = L JXex{nty = L] Aa

vea M LR L= ™)
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eg una wo-D-represeantacién, donde para c¢ada adwo. A.=
Xox{a) ¥ Awe=@. Por lo tante, D(X)¢ws, 10 que tlermina
la demostracién.

Como sabemos, la dimensiédn Ind no es mondétona en la
clase de los espacios normales mni en los heredita-
riamente normales (ver [4] y (91>. Por tanto, como
congecuencia de las consideraciones antericores, la D-
dimensién no satisface el teorema del subespacic en
estos casos. No obstante, es inmediato que se cumple el

siguiente:

Teorema 1. (Teorema del subespacio?. Si X es5 un espacio

fuertemente hereditariamente normal y XcX, D(M)SDX).

Haturalmente, para espacios Ts, la D-dimensién es
monétona pard subespacios cerrados de X. Asimiswmo, el
teorema 1 se cumple para aquelilos espacios en 1l0s que
es valido el teorema del subespacio para la dimensién
inductiva fuerte finita.

El teorema de la suma localmente finita se cumple
también en espacios fuertemente hereditariszmente norma-

les:

Tecrema 2. (Tegrema de la suma iocalmente finita) Si X
es un espacio fuertemente heradjitariamente normpal Qque

puede expresarse como unién de una familia localmente

finita de cerrados £ tal que para todo Ces? es DCI&g,
se tiene D(X2§8.
Demostracion. Consideremos, para cada Cef, una

D(Ci-D-reprecsentacion propia del misme:

C = LJAL(CY

owowm oL

I
>
.

k]
o

Supcngamas que es £ si ¥ {C)<F definimos AL (CY=G
para V{(Ci<atd y asi, parz caca el tenemos la colsccidén
de cerrados {(A={0)lo.w.s con IndlAh.(Ciidniax) para Qfa<é
b

ademis, IndlAL(C)1¢n(B8), va gue D(CI{@E.



Ahora, para cada ordinal o tal que ¢¢ax$¢§ definimos:

A = L) BalO)

L]
¥ la expresion:
X =L A

S
es una [é+Ind<As)]-D-representacion de X:

a) 51 0O¢wid, A« es cerrado en X, pues la familia
{8 (CiYoon es localmente finita. Asimismo, <Oomo
consecuencla del teorema de la suma localmente finita
para la dizmensién "Ind" en el casc finito en espacios
fuertemente hereditariamente normales, Ind{&.> es
finita. Por otra parte, como IndlA.{(C)]I¢n{(B> para tecdo
Cefd, tenemos Ind{As><ndgl.

by Si ¥<§, para cada Ce{ la uniédn:

Be = L_| A-(CH

Ak A
es un cerrado de C y, por tanto, de X. Ahora, la
familia {Bclcew €5 localmente finita y el conjunto:

Aa = || Bec

o & Tay

es cerrado en el espacio X.

) Si x€¥X, sean {C', C¥,..., Cr} los cerrados de @
tales gue xe S (j=1,2,...,r07. Para cada indice
j=1,2,...,r, existe wun ordinal mAximo «(j) tal que
Xehuec12(C*); si ammax{ax{i>ij=1,2,...,r}), a es el mayor

ordinal tal gque xelf-.
Luego, D(X)¢&5+Ind{AL <2 (B)+n(3r=p.

Coreolario. Si up espacio fuertemente bereditariamente
norpal X es la wpnién de una familia finita de cerados

{C.lrwr =, ... .w. entonces DX)=max{D«C:1i=i,2,..., k).

En {43 (Tecrema 2.3.1i) ce demuestra gque si X es un
espacio Te gque puede expresarse como unién de una

sucesicn {¥+, Yz...., Yu,...) de subespacios disjuntos

dos a dos tales gue para cada i=1,2,... es Iind¥Y.,2¢n y
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L J{¥,13¢i} es cerrado en X, entonces es Ind{(X><n.
Asinismo, en {8} (Proposicién 4.14) se establece que
si X es Ta ¥y A un cerrado de X tal que X\F es norma}l
para todo cerrado F contenido en A, se verifica que
Ind{Xysmax{ Ind<a), Ind (X Ad).

Por otra parte, en (10J {(Lema C) se prueba gue si X
es hereditariamente normal y contiene un subespacio
cerrado € tal gue trind(Clic y para todo cerrado T de X
contenido en XNC es trind(TX¢B, la dimensidén trindX}
esta definida y, ademis: '

[B+x+1 s1 < we
trind(X)> ¢
Btox si o2 e
Vamns a obtener un resultado &n este sentido para

la D-dirensién, como indica 1a proposicidén siguiente:

Proposicién 2. Si X es wun espaciv Tsa con D(X)<a y F,
un cerrado de X, se verifica:
DeX> € MDPC(XVNF)] + max{n{ D<X\F),D(F2} ¢ D(X\F) + D(FJ
Demostracién. a) Supongamos, en primer. lugar, gue
la dimensidén inductiva fuerte de F, Ind{(F), es {finita.
Si XvF=|_ ) {A.10¢xfy¥) es una D{X\F)-D-representaclion de
X\F, la expresion:

x =béa€¥ (A v F2

es una (¥+Ind(As v F)I-D-representacion de X, por 1lo

que:
D(Xy € Yy+Ind<A, v F> ¢ ytmaxi Ind(A.), Ind<F>] ¢
¢ MDNVF)l+max{ni D(XNF)],D(F)} ¢
§ DOENFY+D(ED
b» 851 F es de dimensién inductiva fuerte iniinita,
s&an

INF = L Aw F= | J Ba

e e a O a s &

D{X\F) y DB(X)-D-representacicnes de lps conjuntos res-

pectivas. Para O¢nfws- llamemeos.



¥~ = F N\ _J B Nesr = F A _J Ba

L [T -
gue son dos ablertos disjuntos del subespacioc F.

Vamos a construlr por induccién dos familias de

abiertos de X, (Grlm=o,1.... ¥ A{Hie1dw—a. a1, ... tales
que para n = 0,1,... satisfagan:

1) Gao¥e ¥ Heuwt D Neeo

1i) Ghn Hner = 0

111) Gher € G ¥ Hiez D Hows
Fuesto gue Ma=F\Boe ., N:.=FV|_ } {Balil¢a$¢&) son conjuntos
separados en X, existen abiertos Go o Ma y H: D Ma que

cumplen ias condicilones exigidas para el caso n=0.

$i suponemns construidos los ablertos Gu—. y H.
para k=1,2,...,n que verifican las condiciones i) a
iiiy, al ser M. y Heuer conjurtos saparados en X,

existen dos ablertos de este espacios, G- ¥ Hees tales’
que Mn < Gn, Frvs € Hner ¥ G n Haoy=@. Tenemos tambien,
Mo & Mooy © Gh-n, por 1o que podemos construir los
abiertos de X: .
Gn = Goor 1 G Hier = Hnty Hoes

gque cumplen las condiciones i) a iii). La construccion
de las familias (Ghlm=e.>.,.. ¥ {Hieidnm=o,:. . queda
pues terminada.

Los abiertos de I

n w . ]
Go = G\ ) Ba Hawr = Haes v L) B
[ R K el e T e &
son disjuntos y, ademas, GunF = ¥. y Hies nF = Feoy.

Por ser X un espacio Tsa y F un cerrado de X,

existe una aplicacién cantinua f: ¥ ———— R tal que

F=f—'()), PFara cada n=90,1i,... definimos:
Onf = Gooa f=7{(=1/2",1/27]
Chws = Hiow 0 {XNE-'LC-1/27, 2427000
Uo = &

con lo que tenemos las familias de atvliertos de XK:
{0ed me, v, by LT B de mansra Gue para

n=0,1,... se tiene:
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1. O lae: =@
O F = ¥, Unsran F = N

3. Orwryc On , Onef"'l(=2/2", 17201
Ure12 U, U XNE-Y [ (-1/727,1/72])

En estas condiciones, para o<y definimos:
CoflAa\E~7 (~1727%@ 2, 1/27¢=23] v
VI J{ApI (o) §Btad ) n
al =Y (=Q/72meedmn 1720w =i\ (=172 et L2 =] )

Para (¢fnfwc hacemos:
Crern = Bnu (A2N(On U U]
¥ para woff<s: .
_ Cevwn = Bm
Se comprueba que la expresién:
X¥X=]j Cax

[~ =
es una - {y+&+Ind{Cx+s2)-D-representacién de X de manera
que ¥+8§+Ind(Cx+sd = M DNFI2+D(F).
Es decir, DX ¢ DCXWF)+D(F).

Esta w¢ltima proposicién, es wvalida para espacios
fuertemente herditariamente normales en el caso en que

Ind(F>» sea finita.

Hos proponemos estudiar ahora la relacién existente
entre la D-dimensién y la dimensién inductiva transfi-
nita fuerte trind en determinadas clases de espacios
(ver teorema 3). Para ello, consideraremos un tipo
especial de D-representaciones (definicién 3 ¥y propo-

sicién 3):

Definicién 3. Si X es un espacio Ta con D(Xi<a, diremos
que la D(X)-D-representacisén ds X: ‘

X =) A

es reducida si para todo abiertoc V de X para el cusl fx

Vr? se verifica gue Dclozy.



La existencia de D-representaciones reducidas en deter-
minadas clases de espaclos queda asegurada por la

proposicién siguiente:

Proposicién 3. Si X es un espacio paracompactc y Tea
con D(X)=a, X tiene una D«X)-D-repressntacicn reducida.

Demostracidon. Sea X={_ |} {A.lQta¢y} una D(X)-D-repre-
sentacién del espacio X. Consideremos el conjunto C de
todos los elementos xeAv« para los que existe un abierto
V tal qgue xeV y D(V)<¥; evidentemente, T=X\(A+\C) es
abierto en X. La familia ¥ de los abiertos determinados
cen la  coendicién anterlior Junte con XVA« es  un
recubrimiento ablerto de T; ademas, para todo ¥e VY se
tiene Mn (Ax\NC)=d.

Al ser X un espacio para compacto ¥ Tsae ©s heredi-
tariamente paracompacto (ver (Z2}). For otra parte, X es
un espacic regular, por lo que para cada Me ¥V y todo
x€eM existe un ablerto U* tal que xeU~ e T~ e M. La

familia U ={U")uer es un recubrimiento abierta de T, ¥

como este subespacio es  paracompacto, existe un
refiinamiento ablerto <(en T ¥, por tanto, en X)
localmente finito en T, *={0.}s1+z de U . Consideremos

la familia UL** de 10' formada por los abiertos de W'
gque tienen interseccién con C distinta del vacio y
sea "'={0s}ser; naturalmente, la familia AL'’' es un
recubrimiento abierto de C locaimente finito en T.
Liamemos W ={0s).,«- donde ia adherencia se tcma en tado
X. Ze cumple ahora:

2} FPuests que si un abierto A& tiene intersaccidn
vacia ccn 0, también es A n G,=0, W' es una familia de
cerrados de X localmente finita en T.

b3 Ceomo para todo jeJ es Oy c 5,. la familia o=

= (0,),.s &5 ub recubrimiento asierto de C.

119



120

©) Para cada jeJ, existe xeT tal que O, c U~, Asi,

C, o« T~ c para algon Me Y . ¥=X\Asp. Luego,
D0, €Dy,

d} Finalmente, para jelJ, .%,1 n (Ax\C)=0, pues si{ es
Osc M eV |, MeX\Ao) y x60, A (ANC) es x¢0,, y como
D(D,)<¥, xeC, lo que contradice que XeA«\C.

Para cada V¥e W gea:

W= L) A.(¥)

Gk w
una D(H)—D:—representacién propia de dicho <onjunto,
donde Y(¥W)<Y. Para Ofaty, definimos:
 Ba o= [AaNCL JWIVEW) I U

VWL (A (WD IVe W, a<y¥(¥}]u

U ANCO U

VEL  {Axcw, (WD I WE W, a¥x(W)+Ind[A-“u-J(w>J)]
vbservemos que:

X = |_J Ba

Crmam oW
ademAs, esta expresién es una D(X)-D-representacisn de
X: .

1. Los conjuntos A.\(L_J Wive W 3> ¥y A«\C son
cerrados en X. POr otra parte, como W es localmente
finita en T, los conjntos:

Ha = ) {AUW)IWe W', oy (W)}

Ko = () {Aveuwa(WMIWe®, o=y (W+IndlAvew, (W1}
son carrados en T; como éste es ablierto en X, las fron-
teras de Ho y K. en X estén contenidas en A.\C, por lo
que tanto EH. comc K. estan incluidos en B.. Es decir,
E. es cerrado para Ofoasy.

2. hAnadlogamente al caso anterior se prueba que para
Bsy, L J4B.1Rfxty} es cerrado en X.

3. El conjuante B.V(ANCY es unién de una familia
localmente finita de cerrados de dimensién menor o
igyal que msxiindA.d,nlal); luego, IndiB.\(A«\Cr)<w,
Tepzmos también:

Ex = {Bum (ANCITw TENCALND?



¥y como Ba N (AeNC) <€ Aw, DlBa N (A \CI)1¢D{AxY=Ind(A«).
Puesto que Ba N (A«\C> es cerrado en Ba, por la
proposicien 2 es:

D(Bx)> & D(Ax> + D{BaM(Ax\C)] =

= Ind(Ax) + Ind{Ba\(A«C)] < @

4. Como todo elementoc xe€X pertenece, a lo sumo, a
un nimero finifo de miembros de W’ podemos asegurar que
existe un Drdinaill maAximo a tal que xe€B..

Por consiguiente, X = |_J {BxIO0fx$Y} es una D-repre-
sentacién de X, y como BY=A«\C c Ax y DN)=y+Ind<As),
serd Ind<(B«)=Ind{(A«?), por lo que esta representacién es
una D(X)-D-representacién de X. Ademas, por  ser

B:=Ax\C, es reducida.

Proposicieén 4. Sean X, un espacio fuertemente
bereditariamente pormal; ¢, unr cerradc no vacioc de X
tal que JInd(Cox®, y ¥, un ordinal 1limite. Si todo
abierto de X cuvya Iinterseccién com C es distipta del
vacio tiene D-dimensién ms yor o igual que v,
DeX)2y+Ind (C).

Demostracion., Si D{X)=a el resuliado es evidente.
Supongamns, pues, D{X)=za:

Sea X=|_ )} {BalQtaxt§} una D(X)-D-representacién de X.
Por el tecrema del subespaclo, serad DX2:¥ y asi, 42v.
Si 6>¥, al ser § y ¥ ordinales limite e Ind(Ci<®, se
tiene D(X):&6>y+Ind(C) y la proposicién, en este caso,
es evidente.

Supongamos que es 6=Y, con Ind(B«i<Ind(C). En estas
condiciones, C¢B'(- Sean xe€C\B. y £ el mayor ordinal
para 2l que es xe€Bg. Abora, xeXhN ([ _J{Ba1B+ltaty}>»NC y
puesto que XN{{_J {BalB+14aiy)) es abiertoc en X, como su
interseccién con € es distinta del vacio, tenemos:

DEXNCLJBaT 2 ¥

FoEE X

12§



Abora bien, XNC(L_JAB.IB+isaty)) c L_J {BalOCéx$¢B} con 1o
gue DIXv(_ ) {BalB+14x¢¥}>)1¢B en contradiccién con lo
anterior.

Luego, Ind(B+>?Ind(C> y en consecuvencia, se cumple

DCXdeiy+Ind(Coh.
Tenemos ahora:

Teorema 3. Dado un espacic X, paracompacto ¥ Tsa, sI
existe trind(X), es trind(X)s¥DcX).

Demostracién. Aplicaremos induccién transfinita
respecto a trind(X>:

S1 trlind(X} es un ordinal finito, triInd{(X)=Ind{X’=
=D .

Supongamos que el teorema es cierto para todao
espacio paracompacto ¥ Tsa cuya dimensién triInd es
wenor que o y sea X un espacio de las caracteristicas
indicadas tal que trind(X)=o. Distinguiremos dos casos:

a) a es un ordinal limite. Ahora <{(ver [S]1)> para
cada ordinal p<a existe un cerrade Xz de X tal que
irind(Xe)=f. Aplicando la hipétesis de inducclén se
tiene D(Xgz)2B para todo B<a, por lo que DD Za.

b) @ no es un ordinal limite. Sea «=y+n, donde ¥ es
up ordinal limite. 8i trInd(¥X)=a, exlisten &dos cerrados
E vy F en X de manera gque toda separacién de X entre
ellos tiene dimensién trind mayor o igual que Y+(n-1).

Llamemos @ a la familia de todos los cerrados de X
cuya dimension trlnd es 1gual a ¥+{(m-1>. Para cada‘CEQ.
sea:

C = _J Ax{C)

ey
una {¥+(n-1i)1-D-representacién reducida de C; asi, para
todc abierto U de € tal que U A A{(C) = @ sera
Dl Adhc(UX]2y. Definimos:

A= ) A

L=t



Si L es una separacién de A entre En A ¥y Fn A; existe
una separacion L' de X entre E y F tal que L'n Acl
(ver f43}, 1.2.% y 1.2.10). en consecuencla, trind{(L')?
2¥+<n-1); por la hipdétesis de induccién, D(L'):¥+(n-1).
Si D(L'2¥+n=c, por el tecrema del subespacio, DX)ia=
=trind<X). 8i D(L'>=Y+(n-13, entonces L'e® y por tanto,
Ay{L')c L'n AL, con lo que trind(LitrindlA~x(L')2=n-1
¥y asi, trinddA>2n.

Ahora, en virtud de la proposicién 3.4 de [5), A
contiene un cerrado de X de dimensién n. Por la
proposicién 4 del presente trabajo podemos concluir:

‘ DCX? 2 ¥+n = o = trind(X)

lo que finaliza la dempstracién.

La desigualdad del teorema 3 puede ser esiricta,
pues los espacios D* definidos en (6] satisfacen, para
todo o numerable, trind(D™)=w. nientras que D(D=)=x.

Por otra parte, la condicién que exige la
existencia de trInd<¥X> no puede suprimirse, ya que los
espacios Q= de [6]1 verifican, para ows, DQ=)=a ¥y sin

embargo no existe triand(Q).

La proposicién siguiente establece una propiedad
local de la D-dimensién en los espacios paracompacos ¥
Tea, que nos va a permitir epunciar el teoremsa 4, qgue
da una relacién entré el cardinal de D(X) - si D{><a -

y el peso del espacio en la clase de espacios citada:

Proposicién 5. Sea X uvn espacio paraceompacto y Tom.

a) Si DX)=6 o0 si D(X) no es un ordinal -limite,
existe un elemento x¢X tal que para todo entorno V del
wismo es D(Vi=DX).

B> S5i DcX) es un ordinal limite. para cada B<D(X)
existe un puntc x(B)eX tal gue todos sus entornos

tienen D-dimensién mayor o iguai que B.
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Derpstracién. Ssa:

X = (J A

@i
una D{(X}-D-representacién reducida de X. Considerarenos
dos posibilidades:

1. &z = 2.

En este caso, puesto que Ind<A«) es finita, existe

X€Ar tal que todo entorno de x en A« tiene dimensién

igval a Ind{A«> (ver [1l]l)>. Sea ahora V un abierto tal

que xeV;, por ser X un espacio Tsa., también es regular
Y. por tanto, existe un abiertoc U tal gque xeUcg Ucv.
Por definicién de D-representacién reducida, DUy ¥,
por la proposicién 2, al ser V n Ay cerrado en V,
tenemos:

¥ £ DV € D(VNAxY + DV A &)
¥ como ademids D(VAM Ac2¢Ind{Av), sera D(VVA«L)=Y.

Luego D(V)<y+Ind{A+> y coma, por la propousicién 4§
D(VI2y+Ind<(4ix), obtenemos D(V)=D(X.

2. Ay = @ o D(X) = a.

Abora D<X)=a o bien D(X) es un ordinal limite. Sea
B cualquier ordinal menor que D{(X} y supongamos que
para todo x¢X existe umn entornec V& de x tal que
DV=1<B.

Pyeste que X es paracompacto y regular podemos
encontrar un recubrimiento cerrado locaimente finito de
X formado por c¢ohjuntos de D-dimensién menor gque 8.
Pero en este caso, como consecuencia del teorema de la
suma localnmente finita, seréa DD g, contra la

hipétesis.

Para cualguier ordinal « llamemes !wl al cardinal
de a y para un espacio topolégico X, sea wlX> el peso
del mismo. Abora, con métodos analogos a [6] (tecorema

10y podemos probar:



Teorema 4. S X es un espaclo paracompacto y Ts. tal

gue DX)=2s, se cumple gue fcardfDoX}]iswil),
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