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PRESENTACIONES LIBRES Y Hzn{G}

Antonio G. Rodicio

ABSTRACT
In this paper we get, for a group G, a group theoretic expression

for Hzn(G), n22.

1.-1NTRODUCCION

Sea G un grupo y R»—>» F —» G una presentacién libre de G.
Es bien conocido que existe un isomorfisme (férmula de Hopf} H2{G]
(RO [F,F]Y/{F,R]. En |3| se han obtenido férmulas anédlogas para los
grupos HS(G) ¥ HS(G) a partir de una sucesidn exacta que relaciona
la homologia de G con la homologia de ciertos productos semidirectos
en los que intervienen los grupos R y F.

El objeto del presente trabajo es dar una interpretacidén de Hzn(G},
n22, a partir de una presentaci;’m libre de G.

.En la primera parte se calcula una expresién para HA(G) similar
a las dadas en |3| para H5(G) y Hc(G). El método de obtencién es
diferente ya que la sucesién exacta mencionada anteriormente no per-
mite expresar HL(G) como nucleo de un homomorfismo entre grup-»os. de
homelogia.

En la segunda parte usamos resultados nc publicados de K.W.

Gruenberg |2| para interpretar Hy (G), n22.

2.-INTERPRETACION DE Hd[G)

Sea G un grupo y R>—3»F — G una presentacién libre de G.
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Sea K»——> L —» R JF una presentacién libre del productc semidi-
recto de R y F, F actuando sobre R por conjugacién. Consideremos el

diagrama cartesianc

K»>—— 5 —3» R JR
]
K> L —» R JF

S

Teorema 1: Existe un isomorfisme natural

15,5) N [L,K]
[L.KkN[S,.S)] [5.K)

~
H,(G) =

Demostracién

Consideremos la sucesién exacta (obtenida en |3|)

H{G) —— Hy(R IR} @,Z —> H,(RIF) —» Hy(G)
donde Z es el grupc de los enteros racionales con G-aceidn trivial y
G actia sobre HZ{RJR) a través de la extensic_’m
RIR»— RIF —» G

(ver |4, p. 307|). Consideremos ahora el diagrama

o T———
I xr

°>'-——-1>H2(R 1r)

X

w

o
N

¥
H,(G) >— H,(R JR) @Gz ——> Hy(R JF) — H,(G)

donde W es el homomorfismo canénico y X = Y. Usando 1a
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formula de Hopf obtenemos

KN[s,s) KN([L,L]
Hy(R IR} X ————, H,y(R Fy e ——
[s,K] [L.x]
Por tanto
[s,s] N [L.K]
Kel:"x2 .
(L,x3

Por otra parte, no es dif;"cil comprobar gue la accidén de G sobre
Hy(R IR) estd dada por - (a[S,]{;[]-g = xaxhl[S,K], donde a€ KN(5,9],
g€G, x€EL, g =% (x}. El nucleo de T es isomorfo H2(R IR)-1G
(siendo 1G el ideal aumentacién de G) el cual es isemorfo al sugrupo
de (KN [5,5]}/[5,X] generado por los elementos xax a7l [5,K], x€L,

a€ Kf[s,5]. Como estesubgrupo es isomerfo a

L.k N(s,s]] [5,K)
(5.4)

el resultade se sigue del isomorfismo HA(G) ™ Ker X /Ker W .

3.-INTERPRETACION DE H n(GJ

2

Sea G un grupo, R»——>F L»G una presentacién libre de G,
X un conjunto de generadores libres de F y n un nimero entero 2 2.
Para cada i, 1€ i€ n-1, consideremos una copia isomorfa iR de R:

R -2 > iR, r———> ,I.
Sea E = F*lR*..,*n_lR el producto libre de F y los iR. E!l homomor-
fismo T :E ———> G determinado por £ y los homomorfismos trivia—
les ;R ——> G es sobre. Denotaremos por EG el nucleo de T :
Eco— E - 6.

Sea ahora E* el nuclep del homomorfismo natural

E—>»FX.RX...X K.
1 n-1
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Definimos dos subgrupos de E entre |E*,E*| y E*:
[F,IR,...,WIR] [E*,E*)

[E*,EG'] [E*,E*].

E

il

*

Ey

Se tiene asi una torre de grupos:

(E*.E*] € E, € E, C E* & E, C E.
E, ¥ ]:',1 son subgrupos normales de E. Ademids E*/El es un G-mddulo
a través de la conjugacién en E.
Necegitamos un subgrupo més E0 de E, el cual verificard
E, € B, € E,.
Para definir EO intreducimos la siguiente notacidén: si r es un elemen-
to de R vy

.#
=X ...X_, e, =21, = €X
1 Kk 5

es su expresién como una palabra en X se define:

ri{i) = x_l+1...x_k si e, = +1
“ivl “k
“k .
= X eeaX, sie = -1
i k

Para cada n-upla (r,:rl,..., rn_l) de elementos de R sea

-1 eir(i)

k r(i)” r(i)
= ﬁ[xs_,l(rl ) _1(r ]] € E

n-1

{utilizamos notacidén exponencial para representar la conjugacién).

EO es la clausura normal en E de El y todos los elementos
(r;(rl’“"rm-l“‘

A continuacién veremos la relacic_:';n entre los grupos E*/El’ EO/EL

y ciertos ideales del anillo de grupo ZF.
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Sea Y un conjunto de generadores libres de R y T una transversal
de R en F tal que 1€ T.
Teorema 2: E*/E1 ¢s el grupo abeliano libre sobre las clases de todos
los conmutadcres

[X'lyl""‘n—lyn—l]t

donde x€ X, yiE Y, t&€T.
Teorema 3: Sea [F el ideal aumentacién de F y denotemos por TR el
nucleo del homomorfismo de anillos 2ZF ——» ZG inducido por £ .
El homomorfismo Y :1F-Tp '/1F-Tf ——> E,/E, definido por
((l—x)(l~y1)...ll—yn_l)]+1F-TE_l — [x’lyl""’n—lyn—lel es un

isomorfismo de G-médulos. Ademds Y (Tp/IF-Tp) = Eo/E,.

Estos dos teoremas estin demostrados en |2|. Nosotros los utiliza-
remes pacra demostrar:
Teorema 4: Existe un isomorfismo de grupos abelianos
Eoﬂ[E,E*] El

(E.E4JE,

~
Hzn(G) >

Demostracidn
De los teoremas 2 y 3 y de |1,parrafo 3.7| se deduce que HanG}
es el nucleo del homomorfisme de grupos abelianos
Ef/E,®Z — E./E,® 2.
Un cdlcule ficil muestra que existen isomorfismos

Ey/E,®Z = Ey/(E E D), EJE, Q2 E./([E,E,]E).

Hacemos constar nuestro agradecimiento al Prof. Gruenberg por

habernes proporcionade su manuscrito {2| adn no publicado.
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