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ANALISI FORMALMENT RECURSIVA

Francesc Tomds

1. Intmduccid_

Aquest article &s una continuacif de [1], treball en el qual es
descriu el formalisme anomenat “"aritmética formalment recursiva" (seccid 4
Ae [11), i on es fan diverses consideracions scbre la possibilitat de
desenrotllar upa "anilisi formalment recursiva" basada en ell, Aguesta
aritmetica formalment recursiva és un formalisme {no un sistema formal)
que &s finitariament consistent. En el present article es desenyalupa un
tros redult, perd fonamenfal, d'analisi formalment recursiva. Cal no
confondre l'anilisi que desenvoluparem ;qui, gque &s una anilisi formalit-
zada, amb 1l'andlisi gue es presenta esquematicament a [ 1], seccid 3, que
és la versif que podriem d4ir "informal"™ (¢ basada en la teoria de conjunts)
de la mateixa. Una part del present treball ha estat feta en col.laboracid
amﬁ Edgar Becerra.

Recordarem breument - la descripcid del formalisme de [ 1], sense'pera,
repetir les demostracions (finitdries) de la consisténcia i del "meta-
teoreﬁa de minimitzaciS", Alqunes vaguetats ¢ue potser es presentaran

podran ser aclarides automiticament, o b& consultant [ 1].
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Aixi, doencs, recordem que la aritmética formalment recursiva &s una
4

categoria que té com a objectes certes sistemes formals, que anomenarem

"segments". Tots els segments tindran el mateix llenguatge i la mateixa
lagica, que no serd altra que el cdlcul proposicional o 1dgica sense quan-
tificadors (que en [1] es presenta sense usar els connectius A i = , perB
que aqui presentarem de la manera hakitual).. Els signes del llenguatge

sén 0, 8, E, M, =, els parentesis, la coma, 1 , V, A, =, <, les "varia-
bles" i els "operadors". Usarem com a4 variahle els membres de gqualsevol
llista infinita de simbols; perd no usarem les variahles d'altra manera

que representades per signes auxiliafs; L aquésts signes auxiliars seran,
preferiblement, si bé no exclusivament, les darreres lletres de 1'abecedari,

poessiblement indexades: u, v, X, ¥, 2, X x', etc. Per cada enter positiu

1

n tindrem una llista infinita de simbols, que seran els operadors de grau

n. Convenium en que S &s un operador de grau 1 [el successor).’ Cap del
simbols O, E, M, ni cap connectiu légic, ni cap variable, no sera un opera-

dor. Els operadors es representaran'per mindscules testades: 5, 5, £, g,

fl, E', etc. Els termes, que ara definirem, seran representats per minus-'

cules subratlladaes:; a,‘gj a, a’', ete. Definim: 1) 0 &8s un terme; 2) cada

variable &s un terme; 3] si f &s un operader de graz n, i si El""}én sbn
termes, aleshores f(El,...,gn), Ef(El....,Eﬂ_l) i Mf(gl,...{gn_l] £dn
termes (si n. és 1, s'entén gque hem d'escriure Ef i Mf en lloc de les
dues darreres expressions); 4) les raons anteriors sén les soles que fan
due‘ una expressid sigui un terme. Entre els termes tenium, doncs; les

expressions

0, s(0), s(s(0}),..-

3

Aquestes expressions s'anomenaran numerals. Seran formules atamiques_les
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expressions a=b, on a i b sén termes. R partir de les atomiques es

formen totes les fOrmules de la manera habitual, mitjangant els connectius

1, ¥, A, = i+, Les formules es representaran per A, B, A,, A', etc.
per &, B, A, B

El llenguatge que s'acaba de descriure serd el de tots els segments.
Un segment diferird d'un altre només en els postulats. Les regles d'in-
fergéncia seran: 1) cada formula tautdlogica constant (aixd €s, en la que
no apareix cap variable} i cada postulat del segment (que ser3d sempre una
férmula constant} s6n teoremes del segment; 2) si Ai A = B sbn teorems

d'un segment, aleshores B tamhé é&s teorema del segment.

Representarem els segments {encara no definits) per §, T, ﬁ, G. eto,

Escriurem Uk A per a indicar gue la formula A és un teorema del seg-

ment l_] .

Usarem el signe I ean una expressié X = ¥ per a indicar que X
representa Y, © que Y representa X, © bé que X i Y representen la

mateixa expressid. Si b, ¢ i d sbn termes i A €s una formula, les

expressions
bl(c,d) i Alte,@

representaran els resultats de substituir totes les presencies de ¢ per
d, en E_i en A, respectivament . Aix{, per exemple, si f &s un cpera-

dor de grau 2,
[ £(£¢0,0) ,EF(E(0,00))=ME(0}] | (£(0,0),0) = £(0,EE(0)}=ME(0)

Els postulats inicials, donats com esquemes, i que Segons veurem,

seran postulats de tots els segments, sén els segﬁents:

E.P.I.1. b=b, per cada numeral b.

E.P.I.2 1b=¢, per cada dos numerals, b i ¢, que no sigquin el
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mateix.
E.P.I.3 b=c Ad=f = d'=f', sempre que b, ¢, d, f, siguin termes i
que la formula d'=f' s'obtingui de d=f en substituir una preséncia de

& per b,

Aquests postulats contenen les propietats de la igualtat. Podem notar,
perc, gue COom gue E(EJ,...,En) no esta present en Ef(gl,...,gn_l}.

l'esquema E.P.I.3 jo ens permet deduir U,h—Ef(él,...,En_lJ=Eq{El,....5n“1}
del fet que U —E(b;,....b )=g(b,,....b } per cada b . Aixd &, E no
és un operader en un sentit .que ens agradaria que ho f8s5. Tal com es fa

notar a [ 1, seccid 4.3], el demanar que ho f8s ens impediria, probablement,

el poder demostrar finitdriamente la consisténcia del formalisme.

Abans d'exposar els “principis" que ens diran quins sistemes formals
seran els segments del formalisme hem d'ampliar un xic la postra termino-

logia.

Par un segment. U i un terme b, ‘direm que ‘b és un ﬁ—nombre,
i escriurem b € Nﬁ' 51 per algqun natural r podem trobar r numerals,

C.r PEr als quals poguem demostrar gue

E_lf..

U P-E?ELI -ep ¥ b=c

Direm també que un terme £ &s U-funcié de les variables XypoweosX o

i escriurem aleshores E_E Nﬁ{xl,...,xn}, si per cada col.leccid de nume--
rals _131 PR ,’En . tenim que

e -
£l txg By} € N5

(on, naturalment, E'[xi{gi)_f El(xl,é*ll..,l(xnﬂgn))l_

b

Si b é&s un numeral i ¢ wun terme, S ( ]_Irep{esentaxé un terme,

d'acerd amb la conven;ié
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SS(GJ S(5{(0))

s = e, ) = sta), s (c) = s(slc)), etc

Donat un seqment U, direm que l'operador f &s nou per U si £ no

apareix en cap postulat de g que no siqui vun cas de E.P.1.3.

Recordem ara els, principis PR.1, 2, 3 i 4 que defineixen recursivament

els segments.

PR.1. El sistema formal que t& el llenguatge i la ldgica que s'acaben
de descriure i que té€, com a dnics postulats, els postulats inicials (els

cases de E.P.I. 1, 2 i 3) €s un segment, el segment inicial, representant

per I.
PR. 2. Si: 1} U &s un segment i n un enter no neqatiu; 2)
€ N- . i € WX ,....,x_, ¥, 2}; 3} £ ,
r NU(xlf ‘xnl i s NU{xl g x_n Y, 2) y £ §5 un operédo% nou
per U; aleshores també &s un sagment el sistema formal gue s'obt& d'afeqir

als postulats de U els seqiients esquemes de postuiats, (1} -(VII), per

tots els numerals bl""‘bn' c, d:

=3 = f ' =
(1) ri(xi,bi) 4= f(b,,....b ,0)=d
c))=d ”‘f(bl,...,b.;éic))=d
s e Pl 2 a

(in s (x; 0 | (g, 0 (2. Eb .. ..b
(111} . ¥<b. ,...,b ,0)=0 = ME(b ,...,b )=0
] .-_1 - —1 —n

(r1n* IEm_,...,b ,00=0 A ... A fdb ,....b_,ct=0
—1 —n —1 —_ -
.\f(ﬁ::,...._bn,stglho_ = Mf(_lgl.....,_lgn)fs{g)

(1v) | E(b,,...b ,e)=0 = EE(b ... b )=5(0)

(v} -EE(,,....p )=0 v EE(b ,....b }=5(0)

(V1) ME(B,,....b)=c = f(b ,...b .,C)=0

sic)

win s = (Q)=ME(b,,....b ) = Eb,...b D=0

PR.3. Si: 1) les condicions 1), 2) i 3} de PR.2 es satisfan i V &s
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el segment que s'obté d'afegir a u els esquemes (I} -(VII) com a nous pos-

- sZ 3

tulats; 2} hl,...,h, k ’--
= -p 1 q

‘1,..-,_159, 9y+---+g, S6n U-funcions de-z

3) podem demostrar, per qualssevel numerals d,, ... ,ilq,c, que
V—(h=k &A... =k ,d.) = Tf . .3.),c)=0;
(h, =k, A bk |(z;.a) tg, [z, ) g [tz .2 c)=0

aleshores tamb€ &s un segment el sistema formal que s'cbté en afegir a V .

el seg{ient esquema de postulats, per qualssevol numerals d, ,...,gq.

El'-""én:
VIII h, =k - = = A L. A = £,
OIID  (ay<k, A... 8 Boskon g, b ERCREIER
= TEE(b ,...,b_)1=5{0)
=1 —n
{es permet el cas p = 0}
PR. 4. Res no &s un segment si no és per les raons anteriors.

No necessitarem recordarqué sén els morfismes,

Direm que el segment W &s extensiS del V, i escriurem V <H, si

tots els postulats de V sén postulats de W.
Es indispensable recordar també dos metateoremes.

Metateorema d'inducci§. Si U~ Al (x;,b,} per gualsevol col.leceid

de numerals _1:_)l ""'-l—)n' aleshores U r—A_| (xi.'-]?—i} sempre gue —bi € NG per

i 21,...,n,
La demostracid d'aquest metateorema &s trivial,

Metateorema de minimitzacif. Si tenim U ER{b ,....,b )=S(0),

aleshores també tenim

M, ..

b ) ENz i U FR(by,...b MAb,,....b =0

Corol.lari. S5i U '_EE(.EI"""Em)'_'S{O) per cada col.leccid de nume-

40



rals El,...,_bm, aleshores I'ﬂ:x(xl,...,xm] € NG(xl,...,xm].

La demostracié d'aquest metateorema es fa a [1), 1lligada amb la demos
tracid de la consisténcia. En la demostracid es déna la manera, si
g e EE(_l_:l ; ""Em} =5(0%, de trobar, efectivament, certs numerals,

Cyr+e1sC r per als quals es pot demostrar gue

UMb . b )=c, Voo ¥V MR(B . b dee

les propietats més irdportants del formalisme s8n:

1] [Donades funcions r i &, de xl,...,xn, i de xl,...,xn,y,z,
respectivament, podem introduir la funcié f(xl,...,xn.yj definida per
recursidé primitiva a partir de r is. Aixo é&s, éi r € Na(xl,...,xn) i
EE Na{xl,...,xn,y,z) s L sl escollim £ nou per I-J, aleshores en el seg
ment V obtingut de U afegint els pestulats {I)-(VII) de PR.2 podem

demostrar que fi{x .,xn,y} € N‘—r(xl,...,xn,y) i que, per gualssevol

197"

numerals bl....,b ¢Cy
2 Dt
VE®,....b ,0=x|(x ,b.)
= —n i S

VEE®D ...k Slel)=s| (x b [y,0 e By, .. 0D se))

2) Donada una funcid t de XpraoaX podem, per PR.2, canviar la
notacié de £ auna notacidé funcional. Aix6 €s, si t € NG{xl,...,xn)
podem prendre, en PR.2, n-1 en lloc d&e n, g = E[ [xn,OJ s 5 = E| {xn,S(y)}
i aleshores, afegint a U els correspondents postulats (I}-{VII), amb
algun operador f nou per U, tindrem, en el nou segment V,

- N
v —f(b ,...,b )=t| {x.,b ), per qualssevol numerals b,. Al mateix temps
-1 —n —  i- =i .

i £ : € N- .
tindrem Ef(xl,...,xn_l) Nu(f‘l{_ xn_l)

3) si u€ NG{xl,....xm) i EiGNG{yl,...,yn] per i = 1,...,m,

aleshores g‘ (xi,y_i) € NG(YI"' . .Yn) . Aix0 €s, la composicif de funcions
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d'un segment es funcid en el segment.

4) Per qualsevol numeral ¢ i gualsevol u, c € Nﬁ(xl,....xn).
També tenim X, = Na(xl,...,xn], per 1= 1,...,n, i S{x) € Na(x).
Aixo: junt amb lo observat a 1}, 2) i 3), i amb el metatecrema de minimit-
zacid, mostra que podem introduir totes les funcions recursives gue es

vagin necessitant.

S} El gue tenim, en el postre formalisme, a més de l'aritmética re-
cursiva, €s la possibilitat d'introduir la funcié Eg{xi,...,xm_l) associa

da a ﬁ(xl;...,xm) en la qual, perc, com ja s'ha indicat, E no funciona
ben b€ com un operador.
Aprofitem la ocasid per senyalar certes inexactituds ¢ errades de [1] :

a) En la condicid CL.3 (ﬁag. 64) hi manca: si ¢ és un numeral pre-
sent en alguna f3rmula de A que no siqui un cas de E.P.I. 3, aleshores
c=c pertany a A.

b) Des del rengle 20 de la pagina 72, on diu "Rixd implica...", fins

al rengie 21 de la mateixa pigina, on diu "....Un Ui+l-nombre", tot s'ha

de suprimir, i en el seu lloc s'hi ha de posar el seqﬂent:

"Suposem, per cada Jj, que Sj' €s el primer numeral amb aguesta
propietat, i sigui ¢' el wés gran de tots el Ej' Fem ara una hipdtesi
addicional, que després eliminarem: suposem gue, per els nostres

b "'En' el cas corresponent de (IIIL}

1"
N . : ] .
r tots els © gque s&n anteriors a c¢' pertanyen a ' A i, en conseguencia,

i tots els casos de {III)'
i

0,i+1 +1

aB ia B . Aleshores considerem; per cada j, el cas de (III)] .
1+ - -~ . 0,1+
si ¢; =20, i sinoelcas de (III); corresponent a Sle) 2 c,, 1
.- it ]

aleshores tindrem

G, (Mf{b,,...,b )=c.) =¥
J —n' =j -
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per cada j, 1 aixd implica, per cada G compatible amb Bi+l; que

G(ME(D,,....b )=c, ¥... ¥ ME(b ,...,b)=c ) 2 ¥
- -n —i =1 -n —w -
i aixd mostra que Hf{bl,...,b ) és un U, -nombre. Tornem ara a la
LT -n 1+
hipotesi addicional: si els casos que hem considerat de (1T}, ., i
P17

(III)i+1 nc pertanyen a A&, aleshoresli els adjuntem i tornem a comengar,
per alguna B' fipita closa. El gue necessitem comprovar és, Unicament,

. - . e . ) =
que ¢©' no s'incrementd; pero aixo &s una consequencia de b ), perque

—= i+
cada valoracid B, -normal és compatible amb l':‘,j_+ . Aixd és, per cada
1 i

valoracié B, -normal G' tindrem G'(f(b ,...,b ,c.1=0) = ¥ per alguna
ity —1 —n'=j -

de les J anteriors.”™

c} En la pagina 75, formula {5), ha de ser

u F‘jhj(k) ¥V ... ¥ jaj(k) ... en lloc de U, *'7Ak L
X it =1

: N
i1~ -p

2. L'argot téenic. El segment bisic

Desenvolupar l'andlisi matematica en base al formalisme vol dir,
vagament, usar el formalisme de qualsevol manera finitd3ria o constructiva
per a fer el tal desenvelupament. Per un proces d'aproximacid, assajant
de desenvolupar un minim d'anilisi amb un minim d’elegancia i simplicitat,
s'ha arribat a el que ancmenarem un “argot técnic", que ara descriurem.

No afirmen que aquest argot ens permeti fer totes les manipulacions fini-
tiries possibles del formalisme; perd és adéquat per les nestres Einalitats

immediates.

Per comengar, necessitarem alguns simobls nous, els “pseudccperadors”.
Per cada enter positiu n hem de tenir una 1llista infinita de simbols,

els pseudooperadors de grau n. Representem els pseudooperadors per els

mateixos simbols que usem per a representar operadors: a, b, £, £, , etec.

Trencarem, n¢ una convencis, perd un habit: en lloc de representar
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les variables exclusivament per x, y,..., les representarem, com qual-

sevol altre terme, per a, E, X, i', Y. etec.

Definirem ara els "nectermes" i les "neoformules”, que seran exten-
sions de les classe; dels termes i de les formules:
1} ¢ és un neoterme; 2) cada variable &s un necterme; 3) si f es un ope-
rador o un pseudooperador de grau n, 1 si bl,...,ﬁn sén nectermes,

aleshores E(b ..b), Ef(b ,...,b. )Y i ME(b,,...,b } sén
= 2n 2 2 =2

e -n-i

nectermes; 4} si a i b sdn nectermes, aleshores a=h és neofdrmula;
5) si A i B s6n neoformules, aleshores "1{A}, {A) ¥ (B}, (A) A (B),
(A) = (B}, i (A} = (B) s6n neofdrmules. Suprimirem par@ntesis, com en

les fdrmules, sempre que convingui i no causi ambiqﬁitat.

Definirem ara les “formes", que representarem per A, B, C, etc. Al
mateix temps direm quan un pseudcoperador © una varjiable sdn "lligats" en
una forma:

1) 8i A ¢&s una neoformula, aleshores A &s una forma; cap pseudo-
cperador o variéble no és lligat en A;

'2) si a €s un neoterme, aleshores a € N és una forma, en la que
cab pseudooperador o varible no és lligat;

3 8i A 1 B s&n formes i no hi ha cap pseudooperador ¢ variable
que sigui lligat en una d'elles i aparegui en 1'altra sense ser-hi lligat,
aleshores A & B &s una forma, en la que sdn lligats els operadors o va-
riables que sBn lligats en A o en B;

4) en les mateixes condicions, i si, ademés, en A no hi apareix el
signe =, aleshores A FIB 8s una forma, en la que els pseudooperadors
variables que hi sén lligats sén els que sdn lligats en A oen B;

5} si A és una forma en la.qﬁe no sén lligats els pseudooperadors

, daleshores (Bfi,...,Er,

,£ ni les variables ¢t

E.... R
flf r el f_s
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Eioeeoer) LAl L (¥E

1""'§rﬁ21""(55) [A] s8n formes; en les que els

pseudooperadors o variables lligats sén £ I t ""Es i els pseudo

Hd
operadors o variables que sén lligats en A,
Direm que una forma és closa si tots els pseudooperadors 1 variables

que hi apareixen sdn lligats en glla.

Descriurem a continuacié el significat de les formes closes. O bé,
el que &8s el mateix, direm gquan una forma closa &s veritat en un segment,
Escriurem

V: A

per a indicar que A &s veritat en V. Definim, recursivament:

V.1, v: A si v —A
V.2, V:a€ N si a€ NG
v.3. V:A&B si V:A i V: B

v.4. V: Ae= B si, en el cas que V: A, hi ha alguna extensid W
de V tal que W: B.

v.5. v: (351....,§r,£1,...,551 [A] si podem trobar certs operadors

Ei' dels mateixos graus gque els fi' i certs termes Ei. tals gue, si

A' @&s el resultat de substituir, en A, els_ Ei per els f; i les Ei
per els Ei, aleshores V: A'.
_. i = 3 -. ) 1
v.6. v (Vfl,...,fr,ﬁl,---,zs)[A] si V: A' per cada A' que

s'obtingui de substituir els Ei i les Ei per operadors £ dels ma-

H--

teixos graus i pnumerals Ei.

amb aixd queda dit el que s'ha de fer per a demostrar que una forma
€és veritat en un segment. Si, per exemple, segons V.4, volem demostrar
que G: Ar B, aleshores hem d'estar segurs que no es dona el cas G: A

o Dé hem de donar, suposant que v A, la manera de construir un cert

segment W extensid de V i la manera de demostrar que W: B,
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Podem dir, des d'ara, que no ens interessarid (€s a dir, no ens serd de
cap utilitat] demostrar que V: A per un cert segment particular. El que
ens interessariserd demostrar, per certs formes A, que V: A per cada

V que sigui extensid d'un cert segment que ancmenarem “basic", i que des-

, -
criurem més endavant.

Perd abans convé donmar un exemple que potser mostra que, en general,
no és interessant el saber que v: A per un segment particular V. L'e-

xemple s el seguent:

Si 6 €s qualsevol operador de grau 1, diferent de S, afirmem que

I: (0=0.= g(0)=0) & (0=0 k& g{0)=§(0})

Er efecte, segons V.3 hem he demostrar
(*) I: 0=0 = g(0)=0

(*m)  I. 0=0 = g(0}=S{0)

Com que I: 0=0 (ja que significa I — 0=0), demostrar {*) wvol dir

exhibir un segment 61‘ extensié de I, per al qual V_ : q{0)=0.

1
Mitjangant PR.2, si prenem v =z I, n=0, x=0, £= 5 (i s gualsevoll,

i si Vl és el segment que 5'chté d'adjuntar a I els corresponents pos-—

tulats (I)-(VII), aleshores tindrem, segons el postulat (I) per 4 20,
Gl - 0=0 = g(0}=0
i, com que \'r:'— 0=0, tindrem Gl +~g(0)=0, tal com voliem.

De manera semblant, s5i en lloc de r =0 prenem r = 5(0) tindrem

un segment Gz' extensié de I, per al quat
v,: g{0)=s(0},
cosa que demostrar (**).

Es clar, perd, que la forma ({(0=0 &= §(OI=0) & (0=0 = 6(0]=S(0]]
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ne és veritat per cap segment per al gual E no sigui un operador nou.

Abans de definir l'anunciat seqment bdsic recordem encara un artifici
ben conequt que usarem sovint. Suposem que hem demostrat que
v: (Efl,...,fr,sl,...,gs)[A]. Aixd vol dir que hem exhibit certs operadors
fi i certs termes E; per als que hem demostrat ¥: A', on A' &s el
resultat de substituir els Ei i les Ej per els Ei iels E&' Llarti-

fici &5 el segﬁent: canviem el significat del signes auxiliars fi i

t..,
-1
i fem gque ara representin el que haviem representat per Ei i ti: i

aleshores tindrem que V: A, nixd és, de

Vi (LBt e A

obtenim que V: A, perd aixd (nicament després d'haver canviat el signifi-
cat del signes Ei' Ej’ que ara passen 4 representar certs operadors i

certs termes.

Definim ara el segment Eﬁgig} que denctarem per E, 1 que no és altre
que el que s'obt& de I en afegir, successivament, mitjangant PR.2, els
postulats indispensables per a tenir com a B-funcions les funcions
+(x,y) [(suma), «(x,y} {producte), ﬁ(x) {predecessor), “{x,y) (diferéﬁcia
no negativa), a(x) i Skx), aquestes darreres amb les propietats se-

guents, que expressarem en l'argot:

B: p(0)=0 & (¥b)[ p(s{b})=b]

B: (Ya){(a,0)=a] &(¥a,b)[*(a,s(b)}=p(~{a,b))]
B: a(0)=0 & (¥p)[a(s(k))=5(0)]
B: B(0)=5(0) & (Yb)[B(S(b))=0]

Suposem demostrades les propletats d’aquest funcions. Les demostra-
cions s6n ficilment adaptables de qualsevol exposicid d'aritmética recur-

siva, com, per exemple, [2].
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Usarem expressions auxiliars: b+c, b.c, etc, per representar neoter-
mes o necfbrmules, d'acord amb les convencions sequents, en les quals po-

dem suprimir paréntesis de la manera usual:

{b)+(c} = +(b,c) "

) (c} = (b)Y +(e) E «(b,c)
(b)2i{c) = *{b,c)

lb-c| = ((b) 2(e))+((c) 2{b))

b<c I (b)(c}=0

b<czsm <S¢

Introduim encara altres convencions o definicions, per a representar

formes o altres expressiocns. Primer:

a€N(E,....8) = (Vey,....t)la€H]
Usarem les expressions auxiliars b-¢/d, on b,c i 4 sdn neotermes.
Definim:
‘be/E€ QL. 0t ) E ¥ ...t ) DENGCENGDEN
b-c/d € Q(ty,....t ) lg—g/gE QUL en-eek ) & (Ve g 0[18=0]

{es permet el ¢cas n £ 0, en les definicions anteriors)

(b-c/d) +(£-g/h) = (bh+£d}-(ch+gd} /(dh)

(b-e/3) (£-g/h) = (b-e/3) «(£-g/M) = (bEtge) - (bavef)/(dh)

-tbc/d) = c-b/ad

1

(b-c/d) ' = {d.(A(b2c))) ~(d- (ale®p))) /|oc|

(b-c/@) ~(£-g/h) = {b-c/A)+(-(f-g/h))

|b-c/a| = |b-c|-0/d.

Posem també
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bre/d=f-g/n T bhtgd=ch+df
b-c/&%€~g/h = bhtgdSch+fd

b-c/d<f-g/h T bhtgd<ched

Les convencions anteriors wvalen, en particu;ar, per qualssevol termes
b, ¢, d, £, g, b, fins i tot si d =0, h =0 o casos semblants. Perd &8s
clar que b-¢/d tendird a adquirir el significat de nombre raciomal, i els
signes % i < el significats usuals, i aleshores valdran les propietats de

les igualtats 1 les desigualtats, gue agui suposarem demostrades. Per

exemple, donem per demostrat que
B: (Yo,c,d)[Ta=0 = (b-c/a) - (b-c/d) *=5{0) ~0/5(0)]

Perd també &s dtil notar gue, en general,

B: (¥a,b,c}{ k=0 =* a-b/c < 5(0) -0/0}

B: (Ya,n) h=0 o a-0/c <S{0)-O/N = "Ic=0) .
Aixf, doncs, tenim definit el sggmeﬁt.bﬁsic B. D'ara endavant tots els

segments gque considerarem seran extensions de B.

Tornem axa a les formes. Ja hem dit qué significa V: A; aixd &8s, ja
sabem que vol dir que la forma closa A sigui veritat en el segment v.

Diguem ara: per qualsevol forma closa A, el significat de

: A

V: A per cada V extensiS de B

E} desenvcolupament de l'anilisi formalment recursiva consistiri basi-
cament en demostrar : A per un sequit de formes closes A. Que el que
desenveluparem és, en efecte, un tros d'analisi matem3tica ha de quedar

clar automdticament, amb ajuda de les definicions. Les definicions sdn les
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convencions del tipus X Z ¥, dque indiquen que X representa ¥, o Y
representa X, o bé que X i Y representen el mateix. En aquestes con-
vencions X i Y poden ser termes, £formules, neotermes, neofdrmules, formes
o qualsevel expressién auxiliar que ens convingul, inclis expressions del

llenguatge ordinari. Aixi, per exemple, podem convenir en que
{si A, aleshores B} = (A implica B} = (AE B
a b8, si suprimif els paréntesis, gue no sS3n necessaris,

si A, aleshores B Z A implica B = A - B

3, Els nombres reals

El desenveclupament éue farem de l*andlisi estd inspirat en llexposi-
cif de l'andlisi recursiva dequda a Goodstein [ 3] . Com se sap, 1'andlisi
recursiva té molt serioses.limitacions, tals com e}l fet gue en ella hi ha
successions creixents i afitades qﬁe no sén de Cauchy {recursivament par-
lant) (veuré, per axemple, [ 4]}, Aquests fendmens tan inconvenients ja no
es donen en andlisi formalment recursiva. AixY, doncs, aguesta Gltima es
una analisi mes podervsa que l'analisi recursiva, que ja no és construc-

tiva perd que, en canvi, &s finitariament consistent.
Introduirem expressions wix), iy}, ¢(§), etc, on X,y zTepresenten

variables, per representar expressions de le mena f-g/h, on £, g i h

s8n neotermes. Si posem
¢la = £-g/m
convenim, per qualsevol neoterme L, en que

e(t) = (f] (x.8))-(gf (x, £ /h] (k. 83},

on el significat de gi(x,t), .etc,  6s-el mateix per nectermes que per
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termes {el resultat de substituir x per t en f). Es clar que el cas inte-
ressant &s quan en £, g, h no apareixen altres variables que x. Supo-
sarem que aquest &s el cas. Eventualment suprimirem la x i només escriu-

rem ¥,

Tamb& posem

1 2 5(0), 2= s8(500)), 3 =S(sS{5(0)})}, ete
w/n = m-0/n

-En particular,

1/n = 1-0/n = §(0)-0/n
m/1 F m-0/1 2 m-0/5(0)
1/1 T 1-0/1
3.1 Definicid. ¢ é&sunreal ¥ ¢ E€R = ¢wix) ER(x = ¢(x) €0'{x) &

Aminix) € Nix) & (¥n, 0 [Pimn)4x} - | <1/a1] .

Si la forma representada per ¢ € R &s closa, que &s el cas que es
déna si en ¥(x) no apareix altra variable que x, tenim, d'acord amb

V.1-6, ue \_f:spER si

V:(x) € Q' {x)

Ve (Immix) € Nix) & (o)l |¢min)+o)-wmin)) | <i/n]],
aixo s, si
(*) £ N{r(ij 6 g€ N{i(ﬁ) &hE€ N‘_.’h-(-)
i, per algqun cperador que ara denotarem per m podem demostrar gque
(*%} V F-|¢(ﬁfg}+£)ﬂp(ﬁ(g))l <1/n per tots els numerals n i .

Ara tenim
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3.2 lema. Per qualsevol texmes £, g i h, i si ¢(x) = £-9/h,
: 9(x) € R{x) & {3m,n) (YOI {@ (n+x) | <m/1l

Per demostrar el lema hem de considerar qualsevol segment V extensid

de B i suposar gque v: ¥(x) € R(x}; €s a dir, que es satisfan (*) i {*%),
hleshores
V- |\0(ﬁ(1}+£)-'9(r‘ﬁ(1))| <1/1 per tots el numerals r,

d'on, per una propietat del valor absolut (que suposem demostrada),

V- I'P(IEHHE) E<IIP(5.(1} [+t/1 + per tots el numerals r.

11}

Tenim, per certs a i b, que e tmi1yy | a-0/h, i llavors
V- |\9{El('|}+£}i <{a+1}/1 per tots els numerals r,
de manera -que, d'acord amb V.5 i V.g,
V: (3m,n) (Vo) | tnery | <myi]
{on, ara, m,n i © representen variables), i aixd &s el gque s'havia de

demostrar, segons V.4 (on el W de v.4 &s el mateix V).

3.3 Proposicid. Si ¥, (x) = E_l-gl/hl i 'Pz(_{t) = .f_z'iz/!}z' on els -f—-:. ,

9 21 son termes qualssevol [sense altres variables que _51 , daleshores
: W, EREy, ERk (W +¥ EREV¥.¥, ER & -9 ER)

Demostrarem, per cada \_r, que v: W, €ERE&EY, ER k¢, €ER,
Supgsem que V. ¥, €ER & ¥, € R. D'acord amb la definicidé anterior i la

demostracid del lema tenim, per uns certs my, WMy, By D, 0 i m,,
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Vi (Vg,gl.[wllr;l(ghg)-ﬂ (m, (n)) | <1/n}
V: (¥n,z)[ |¥, (my () +2) =9, (M, (n)) | <1}‘gl
Vi (Yol | (o, +0) | <my /1] |

Vi (¥l e, (n,+0) | <my /1]

Ara adjuntem a V alguns postulats, d'acord amb PR.2, gue garantei-

xin, per el segment W aixi obtingut, i un cert operador m, gue

We (¥s){mis)=m, (4m_s)+m_(4m s)+n +n ]
= - —i= ¢ —— = -2

Com que les guatre afirmacions anteriors continuen essent certes a W,

tindrem, usant el pripcipi d'induccid,
w: (¥a,r} iﬂ(ﬁty +5)_—w1 tmin}) | <1/2m nl
W: (¥n, o) |@, (m{n}+2)-9, (min) )| <1/2m,n]
W: (Mo, |, )4y | <m /1]
#: (¥, 0l ¢, (min)+r) | <m, /11
W: (¥n, )l f¢, (m(n)+r)¢, {m{n)+r) - ¢ (mln))¥, {min))
< o, Rn)+1) | +|@, Rn) +r) 0, () |+, (@n}) | + |0, n) +r) =@ (mn) |
@ (¥, 0 e, (hin) +2)w, (in) 42, (B ()9, (hm) )| <1/n)

Aixt Gltim vol dir, si ara m representa un pseudooperador, i si

afegim una observacid trivial:
WA n(IENG) & (Yo, z)[ |9, (min)+0)y, (Rn)+r) 0 (n(n}ie (m(n)) | <1/n]]

De manera que, d'accrd amb V.4, haurem demostrat la proposicié si

demostrem

We 9, (x)9 (x} € Q'(x)
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Perd aixd, com abans la demostracid de que mix} € “ﬁ(.’i} . €s trivial
(nomds cal demostrar que, en general, st a € NI—J i b€ NG' aleshores

+b EN=- i ab € N-).
Et_’ NUL_NB)

3.4. Definicid. ¢ ~ 0 = ¢i{x) ~ 0 =

G mix) € Nx) & (Vo) [@imind+x}| < 1/n ]

3.5. Definici6.

¢ &s equivalent a ¥ Z @ ¥ I 9ix)~ ¥ix) = ¥lx)-¥(x) - 0.

Suposarem, per expressions ¢(x), ¥(x), etec, de la forma f-g/h, i
quan aixX ho indiqui el context, que £, g i h son termes {no neotermes

qualssevol] en els quals no aparequi altra variable que X.

3.6. ProposiciS. Per qualssevol ¥, ¥, ¥,, ., ¥,, ¥,, X,

N:PER Fy ~ ¢

2)WEREVERSY - KV -y

) WERSVEREXERGY ~ V¥ -~XEy ~X

4) : €R&Y,ER& VY ER&V,ERay, ~v, s ¥, ~ )

Ew+¥, ~0+¥, a9 ¥ 0,0, &-p ~-¢,}

1
5} Les lleis formals de la suma i el producte .

3.7. Definici. Per ¥(x) = r{x) - s(x)/t{x), on I, 5 i E sén pseu-
doperadors de grau 1, posem (3¥) com abreviatura de (Ir, s, t). Alesho

res definim
Px) és invertible = (IP{VE R & W(}_)'i{’{i) ~ 171}

1

3.8. Proposici§. Recordem la definicif de ¥ '. Aleshores, per cada ¢, -

1

tWEREY P ER b [¢ & invertible &9 ! ~ 1/1)

3.9. Hota. No tenim una dicotomia que afirmi que cada real hagi de ser
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invertible o equivalent a zero. Al respecte es pot veure la observacis

3.13, més endavant,

o Lo

n

3.10. Definicid. ¥ és no negatiu = ¢ 20
= (Imlmix) € N(x} & (Yn,0)(0/F S @imin)+x)+1/n) ]
3.11. Definicif. ¢ é&s negatiu S @Y £ 0= 0 H»y
= (3m,n) (¥s)lm(s) € 8 & 0/1 > wtgﬁ'n(gnn@»
3.12. Definicid.

PEXYEYR v S0 Yy

p<PSYnp=pPLo

3.13. Observacid scobre la tricotomia. No tenim una tricotomia de 1l'estil

"siy ésunreal, ¢ <0, Y ~0 & v »0" ni dicotomies "si ¢ &s
real, ¢ £ 0 & ¢ RO" o "si ¢ éEsreal, ¥ 30 & ¢ £ 0". Tenim,

perd, succedanis d'aguestes afirmacions. Un exemple, que no usarem, £s:
ProposiciS. Per cada ¢,

:@ERE (38) (520.V 5=1) & (s=1 by < 0) & (¢ <O F s=1)

6§ (s=0FY 20} & (¢ » 0 F s=0]]

La demostracid &5 com segueix:

Suposem que V: ¢ E R, on ¢

—g/h, £ € NG{E) [ € Niti) '

h € N{-r[i) . Considerem l'expressid
0/1 S (ys2) +1/x

Y recordem gque, segons les definicions de la secci§ 2, aguesta expressid
no &s res mé&s gue la representacid d'una certa formula k=0, on

k € No(x, y, 'z}, Aixd és,

0/1 K¢ (y+z)+1/x = k=0
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i, per qualssevol termes a, b, c,
0/ €¢{b+re)+1/a = k| (x,2) |y, b) |(z,c)=0 °

D'acord amb PR.2Z, podem obtenir una extensid Gl de V en la que,

per algin operador f, tinguenm -

v s (Wx,y,2)l fl (x,y.z)=1:k]

Vo (Ve yMEE (x,y) € N & (EE, (x,y)=0 ¥ EE, (x,y)=1]

En una certa extensif Gz de V tindrem, de la mateixa manera, per

1

"un cert fz .

Vy: (e »UE, (x,y) =Efl.(§_.1)]

v,: (YlEE, (x) € ¥ & (EE, (x)=0 v Ef, (x)=1})

De la mateixa manera, en una certa extensid v, de Vv, i per un

2

V,: (W0l E (0 =EF, (0]
Va: Ef3 €N & [Ef3=0 ¥ Ef,=1)

Fem

Tenim 53 —5=0 ¥ s=1.,

Hem de demostrar ara

N V:s=1 k¢ L0

2) V,:5=0F¢ R0

N -V,: 9 £0F 2?1

4) ¥,:0 20¥% s=0

Suposem que Ga —s=1. Aixd» vol dir que 53 P—EE3=1, i gue, pear tant,

segons els metateorema de minimitzacid,

A MESEN, i Vy - £, (KE))=0, d'on V, —Ef,(Mf )=0,
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que implica, per el postulat (IV) de PR.Z relatiu a Ez' que

vy (I (e, v) =0 )

i, en consequéncia,

vys (Y TEE, (ME, Ly =0 |

Vyr AW EE ME,y)=1]

i, per el metateorema de minimitzacid,

Vy: (YpIui (nE,,y) € § s FuE,,y, ME, (ME,,y)}=0],
Vi (WwE (nEy,y) € N s k| (x,ME,) | (2, HE, (4E,,y) ) =0)
63= (Vz)[Hfliu?,.y) €N s0/1> ',o(rufl(uE,,_gnﬂ/MEa]

Fem, per alguna extensid \_f,' de V., gque

v, : (¥pmiy)=mf, (ME,,y}],

i fem també n = ME,. Hem demostrat gue

2

V,: (Im,n) (Yy)m(y) € N & 0/1 > wiysmly))+i/nl,

aixd &s, que Vi ¥ <€8; i aixs demostra (1} .

Suposem ara que ‘}3 - 5=0, Aixd vol dir que Ga I—EE3=0 i que, se-

gons el postulat (Iv) per £, Va(¥)[ T, (x}=0), d'on’

V:’:

(vg:_)[ Efz (x)=1] i, per el metateorema de minimitzacid,

V,: (U[ME, (x) € K & , (x,MF, (x))=0]

V,: (VR ME, (x) € N & EE, (x,ME, (x))=0]

V,: (¥x,2)(ME, (x) € N & OF (x,ME, {x)=2)=0]
V,: (¥x,z)[ME,Lx) € N & | <£,ufz (;}_)) = 0]

Vo: (¥x,2[ME, (x) € N & O/1 Ko (ME, (x)+2)+1/x]

3:

5i fem, -en algun \_f,: extensls de Ga' que, per un cert m,
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Ve (e miq =ME, (01,
haurem demostrat que Vi:¥ »0; i alxd demostra (2%.

Suposem ara que V,: ¥ £ 0, que vol dir que per upn cert terme n i

una certa m(t) € NG {t), tenim
3

T,: (Yolo/1 > elem(t))+1/n],

v - -
aixo és,
\?3 [ El(ﬂ' £, I;\.(E))=0 per cada numeral &, d'on, per (IV),

Ga*— EEi[E,l_:_]'—-‘I per cada numeral ¢

{&) \_.'3 - "Ezin,gl =0 per cada numeral

jer

En agquest moment tenim un pas delicat, en el que afirmem que d'aquesta
afirmacid [A) podem concloure que

(B) Gz - 'IEZ {n,t)=0 per cada numeral ¢t

Per no perdre el fil de la demostraci deixarem la justificacid del

pas de (A) a (B} per una mica més endavant.

Tenim ara, de {B), pex PR.3, un segment G; extensié de Gz gue

s'obté d'aquest en afegir el postulat "lEEz (n)=1. Es adir gue tenim

V) +Ef, (n)=0

Recordem ara que hem passat de Gz a V; afegint uns postulats
(I}\-(VII) , d'acerd amb PR.2Z, gque ens han permés introduir una nova notacié,
Ea {x) ,» per Efz (x). OCbservem que PR.Z2 permet afegir exactament els
mateixos postulats a V!, obteﬁint aixi un riou se‘g'ment‘ ‘3; que és, al

mateix temps, extensid de Gi i de Vs, i en el qilal tenim

vy - £, (n)=Ef, (n)
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Per tant,
Vi £,{n)=0

i, per (IV) [relatiu a Ea)'

i, como que ja hem observat que \_f; > \?3 , aixd demostra (3}, excepte per
que ens falta veure com podem passar de (A) a (B), qgue &s el que ara
farem. COCbservem, per comengar, gue, com gue EZ(E'Z) només pat prendre

els valors 0 1 1, (A} i (B) equivalen a
(A') V. f {n,t)=1 per cada numeral ¢t
(B*} Gz - F (n,£)=1 per cada numeral t

Considerem qualsevol numeral t. Segons (A'), EZ(E'E)=1 és -un

teorema en V,, i volem demostrar que també ho és en \}2 . Suposem que C

&#s una cel.leccié finita de postulats de Ga tal que
Cr— £,(n,t)=1

Sigui C' el conjunt de membres de € que també sdn postulats de

V,. Si suposem que Ez (n,t)=1 no és teorema de \_fz hi ha d'haver una
valoracid 13gica que sigui compatible amb €' i no amb aquesta Edrmula.
Podem mo&ificar agquesta valoracié fent gque valgui 1;_ (fals) en gqualsevol
formula atomica a=b que no aparegui en cap membre de C', i aquesta

valoracié, que denotarem G, continaurad essent compatible amb C' i no
amb EZ(Q_,E]=1 . Veurem ara que G es pot "estendre" a una valoracidé G'
compatible amb € 1 no amb Ez {n,t)=1, cosa que déna una contradiceid,
ja que C K~ E2(£,£]=1 . Que G' sigui "extensid™ de G voldri dir que

G"(a=b) = (veritat) sempre que Gla=b) = i Aquesta G' es pot

1.5
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construir a partir de G per passos, fent primer que G sigui compatible
amby els casos de (I) que pertanyen a C i no a C', després amb els de

(EI}, etc.

Demostrarem ara (4). Suposem que V. 2 ¢, que vol dir, per un

cert operador ﬁ, que
Ga F‘fl(g,ﬁlg).£}=1 per tots els numerals n i ¢
De manera sembiant a com hem passat de (A) a {B), tenim

Gl h'fl(ﬂxa(ﬁ)'sz1 per tots els numerals n i I

Per PR.3 tenim ara un segment G; extensid de G; - tal que

G{ F'Efl(ﬂri(ﬁj)=o per cada numeral n

Adjuntem ara a G;, per PR.2, exactament els mateixos postulats gue
hem adjuntat a Gl per passar a 52, i al nou segment aixI obtingut

adjuntem-1i els mateixos postulats que hem adjuntat a Gz per abtenir

G,- Obtindrem aixi un segment G; que &s extensié de G; 1de v, |1
tal que

G: F-fz{g,i(g))=0 per cada numeral n

Gr P-EE2(2)=1 per cada numeral n

ve - TIE (n)=0 per cada numeral n

Tenim, ara, per PR.3, una extensié Gf de GY {i, per tant, també

de Gal tal que

0 EF =0

V' - 5=0,

tal como haviem de demostrar
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4. Successions de reals

Sien f, gih no apareixen altres varlables gque

1%

, ¥, wusarem

expressions tals com ¥i{x,y} per a representar f-g/h. Si

X{x.y} £ f-g

convenim, per gualssevol neotermes 5,t, en que

X {8 I xix) = (£ tx,8) |y, e -tg] (x,8) |ty 0 /(0] (x,9) | (v, £0)

Ometrem la x, o la x i la y, quan convingui i no causi confusid.
Frequentment serid un sobreentés que EJ gih sdn termes (i no neotermes
qualssevol} |
4.1 Definicid,

é i = 1= R = £ SR
Xi és una successio de reals XE(Y') S1 {y) )(i i

T (3 mixy € Ny & (Ys,n,0 [x (i, n)40) -x mis,m)| < 1/n])

(de manera gque, per cada numeral s, XS(X} &s un real, perd la funcid
5(5]2) que l'exhibeix com a tal ha de ser donada al mateix temps per tots
el s. EL que volem &s evitar un 3 en l'drbit d'un ¥, cosa que causa-
ria dificultats tdcniques):
4.2 Definicié. xx(y} €5 una successié de Cauchy de reals

= x (y) €CS Ry = x () € SR & G, [mix € Nix}

& kix,y} € N(x,y) & (¥n,r,sH ixi(ﬂ)+£(}_:(g,£)+§)* Xfitn) (k(n,01)| < 1/n]]

4.} Definicid

la successid X convergaix a ¥

X AP T F ) =
=X (¢ € s R(y) &viy} € R(Y & Gr k.o nix € 8ix) & kix,y) € Nz, y)

s alx) € N & (¥n,r,s,0I lxﬁ{n}+r(i(£.5)+§w<£(gn+g| < t/n))
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4.4 Proposicié. Cada successid de Cauchy de reals convergeix a un real.

Aixd &s, per cada X(x,y},
. 1S
: xﬂ{y_) csin(g) E
Gr.s,8) r{y) -sl{y) /E{y} € R{y) & xifz) o T —s(yt/e{yl]

Efectivament, si Vi )(x(y) S CSXR{y) usem tres vegades PR.2 per obte-—

nir una extensid W' de ¥V en la gual, per certs operadors ;, ;, E,
TN ¢ g ElEY=y_ kit,00}
W (Vt)fr(g) s(t}/tie) xm(g)(k(f._ L
on k &s l'operador de 4.2, i aleshores tindrem, per alguna extensid W
de ‘:",
WX (D) — By -Rip /R
W X’S(x) X {yl-siy}/tly)
L*inica dificultat pot ser la traduccid a lfargot de la demostracid obwvia,
4.5 Definicié. :i(.}_) €s una funcif estrictament creixent de X
£ qix} € NGO & (Y aln) < qin+1}]
4.6 Definicid. x(g{x),y} &s una subsuccesif de X(x.y)
Z xix.y) € SKR{!) & a_(_@ és una funcid estrictament creixent de x.
4.7 Definicid,

la successid ¥(x,y} de reals esta continguda en 1tintérval I'Pl "ozl

X(E,x) C [ip: ,'pz] = X(i-i’ [ SKR(L} & goI € R & ¥, ER

s 3@, ,m M (0 € Mx) & m(x) €N & (¥s,n,z)[0/1 <
(X, tm, (n)+2) -9, (R (n)+£))+1/n & 0/1 S (9, (m, (n) 42} =X, (B, (n)+p) +1/n] ]

{Agqul estem demanant KPI - )(s i )(S éﬁpz per cada s, perd ho fem
d'una manera “"uniforme®, de manera semblant a com hem procedit a 4.1, i

per la mateixa rad).
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4.8. Propesicid {teorema de Bolzano-Weilerstrass}. Cada successid X (y)
FEOpPesIClo x4
de reals continguda en un intérval [@1 . ¥l té una subsuccessid que

convergeix a algun real. Més precisament, per qualssevol ¥, vl, wz,

: xX(xy) € le, . wzl E lai.E.E.E)[a(i) és una funcié de x estrictament

creixent & rix)-s(x)/tix) € R(x} & Xlq(x),y) T2 700 -s{x) /Eix) ]

La demostracid de la proposicié depén del sequent lema:

5 t r s t

Lema. Per qualssevol ¥(x}, r,., s,. t,, I,, §,, t,,

: [wix) € Q(x) & ;=0 & Tlt,=0 & lVQ){EJ—Q“/§1 < ¢(n)

& vin) < 52-52/5211 E (3&1[&@965 una funcid estrictament creixent

de x &yiaix)) € R(X] .-

Suposem demostrat el lema i suposem que V: X{x,y) € [¢1, ¢z]. . Bi
m{u,v) &s com a 4.1., prenen ¥(x) = x{x, m(x,x}}. Bs Fdcil trobar
51, §q, E&' E{, Ee' Ez que satisfacin les condicions del lema per V.
Aleshores, si, d'acord amb el lema, tenim una extensid Wae ¥ i un a
tal que gqix) é&s estrictament creixent i wli(gj) € R{x), &8s facil

demostrar gque la successid X(i(ﬁ)'Z) convergeix a w(i(f)l, demostrant

cow P
aixi la preposicid.

Aquesta proposici® €s la primera afirmacid gue trobem que €5 certa en
andlisi formalment recursiva i no ho €s en andlisi recursiva. De manera
gue no ens ha d'extranyar que la demostracidé del lema, del qual la propo-

sizié depén, no siqui tan senzilla com la de les proposicions anteriors.

Ara demostrarem el lema

Suposem
Vo(x) € Qlx) & M,=0 & Te,=0 & (Y)[x,~s,/t < ¥ &vn) < r,-s,/t ]

Estenem el segment Vv aun segment Gl en 2l gqual tinguem, per un
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cert e, que

V,: e € N & eftx,0)=5(0) & (¥x)el(x,5(x)})=2.¢]

Usem la notacid 2%

s - E_
e, 1 tambe 27 = EJ‘E-E)* per cada necterme t.

$i recordem les definicions de la seccid 2 sera clar que podem estendre

<

M Vi (n,som, ol (x -5,/ )+ (/2™ Tz, s, /b0 —(xy-8, /8)))

< @imtr} == E(n,s,m,r)=0]

Com que V : (¥o)lw(r) < r,-s,/t, . tenim

2y ¥,: (¥n.n)E¢n,2™,0,1)=0]

Aleshores postulem d'acerd amb PR.3,
- = n
(33 vy: (Yn)[Ef(n,2=00],

on G, &s alqun segment extensis de V.
Per PR.2 tenim aleshores alguna-extensid Gu de Ga i un

(4) v, : ¥n.s:m g(n,s,m=EE(n,5,m],
d'on

(5} ¥, : (¥l g(n,2%,0)=0]

i, per algun postulat de tipus (IV) de Gu,

(6) V,: (Vp_)[Ec;.(g.zr—l}éﬂ
Hovament per PR.2 tenim alguna extensié Gs de Gq i un
(7% ¥g: (¥n,s)[hin,s)=1"Eg(n,s)],
d'on
8) Vg: (Yn){htn,2%=0]
i, una altfa vegada per un pestulat (IV],
(9) V,: (YwlEhin)=1],
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d'on, per el metatecrema de minimitzacid

(10) Vg: (¥ Mh(n) € § & K(n,Mh(n))=0]

Per (7)., aleshores

(1) V,: (¥o)[ Eg(n,Mh(n))=1],

d'on, novament per el metateorema de minimitzacid,

(12) V.. (¥n) My(n,Mi(n)) € N & g(n,Mh(n) ,MG(n,Mh(n))=0]
Per (4) |

(13) V_: (¥n)[ EE(n,Mh(n), Mgin,Mh(n)))=0] ,

d'on, per alqun postulat (IV],

(18) V.: (¥n,0)[E{n,Ma(n) ,M3(n,MA(n)) ,x)=0]

Observem que 62: (VE'E'H){E(E'O'E'E)=O] de manera que, per (14),
Gs" (Vg)[—m}_l(y=0] , «d'on, per una propietat de =,

(15) V.: (¥n)[ Mh(n)=(thin) 1) +1]

De (10} i el postulat (VII) convenient,
(16} Vg: (¥n)[ Thin,Mhin) =1)=0] ,
d'on, per (7},
(7 Vo (Yl Bg(n,Matn) 211=0] ,
i1, per algun postulat {IV)
(18) Vi (¥n,m[Ig(n,Mh(n) 21,m)=0]
d'on, per (4},
(19) ¥, : (¥n,m)[ EE(n,Mi(n) 21,m) =1]

d'cq, per el metateorema de minimitzacid,

(20) ¥;: (¥n,m)[ME(n,Mh(n)=1,m) € N & £(n,Mh(n)=1,n ME(n,MA(n) +1,m))=0]

L'afirmacié {(14) i la segona part de (20) signifiquen, respectivament,
1 v - - - n - - - -
(9 L (Vg,_g_l[ (_r_l _S_l/EIHU‘Ih(E))/Z_} ((zr,-5,/t,) (51 §_1/§_1}]

2 @ (Mg (n,Mh(n} ) +1))
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(200 v (Ynmir -s /t )+({Mh(n) 213 /2% “lx,-s,/8, Y-l -5, /t,})

< ¢ (m#nE (n,Mh (n) =1,m) }]

Si prenem ME(n,Mh(n}=1,M3(n,Mh{n)))+n per r i Mg(nMhip)l+n

per m ‘tindrem

1) Vg (¥nl (x;-s,/8 ORI 410 /2% - ((2,-8,/t,) =Xy =5, /8;))

< ¢ (n+Mg (n,MA{n) ) +ME {n Mh(n) =1, Mg(n,sh(n})))]

(22) Vg: (¥n)[¢ (n+Mg(n,Mh (n) ) +ME {n,MA(n) =1 Mg (n,Mh(n))))

S (xy-5, /8 )+ M) /2% ((2,=8, /L, ) ~ (£, -8, /€, )]

Tenim, en alguna extensid Gs de V., i per algun Kk,

(23) ¥ : (¥n)l K(n)=n+Mg(n,Mh(n) )+ME (n MR (R} =1, Mg (n,Mh(n))]

aix{ que, si fem o3r -s /t , B%r,-s,/t,, tindrem, per (21) i (22),

(24) ¥ : (¥m) (R (n)21) /2% < (B-a) < @ (kin))
s ¢(kin) € o+Mi(o) /27 + (B-a)]
ara afirmem que

(25) 2 (f)l (R =12 < oRenn 2™

(aixd &s, (¥n)[ 2Mh(n}=2 < Mh(n+1)=1])

tenim, per (20'} i (1),
(26) T,: (Yn,m[ EFtn+1,2MA(n) 22,0, ME (0, MA(n} 21 ,m)) =0 ]

Perd de {id4), per n+! en lloc de n,

27) V,: (¥n,n[TE(n+1) Maln+1) Mg (ol Mh(n+1)},c =0}

Per Mgln+l),Mh({n+1)) en lloc de m en (26) i

ME(&,MH(E);l,ﬁa(Ef1,Mﬁ(g}1))) en lloc de r en {27) tenim
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V,: ()l £ent1,2M0(n)*2,Mg(n+1,Mh(n+1)) ,

ME(n,Mh(n)*1,Maln+1,Mh(n+1))}}=d

: o) {0+ Mi(n+1) MG (041 MA{nt 1)),
ME (n,MA(n)=1,Mg{n+1 ,Mh{n+1)}))=0],
aix{ que

v

,+ (o) Mn(n+1) > 2h(n)=2],

Vo : (¥n) Mh(n+1)=1 > 2Mh(n)22],

que demostra {25} .
També afirmem cue

(28) ¥: (o) Ma(n+1/2%"0 < MR(n) /2™ )

(aixo €s, V. : (¥n) Mh(n+1) < 2Mh(m)] ).
En efecte, tenim de (14}, amb un petit abils de notacién,
Vo : (¥n,0f 2vh(n) 25 i (n) /2R 2 0 (M3 (0, ME (n) )41 ],

d'on

(29) Vo : (¥n,x)[TE(n+1,20n(n) Mg (n,Mn(n}) ,r) =]

Perc d'acord amb (20), per nt+l en lloc de n,

(30)  Vg: (fn,m)[ £(n+1,Mh{n+1) 21, m,ME (n+3,MA (041} 21,m) ) =0]
Si prenem, a (29) i a (30), ME(n+1,Mhin+1)-1, Mg (n,Mh{n))) per
i M&(g,Mﬁ(E)) per m, tenim

Vs (¥n)[ E(n+1,2Mh (n) Mg (n MR {n)) ,
ME(n+1,Mh(n+1):1,Mg{n,Mh(n})))=0] ,
Ve: (Yo £(p+1,Mh(n+1) 21, Mg(p, Mh(n)) ,
ME (n+1,Mh(n+1) 21,43 (n MF (n))))=0],
aixi que
Ve: (¥n)[ 2Mh(n) > MA(n+1)21]

V.: (¥n) 2#h(n) > Mh(n+1)], (per (15)),

IH
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que demostra (28} .
De (25) i (28) tenim, amb algun abis de notacid,
(31) V& (Vo) (Mh(n)=1) /20 < (hin1)=1) /270 < MR(ne1) /22 € MR (n) 220

Finalment, és fﬁcil veure que existeix, en alguna extensid W de Gs'
un ;(§J i un a tal que ;
W: (Vg}[i(g}=f(§(gj)] i é({) s estrictament creixent.

I aleshores de (24) i {31) demostrem facilment que ¢(a(£)l &s un real, en

alguna extensid de W, que £s el que haviem de demostrar.

5. Funcions
5.1 Definicié. Fem gue (ffﬁftot(ETXfi' x'~y'/z') representi el resultat
de posar X',y' i z’ en lloc de L. v, i z, respectivament, a f-g/h.
pefinim
f-g/h € Qlx-y/z) = £ € Nix,y,2) & g € Nix,y.z)
& h € Nlx,y.2) & (Vx,y,2)[ h=0]
& (¥x,y.z,x'y',2' N 12=0 A7112'=0 A x-y/z=x"-y'/2’
= f-g/h=f-g/m) | tey/z, 50 -y /e t]

Usarem expressions de la mena ®(x-y/z) per representar expressions
f-g/h, per nectermes f, g, h en els quals no apareixen altres variables

que X, ¥, 2. En les proposicions freqﬁentment suposaram tacitament que

£, gih sbn termes, depenent del context. Fem convencions tals com:

si E%x-y/z, oF a-b/c i ¥®{x-y/z) f-g/h, aleshcres

x-y/2)

e(L)

¢la) = @la-b/e) = (f-g/mi | (£.0)
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Usarem abreviatures tals com posar (Y¥a) en lloc de (¥a,b.¢] o con-

venir an que ﬁ(a,g] = 5(5,2, c,d}, =sioa = a-b/c. Tamb€, en aquest cas,

pasarem

denom @ =

1]
|

5.2 Definicif. Sigui &= x-y/z. Definim
$(£) é&s uniformement continua en conjunts afitats = $(L) G'QC(EJ
2 8(E) € &) & Bmm{e,B,n) € N(x,B,n) &
(¥x,8,v,8,n) [ Wenoma=0 A TdenomB=0 A Wdenomy=0
A Tdenomf=0 AR SYAYSBAQRSASESH 4 |{-ﬁ| < 1/mta,B,n)

= |9 -¢(8}] < 1/n )l

5.3 Observacid. Cada element de QCIE), que associa a cada a€ Qg un
element ¢(a} € ¢ pot ser restds per continuitat" als reals. M&s preci-

sament .

5.4 Proposicid. Per qualssevol ¢, ,x (en els que no apareixen pseudoo-
peradors},
: PE) € QC(E) & p(v) € R{v) & Xlv) € R(v) & p-X

Ed(e(v)) € R(y) & S(X{v)) € R(v) & $(X(v}) ~ S@iv})

5.5 Nota. Definirem les funcions contfnues en un intérval clos com les
successions fonamentals {relatives a 1l'int&rval}l d'elements de QC, de la
mateixa manera com hem definit els reals, a 3.1, com successions fonamen-

tals de racionals. Usarem notacions tals com

V(w,B) = ¥iw,x-y/z) Z p-g/r,
v @ 2 ¥ = eram | wa | G,

per gualsevol aZa-b/c i neotermes n, a, b, c.
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5.6 Definicid.
‘“2:5) £s una successid d'elements de QC{E,'} = [Vr_n_‘,{ ¥m(E) € QiE)] &

(Im)[m(k,a,8.n) € Nk,a,B,n) &
(Vk,a.B.Y A s [ denoma=0 a TWenomB=0 A denomy=0 A denomS=0
pa <y AY<B AasE A8 KB Alv-8] < 1/mix.a,B.0)

= Iwim—gi(m < 1/1]]

{#X] . Aleshores definim

5.7 Definici&é. Sigui I
©{w,E) &s una funcif continua en I = ¢(w,£} € CI(E)

SpERE&XERSE $w,E) &s una successis d'elements de QC(E) &
Ao, X' WP ERE X ERE ¥~¥& X'~¥ & nlx} € Nix)

A’ min)+r) < a-b/c A a-b/e < X' (min)+z)

= |°Ei(£]+£{i_li/£} _‘bﬁ(E] (E_"P_/E_)l < 1/E”'

on el significat de {3p'} é&s com sequeix: suposem gque

e’ {x) r {x} -s" (x) /e (x}, ‘per un certs pseudooperadors r', s', t', i

11

llavors (3') significa (Ir', 5', t'). Andlogament per X'.

Wota. Una part de la definicid &s (¥nl[w'(n} < (n+1]f, que
significa (o esta representat per) "¥' £&s mondtona no decreixent".

Tamh& tenim, &5 clar,

¥  és mondtona no creixent = (Vp_)[’p'(g} 2 ¥ (n+1)]]

5.8 Observacions.
a) Andlogament al que ha estat fet a 3.4 i 3.5, podem definir la nocid

0u(E) ~0 i la nocid ¢E(E) ~‘I’E(E), per @E i ‘P& en C, i

demostrar que aquesta €s una relacif d'equivaléncia
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h) Podem veure cada element de CI com a *funcid de I en R". Donat

¢ €ER tal que ¥ S¢ =%, i donat @uEC

iy si 8 é&s un real al qual

convergeix Qu(\a(x)). podem definir © com el valor de @u en ¢, fs

clar que aquest valor € només estd definit mddulo equivaldncia,

Si, en un segment V¥, tenim que T ¢u(5) € CI(E,) i. v: vix) € R(x},
representarem, amb notacié ambiqua, per ¢#) aquest valor de ¢ en ¥,
que acabem de definir, mddulo equivaléncia. Quun fem algquna afirmacié,
en el segment ¥, relativa a $(¢), estarem fent la afirmaciS per qual-
sevol dels reals representats per ${p); o b&, si fixem com a representat
per ¢{) wun real particular al qual ‘Fu!ﬁo(i)} convergeix, hem d'estar

sequrs que la mateixa afirmacid es compleix pexr qualsevol real equivalent

a ell.

-

c) Amb el que s'ha dit es pot precisar i demostrar l'afirmacié "CI és

una R-algebra completa".

5.9 Proposicid. (existéncia de md3xim i minim per elements de CI] . Sigui

I={v¥.x]. Pper qualsevol ¢ (£),

0l € c(8) k(O T T, ERET, ERET,LX 8 VOT, & T Lx

s (P00 0 € RYLE 50 £X kDO £ (T, & (8) 2 8(TI]

Veurem com construlir T, - Recordem que Tlti) = 1?(3:_] 'g(.’i)/“(il per

certs pseudooperadors ¥, 5, L, i gue (3t1} s.ignifica (3;,5,5}.
Primer definim
{a-b/c) ~(d-e/f) = (laf+ec):(bi+dc)) -0/ (cf)
La funcio 5(5’ de-fin:i..da a la seccid 2 s'estén com

ala-b/c) = ala:b)
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Ara suposem V: ®(u.f) € cI{E}. aix{ que tenim, per algun m, algqun
E, i certes ' i %', mondtones, ho éecreixent i no c¢reixent, respec-
tivament, i tals que X ~ X' i v~ ¢';
{*} T (VEJG,B,Y,ﬁ,E}[Wdenoma=O A WenomB=0 & Tldencmy=0
ATldenomé=0 Ao SY AY =B AaSS AS SR

A |y-8] < 1/mk, ,8,n) = I:pkm-:pk(a)l < 1/n]

(**} V: (¥n,r,5} Mdenomg=0 A ¥’ (E(n)+r) ST AT SX'(t(n)+r)

(z} )| < 1/n]

192 (nyar &7 )
Llavorsﬂ}enim, en alguna extensié V' de V, per algun £, isi
V:lc> x (=¥ (0],
¥': (¥n)[ £(n,0)=0]
s (¥n, i £, i3 =F{n, ) ((i+1)=E(n,1)}.

atdz (9 (E@) (T4 /Q) ) 2dp L (" (R () +(E(n, i) /d) -e))]]

ti{n} {n)
<n B
a4 = com(t(n), ¥ (£{n)), X' (£(n)) ,0)
€ X' {E(n))-¥* (t(n))
Usem la notacid
Ip(ll} = @' (t(n))+(E(n,n)/d) ¢

Llavors, en alguna extensid W' de V! tenim, per certs g, r, 5, u,

w's: plalx}} € Rix),

W' (W) Zx)-5(x) fulx)=plaix)}] ,
ioT,tx) 8 ri{x)-six)/ulx)

La construccit de T, 6s andloga, 1 dfna llo¢ a un segment W. Resta

per demostrar, per gualsevol &,

A: BE RGO 5 05X k OB) £ 0(T,) & ${B) B (1)
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5.10 Proposicid. (teorema de Bolzano). Posem I = Y,x).

per qualssevol ¥, x, ¢, 8,

: $(u,E) € c (§) s ersd) £6 50 £ o)

EEativL€T eat<y g (1) ~ 0],
i 1'analeg per ©®(¥) R0 i 0 3 ¢},
Per la demostracié suposarem, sense perdre geperalitat, que

V: 0 £ 01 801 £ b0 &8 - 01

Aixd, junt amb (*} i (**) de la proposicid anterior €s la nostra hipotesi

Facilment podem substituir & per alguna ¢' tal que, per alguna exten-
sié V' tinguem V': ¢-~¢' i

AF (953[4»%(2) Wrin)) < 0/1 & G/1 < ¢E@)x'@)l .

amb la mateixa notacid de la proposiciS anterior (per @' en lloc de ¢).

Suposem que ¢ ja té aguesta propietat, per v oI oy,

La condicié

v —¢ (W' {tin) }+(i/a) e & 0/1}
ti{n} - -

és equivalent, en alguna extensid V' de V, per algun £, a
V' - £(n,i}=0
Com que V': (Vgﬂ E(E.QJ=N tenim

Vr: (¥n)[Ef(n)=1 & ME(n) € N & F(n,ME(n))=0 & TIf(n,ME(n)=1=0]

Tenim aleshores

Vs (Yl G, (B (4E) /8) e > O/t

& 07 (o W E@H+ L () 211 /8 e S 0/1)
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Fem a{n) = W(E@_))HME@@ *£ i tindrem, per qualsevol subsucce-

5516 G(C_I{_I’})J de G(n) dque sigqui un real, en alguna extensiSs v de 7,

V: $tolqln)) i~ 0/1

Institute de Matemiticas U.N.A.M,
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