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SEPARADCORES DE PUNTOS Y DIMENSION

Joan Tarres i Freixenet

ABSTRACT .

We define the K-dimension K(X) of a topological
space X by means of éeparating-points. The zero K-dimen-
sional spaces are those that your quasicomponents are the
point sets. We establishes the theorem of topolegical in-
variance, the subspace theorem, the sum theorem in 2 res-
tricted case and the cartesian product theorem. The rela-

tion with the classical dimension functions are also stu-
died.

En [3] se define una funcibn de dimensifn t(X)
determinada por las componentes del espacio; se obtiene
asi que t{X) = 0 si y s6lo si las componentes conexas de
X se reducen a puntos. En [1] se analizan distintos tipos
de desconexi6én de un espacio X; entre los espacios tales
que ind{(X) = 0 y aquellos que t(X) = 0 se situan los que
tienen sus cuasicomponentes formadas por conjuntos unita
rios. Las tres clases de espacios son en general distin-
tas, lo que permite considerar una nueva funcibn de di-
mensién, K(X), gque vendri determinada por las cuasicom-
ponentes del espacio y de manera que, ahora, los espacios
cuya K-dimensibn es cero serfn agquellos que tienen sus --
cuasicomponentes formadas por conjuntos de un solo punto.

En este trabajo definimos la K-dimensién de un
espacio X ¥ se estudian diversas propiedades elementales
de la misma, asi como los teoremas de invariancia topold
gica y del subespacio en el §1. En el §2 se estudian las
relaciones de la X-dimensi6n de un espacio topnlbgico ¥y
las funciones clfsicas de dimensién ind, Ind y dim; asi-
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mismo, se establecen relaciones con la dimensién t(X) defi-
nida en [3] . El teorema de la suma se enuncia en 2.10 para
un caso particular. E1 §3 estf dedicado al estudio del com-
portamiento de la K-dimensifn respecto de aplicaciones con-
tinuas, obteniendo como consecuencia de ello el teorema del
producto (3.7).

1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

_____ F OSSN ES ST S == =SS =SSEESSREm ==

Recordemos que dado un espacio topol&gico X y dos
elementos x ¥ y del mismo, una separacibn en X entre x e y
es un conjunto L — X tal que:

a) X - L=AURZB
by x EA; vy €B
¢} (ANBYU (ANB) =@

1.1 DEFINICION.- Sea X un espacio topolégico arbi
trario; se define la K-dimensi6n de X como un nfimero entero
K(X) = -1 tal que:

a) K{X) = -1 si y sélo si X = ¢

b) 8i X {x} es K(X) = 0

c} S5i X tiene mis de un punto, K(X) ¢ n (n 3 0) -
si par x,y € X arbitrarios y distintos existe una separacifn
L entre x e ¥y en X tal que K(L) ¢ n-t.

d) K(X}) = n s5i K(X) g ny K(X) > n-1

e) K{X} = = s5i para todon = 1,2,... es K{(X) > n.

1.2 LEMA.- 5i C es una cuasicomponente del espacio
X, K(C) = 0 si y s6lo si C es un conjunto unitario.

Demostracifn.- Evidentemente, si C = {x)} entonces
K(C} = 0. Heciprocamente,supongamos que C consta de al me -
nos dos puntos x ¥ y . Si el conjunto @ fuese una separacién
en C entre x e y existirfa un conjunto abierto y cerrado U
en C tal que x EU , y EC - U ., Ahora, U= €N V con V un
conjunto abierto y cerrado en X, por lo que C = V ¥y por lo
tanto U = C , 1o que es imposible,

Luego, si C tiene mfs de un punto, K(C) > 0.00
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1.3. PROPOSICION.- K(X) = 0 si y s6lo si X # @ y
las cuasicomponentes de X son los conjuntos de un Solo pun-
to.

Demostracifn.- Si K(X) = 0 es X # @'y ademfs, da-
dos x # ¥ en X existe U abierto y cerrado tal que x € U ,
vy € U; es decir, la cuasicomponente Cx de x coincide con {x}
para todo x € X.

Reciprocamente, si X es un espacic no vacio cuyas
cuasicomponentes son los puntos, dados x # ¥y en X, como Cx
Y Cy son distintas existe un conjunto abierto y cerrado U
en X tal que x € U , y € U, por lo que K{X) = 0.0

1.4. TEOREMA.- (Invariancia por homeomorfismos) .
Si X e Y son dos espacios topolSgicos no vacios y-existe un
homeomorfismo de X sobre Y, K{X) = K{Y).

Demostracibn.- Sea f: X ——=== Y un homeomorfismo.
Si K{X) = 0, obviamente es K(Y) = D en virtud de 1.3,

Supongamos el teorema demostrado para espacios de
K-deimensifn menor que n (n » 1) ¥y sea K(X) = n. Si x',y’'
son elementos distintes de Y con x' = f(x), y' = £{(y), serid
x # Y y en consecuencia existe una separacifn L en X entre
Xx e y con K{L) ¢ n-1. Ahora, L' = f(L) es una Separacifn en
Y entre x' e y' y por la hip6tesis de induccisn es K(L') ¢
n-1. Por lo tanto, K(Y) ¢ n.

Come existen a,b € X distintos y una separacidn L1
entre ellos con K{Ll) =n-1, Li = f(L1) e5 una separacidn
entre f(a) y f(b} en Y de manera que K(Li) = n-1. Luego ,
K(Y) = n .00

i

1.5. TEQREMA.- (Teorema del subespacio). Dado el
espacio fopolégico X y el subespacio A « X se tiene K({A)g
< K(X}.

Demostracibn.- Si A« X y K(X) = 0, o bien es A =
= @ o bien las cuasicomponentes de A son los puntos. Asf, es
K(A) <« D = K(X).

Supuesto el teorema cierto para espacios de K-di-
mensifn menor que n (n » 1) sea X tal que K(X} = n. Para
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x,¥ € A X ¥ ¥) existe una separacién L en X entre ellos tal
que K(L) ¢ n - 1, El conjunto LN A es una separacidn en A -
entre los puntos x e y, vy como LN A < L, por la hipdtesis
de induccifn se tiene que K(L N A) ¢ K(L) ¢ n-1. En consecuen
cia, K(A) ¢ n = K(X).O

1.6. PROPOSICION.- Sea X un espacie topoldgico no
vacfo. Si {Ci}iGI es la familia de las cuasicomponentes de X,

K(0 = sup [xcc))]

Demostracibn.- Por (1.5}, sup [K(Ci)] ¢ K(X). Para
i€l

demostrar la desigualdad contraria:

1 K(X) ¢ K(C.
(M {}<§;lég[(l)]

lc haremos por induccién respecto a n = sup [K{CiJ].
i€l

S5i n =0, por {(1.2) las cuasicomponentes C; se re-
ducen a un punto para todo i € I, ¥ por (1.3) es K(X) = 0y 1la
desigualdad (1) se cumple en este caso.

Supongamos probada la desigualdad (1) paran ¢ k -
con k » 1, ¥ sea X un espacio tal que n = k. Sin restricci6n
de la generalidad podemos suponer que cada cuasicomponente Ci
tiene mis de un punte. Si x,y € X con x # y de tal forma que
ambos pertenecen a cuasicomponentes distintas, el conjunto -
vacio es una separacifin entre ellos; si x e vy pertenecen a la

misma cuasicomponente Ci y si para cada 1 € I es K(Ci] = Mg,
o
existe una separacifn Li en Ci entre x ¢ y con K(Li ) ¢
. o o Q
g ny -1. Elegimos ahora, para cada i € I-{io} un par de pun-

tos distintos Xi.Y4 5 Ci y consideramos la separacién Li en-

tre ellos tal que K(Li):s n;- 1.

L= L,
el s

€5 una separacifn en X entre x e y. Por la hipftesis de in-
duccidn, K(L) ¢ k-1 y por tanto, K(X) ¢ k y la proposicién
queda demostradad

El conjunto:
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§ 2. RELACION CON OTRAS FUNCIONES DE DIMENSION

Estudiamos a continuacifn la relacién entre la K-di
mensién y las funciones clfisicas de dimensi6n ind, Ind, dim,
asi como la funcién t{X) definida en [3].

2.1 PROPOSICION.- 8i X es un espacio T K(X) ¢

3!
< ind(X).

Demostracifén.- Supondremos ind(X) ¢ = y probamos
la propesicién por induccibn respecto a ind(X):

51 ind(X) = -1 entonces X = @ y también K(X} = -1
por lo que en este caso la proposicibn es cierta.

Consideremos probado el enunciado para espacios ta
les que su dimensién débilmente inductiva es ¢ n-1 (n 2 1) y
supongamos que ind(X) = n. Si x,¥ €E X con x ¥y, como {¥y} es
cerrado en X con x ¢ {y}, por (1.1.4) de [1] existe una sepa
racién L entre x e {y} tal que ind{L) ¢ n-i. Por la hipbte-
sis de induccién, tenemos K{L) g ind{L) £ n-1 por lo que es

K(X) ¢« n ¥ se cumple la designaldad buscada.l}

Si X es unzespacio T4 entonces ind(X) ¢ Ind(X) por
(1.6.3) de [1] por lo que:

2.2 COROLARIO.- Si X es un espacio T,, K(X) ¢ ind{X)¢
< Ind(X).

La desigualdad de la proposicién 2.1 no es, en ge-

neral, una igualdad, come lo muestra el siguiente ejemplo:
o w0 2

2.3. BJEMPLO.- Sea H, = {(x;)%, | x; € @, Iox%
< w}] el subespacio del espacio de Hilbert H formado por los
puntos de componentes racionales del mismo.

- L] w a 3
Si (%) ¢ (¥i)joq en H,, existe i € N tal que

i7i=
x; oy Supongamos gque €5 X. < Y. Y sea g €E R - Q tal
i i i
o o o o
que x; < < ¥; ; sies Ui 2 (a—,a ) N Q, el conjunto:
0 o o

Ue { EI1 Ui} N H0
con Ui = R para i ¥ i0 es un abierte y cerrado en Ho tal que
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-] . -
(xi)i,=1 EUYy [yi)?a1 ¢ U. Es decir, K(HD) = 0, mientras que

ind(H) = 1 (ver 1h.

2.4. PROPOSICICON.- Para todo espacio topolbgico X
es t(X) £ K(X).

La proposicién (2.4) es consecuencia inmediata del
hecho de que las componentes conexas de cualquier espacio es
tin contenidas en las cuasicomponentes del mismo y de (1.5)
y (1.6) asi como de [3] (proposicién 1.2). No obstante, la -
desigualdad no es en general una igualdad, como queda puesto
de manifiesto en [1] (ejemplo 1.4,7) donde se describe un es
pacio Y tal que t{Y) = 0 mientras que K{(Y)} > 0.

Como en un espacio compacto y T2 las caomponentes
conexas y las guasicomponentes coinciden, podemos asegurar:

2.5. PROPOSICION.- Si X es un espacio compacto y
T, entonces t(X) = XK(X).

Como consecuencia de los resultados dados en (3]
(4.6) y(a.7) asi como de las proposiciones (2.1}, (2.2), (2.4)
y (2.5} del presente trabajo,se ohtiene:

2.6. PROPOSICION.- Si X es un espacio compacto ¥ Tz:
dim{(X) £ t{X} = K(X) & ind(¥X) ¢ Ind(X)

2.7. PROPOSICION.- Si X es un espacio localmente
compactc ¥ metrizable:

dim(X) = t(X} = X(X) = ind(X) = Ind(X)}

. n .
Teniendo en cuenta que R es un espacio localmente
compacto ¥ metrizable, tenemos:

2.8. COROLARIG.- (Teorema fundamental de la dimen-

sién).
K™ =n  (n 3 1)
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2.9. PROPOSICION.- gi X es un espacio localmente
compacto, T2 y localmente metrizable, K(X) = ind(X).

En virtud de los resultados anteriores podemos enun

ciar:

2.10. TEQOREMA DE LA SUMA.- Sea X un espacio local-
mente compacto y T2 tal que:
-]

x=JF

i=1

donde Fi es cerrado en X, localmente metrizable con K(Fi] £n
paran = 1,2,... Entonces, K(X) g

Demostracién.- Por (2.9), ind(Fﬂ £ n {(i=1,2,...)

y ahora (ver [1]) ind(X) ¢ n. Luago, por (2.1), K(X} ¢ ind(X)¢

¢ n.[d

§3. K-DIMENSION Y APLICACIOQF% FONTIVUAS

Sean f: X
espacios topolbpicos no vacios X e Y, ¥y { C! }J€J la familia de

Y una aplicacién continua entre los

las cuasicomponentes de Y. Llamamos:

K(£) = sup [K(£7'(cI)]
jEJ

3.1. PROPOSICION.- Dada la aplicacifn continua f en

tre los espacios topoldgicos X e Y se tiene: K(X) = K{f).

Demostracibn,- Para cada j € J, f—1(Cj) es intersec

cibn de abiertos y cerrados de X. 85i C es una cuasicomponen-
te de X tal que CN f-1(C5] # @ entonces € & f_1(C5) y asi:

(2) K@) ¢ K [f'1(CJ!)]s K(X)

Por (1.6}, si{ C1}1€I

consecuencia de (2) obtenemos:

son las cuasicomponentes de X, y como

0TI [l s DT « X

y la propesicién queda demostrada.[]
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3.2. COROLARIO,- Si f: X———sY es una aplicacién
biyectiva y continua y K(Y) = 0 entonces K(X) = O.

Podemos dar un enunciado mfs general del corclarie
{3.2) para aplicaciones biyectivas y continuas:

3.3. PROPOSICION.- Si f: X———=Y es una aplica-
cifn bivectiva y continua, K(X) g XK{Y).

Demostracifn. - Vamos a probar la proposicibn por
induccifn respecto de K(Y):

Si K(Y) = 0, por el corolario (3.2) es K(X) = 0 ¥
la proposicifn es cierta en este CHRSO.

Supongamos probado el resultade para espacios cuya
dimensi6n es ¢ n-1 y sea Y un espacio tal que K(Y) = n. §i
x, # x, en X, por ser f biyectiva es f(x,) # £(x;) y en con-
secuencia, existe una separacién L' en Y entre f(x1] Y f(le
con K{L') ¢ n-1. Ahora, L = £7]

Xy ¥ X en el espacic X y por la hip6tesis de induccidn es

K(L} ¢ K(L') ¢ n-1; luego, K(X} ¢ n = K(Y).0

(L'} es una separacifn entre

3.4. COROLARIOD.- Dadc el conjunto no vacfe X, si T
y T' son dos topologias de X tales que T — T' tenemos:

K{X,T') ¢ K(X,T)

La desigualdad de (3.3} y (3.4) no es en general una ipual-
dad, como gqueda de manifiesto en el siguiente ejemplo:

3.5. EJEMPLO.- Consideremos en £l conjunto R de los
nfimeros reales la topologfa usual Tu y la topologia T cuya ba
se es la familia:

g= {{a,b) ] a,b €ER ; a < b}

Es obvio que-'!'u = T siendo K(R,T) = 0 ¥y K(R,Tu) = 1 en vir-
tud de {2.8).

Dados los espacios no vacfos X e Y y la aplicacibn
continua f: X———aY llamaremos:
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n(£) = sup [K(£7(¥))]
YEY .
31.6. PROPOSICION.- Si f: X———Y es una aplicacién
continua, K(X) ¢ K(Y) + h(f),

Demostracién.- Probaremos la -proposicibn per in-
duccifn respecto de K(Y):

Si X(Y) = 0, las cuasicomponentes de Y son los pun
tos, por lo que {f'j(y}} yey €S la familia de las imfgenes re
ciprocas de las cua51componentes de Y; es decir, K(f) = h(f),
y por (3.1) es K{(X} = h(f) y la proposicifn es cierta en es-
te caso.

Si suponemos cierte el resultado en el caso en que
la K-dimensién del segundo espacio es ¢ n-1, sea f: X———-=¥
una aplicacifn continua con K(Y) = n (n 2 1):

Dados Xqs Xy € X con X, # Xq, de manera que f(x ) =
=Yy f[xzj =Y, €Y, ¥# Yo existe una separaclén L' entre
Yy € ¥y en Y tal que K{(L') ¢ n-1. Ahora, L = (L } es una

separacién entre x, y x, en X, y por la hipéte51s de induc-
2

1
cifin tenemos:

(3) K(L) ¢ K(L') + h{f];) g K(L") + h(£) ¢ h(£) + n - 1

Sean ahora X ¢ xi en el espacio X con f{xI] = f(xi) =Yy
Si X,y x{ pertenecen a una misma cuasicomponente C de X,
existe una sepacacidn LC en C entre X, xi con K(LC) ¢ K(C}-1

y ademis:
K[Le M £ ) ¢ KO£ (ry)]

Procediendo de manera semejante a la demostracifn de la pro-
posicién (1.6) obtenemos una separacifn L entre XY xi tal
que:

(4)  K(L) ¢ sup [K(£T(¥))] -1¢ h(F) + n-)
yEY

Luege, a la vista de (3) vy (4) es K(X} ¢ h{f) + n = K(Y) +
+ h(£).0

Este filtimo resultado permite demostrar el siguiente
teorema:
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3.7. TEOREMA DEL PRODUCTO.- 5i X e Y son dos espa-
cios topeldgicos no vacfos, K(XxY) g K(X) + K(Y).

Demostracibn.- Consideremos la aplicacién continua:
pry XY — o X

Aplicasdo (3.6) se obtiene:
K(XxY) < K(X) + h(pr,)

¥y como para todo x € X, pr;1(x} es homeomorfo a Y, se tiene
h[pr1) = K{Y) de donde K{XxY) ¢ K(X) + K(Y).O
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