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ABSTRACT

We define the K-dimension K(X) of a topological
space X by means of separating-points . The zero K-dimen-
sional spaces are those that your quasicomponents are the
point sets . We establishes the theorem of topological in-

variance, the subspace theorem, the sum theorem in a res-

tricted case and the cartesian product theorem . The rela-
tion with the classical dimension functions are also stu-

died .
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SEPARADORES DE PUNTOS Y DIMENSION

Joan Tarres i Freixenet

En [3] se define una función de dimensi6n t(X)

determinada por las componentes del espacio ; se obtiene
as¡ que t(X) = 0 si y s61o si las componentes conexas de
X se reducen a puntos . En [1] se analizan distintos tipos

de desconexión de un espacio X ; entre los espacios tales

que ind(X) = 0 y aquellos que t(X) = 0 se situan los que
tienen sus cuasicomponentes formadas por conjuntos unita
rios . Las tres clases de espacios son en general distin-
tas, lo que permite considerar una nueva función de di-

mensi6n, K(X), que vendrá determinada por las cuasicom-
ponentes del espacio y de manera que, ahora, los espacios
cuya K-dimensi6n es cero serán aquellos que tienen sus --

cuasicomponentes formadas por conjuntos de un solo punto .

En este trabajo definimos la K-dimensi6n de un
espacio X y se estudian diversas propiedades elementales
de la misma, así como los teoremas de invariancia topol6

gica y del subespacio en el 91 . En el y2 se estudian las
relaciones de la K-dimensión de un espacio topol6gico y
las funciones clásicas de dimensi6n ind, Ind y dim ; as¡-



mismo, se establecen relaciones con la dimensión t(X) defi-
nida en [3] . El teorema de la suma se enuncia en 2 .10 para
un caso particular . El §3 está dedicado al estudio del com-
portamiento de la K-dimensión respecto de aplicaciones con-
tinuas, obteniendo como consecuencia de ello el teorema del
producto (3 .7) .

§1 . DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

Recordemos que dado un espacio topol6gico X y dos
elementos x ¢ y del mismo, una separación en X entre x e y
es un conjunto L c X tal que :

a) X - L = A U B
b) x 6 A ; y E B
c) (Á (i B) U (Á f) B) _

1 .1 DEFINICION .- Sea X un espacio topol6gico arb_i
trario ; se define la K-dimensión de X como un número entero
K(X) ",> . -1 tal que :

a) K(X) = -1 si y sólo si X = 0
b) Si X = {x} es K(X) = 0
c) Si X tiene más de un punto, K(X) < n (n >, 0) -

si par x,y E X arbitrarios y distintos existe una separación
L entre x e y en X tal que K(L) 1 n-1 .

d) K(X) = n si K(X) < n y K(X) > n-1
e) K(X) = - si para todo n = 1,2, . . . es K(X) > n .

1 .2 LEMA .- Si C es una cuasicomponente del espacio
X, K(C) = 0 si y s61o si C es un conjunto unitario .

Demostración .- Evidentemente, si C = {x} entonces
K(C) = 0 . Ré cíprocamente,supongamos que C consta de al me -
nos dos puntos x ¢ y . Si el conjunto 0 fuese una separación
en C entre x e y existiría un conjunto abierto y cerrado U
en C tal que x 6 U , y 6 C - U . Ahora, U = C (1 V con V un
conjunto abierto y cerrado en X, por lo que C c V y por lo
tanto U - C , lo que es imposible .

Luego,"si C tiene más de un punto, K(C) > 0.0
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1 .3 . PROPOSICION .- K(X) - 0 si y sólo si X # 0 y
las cuasicomponentes de X son los conjuntos de un solo pun-

to .

Demostración .- Si K(X) = 0 es X ~ 0ly además, da-

dos x # y en X existe U abierto y cerrado tal que x E U ,

y 0 U ; es decir, la cuasicomponente Cx de x coincide con {x}

para todo x E X .
Recíprocamente, si X es un espacio no vacío cuyas

cuasicomponentes son los puntos, dados x ¢ y en X, como Cx

y Cy son distintas existe un conjunto abierto y cerrado U

en X tal que x C U , y 9 U, por lo que K(X) = 0 .0

1 .4 . TEOREMA.- (Invariancia por homeomorfismos) .

Si X e Y son dos espacios topol6gicos no vacíos y-existe un

homeomorfismo de X sobre Y, K(X) = K(Y) .

Demostración .- Sea f : X

	

Y un homeomorfismo .

Si K(X) = 0, obviamente es K(Y) = 0 en virtud de 1 .3 .

Supongamos el teorema demostrado para espacios de

K-deimensi6n menor que n (n >, 1) y sea K(X) = n . Si x',y'

son elementos distintos de Y con x' = f(x), y' = f(y), será

x 0 y y en consecuencia existe una separación L en X entre

x e y con K(L) < n-1 . Ahora, L' = f(L) es una separación en

Y entre x' e y' y por la hipótesis de inducción es K(L') ,<

n-1 . Por lo tanto, K(Y)

	

n .

Como existen a,b E X distintos y una separación L 1

entre ellos con K(L 1 ) = n-1 , L i = f(L 1 ) es una separación

entre , f(a) y f(b) en Y de manera que K(L j ) = n-1 . Luego ,

K(Y)

	

=

	

n

	

.1]

1 .5 . TEOREMA .- (Teorema del subespacio) . Dado el

espacio topol6gico X y el subespacio A e X se tiene K(A)N

K(X) .

Demostración .- Si A c X y K(X) = 0, o bien es A =

= 0 o bien las cuasicomponentes de A son los puntos . Así, es

K(A) < 0 = K(X) .
Supuesto el teorema cierto para espacios de K-di-

mensi6n menor que n (n , 1) sea X tal que K(X) = n . Para



x,y E A (x ¢ y) existe una separación L en X entre ellos tal
que K(L) < n - 1 . El conjunto L fl A es una separación en A -
entre los puntos x e y, y como L () A e L, por la hipótesis .
de inducción se tiene que K(L (1 A) < K(L) < n-1 . En consecuen_
cia, K(A) < n - K(X) .D

1 .6 . PROPOSICION .- Sea X un espacio topol6gico no
vacío . Si {Ci}iel es la familia de las cuasicomponentes

24

K(X) = sup [K(C i )]
¡EI

de X,

Demostración .- Por (1 .5), sup [K(Ci)] < K(X) . Para
¡CI

demostrar la desigualdad contraria :

(1)

	

K(X) : sup [K(Ci )]
ies

lo haremos por inducción respecto a n = sup [K(Ci )] .
iCI

Si n = 0, por (1 .2) las cuasicomponentes Ci se re-
ducen a un punto para todo i E I, y por (1 .3) es K(X) = 0 y la
desigualdad (1) se cumple en este caso .

Supongamos probada la desigualdad (1) para n < k -
con k >, 1, y sea X un espacio tal que n = k . Sin restricción
de la generalidad podemos suponer que cada cuasicomponente C i
tiene más de un punto . Si x,y E X con x ¢ y de tal forma que
ambos pertenecen a cuasicomponentes distintas, el conjunto -
vacío es una separación entre ellos ; si x e y pertenecen a la
misma cuasicomponente C i y si para cada i E I es K(C i ) = ni,

0
existe una separación L i en Ci entre x e y con K(Li

o 0

	

0
ni -1 . Elegimos ahora, para cada i E I-{i o } un par de pun-

tos áistintos xi,yi E C i y consideramos la separación L i en
tre ellos tal que K(L i ) :,< n i - 1 .

El conjunto :

L = ly Li

es una separación en X entre x e y . Por la hipótesis de in-
ducci6n, K(L) < k-1 y por tanto, K(X) _< k y la proposición
queda demostradaD



§2 . RELACION CON OTRAS FUNCIONES DE DIMENSION
acacoscacsaasaacsaaccasasacaacaaaaacaac :a

Estudiamos a continuación la relación entre la K-di

mensi6n y las funciones clásicas de dimensión ind, Ind, dim,

as¡ como la función t (X)

	

definida en

	

[3] .

ind(X) .
2 .1 PROPOSICION .- Si X es un espacio T3 , K(X) ,<

Demostración .- Supondremos ind(X),< m y probamos
la proposición por inducción respecto a ind(X) :

Si'ind(X) = -1 entonces X = 0 y también K(X) a -1
por lo que en este caso la proposición es cierta .

Consideremos probado el enunciado para espacios ta
les que su dimensión débilmente inductiva es < n-1 (n > 1) y
supongamos que ind(X) = n . Si x,y 6 X con x Y y, como {y} es
cerrado en X con x 1 {y}, por (1 .1 .4) de [1] existe una sepá
ración L entre x e {y) tal que ind(L) < n-1 . Por la hipóte-
sis de inducción, tenemos K(L) ~< ind(L) ~< n-1 por lo que es
K(X) < n y se cumple la desigualdad buscada.D

Si X es un'espacio T4 entonces ind(X) ,< Ind(X) por
(1 .6 .3) de [1] por lo que :

2 .2 COROLARIO .- Si X es un espacio T4 , K(X) < ind(X)<
Ind(X) .

La desigualdad de la proposición 2 .1 no es, en ge-
neral, una igualdad, como lo muestra el siguiente ejemplo :

2 .3 . EJEMPLO .- Sea H

	

°°

	

`°

	

2

i=1
< *o) el subespacio del espacio de Hilbert H formado por los
puntos de componentes racionales del mismo .

Si ( x i)i=1 0 (yi)i 1 en Ho , existe io 6 N tal que

x i # y i . Supongamos que es x i < y i y sea a E R - Q tal
0 0

	

0 0

que xi < a <

	

yi

	

; si es Ui a (--, a )' n Q, el conjunto :
0

	

0

	

0

Ua (TÍ UiynHoi=1
con U i = IR para i # i0 es un abierto y cerrado en H0 tal que
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(xi)i=1 6 U y (yi)ia1 1 U . Es decir, K(H0) = 0, mientras que

ind(H0 ) = 1 (ver [1]) .

2 .4 . PROPOSICION .- Para todo espacio topol6gico X

es t(X) << K(X) .

La proposici6n (2 .4) es consecuencia inmediata del
hecho de que las componentes conexas de cualquier espacio es
tán contenidas en las cuasicomponentes del mismo y de (1 .5)

y (1 .6) así como de [3] (proposici6n 1 .2) . No obstante, la -
desigualdad no es en general una igualdad, como queda puesto
de manifiesto en [1] (ejemplo 1 .4 .7) donde se describe un es
pacio Y tal que t(Y) = 0 mientras que K(Y) > 0 .

Como en un espacio compacto y T2 las componentes
conexas y las cuasicomponentes coinciden, podemos asegurar :

T2 entonces t(X) - K(X) .

Como consecuencia de los resultados dados en [3]
(4 .6) y(4 .7) as¡ como de las proposiciones (2 .1), (2 .2), (2 .4)
y (2 .5) del presente trabajo,se obtiene :

compacto y metrizable :

Teniendo en cuenta que Rn es un espacio localmente
compacto y metrizable, tenemos :

si6n) .

2 .5 . PROPOSICION .- Si X es un espacio compacto y

2 .6 . PROPOSICION .- Si X es un espacio compacto y T2 :

dim(X) < t(X) = K(X) < ind(X) < Ind(X)

2 .7 . PROPOSICION .- Si X es un espacio localmente

dim(X) = t(X) = K(X) = ind(X) = Ind(X)

2 .8 . COROLARIO .- (Teorema fundamental de la dimen-

K(,,n ) = n

	

(n >, 1)



2 .9 . PROPOSICION .- Si X es un espacio localmente

compacto, T 2 y localmente metrizable, K(X) - ind(X) .

ciar :
En virtud de los resultados anteriores podemos enun

2 .10 . TEOREMA DE LA SUMA .- Sea X un espacio local-

mente compacto y T2 tal que :

X =
do

donde F i es cerrado en X, localmente metrizable con K(F i ) < n

para n = 1,2, . . . Entonces, K(X) < n .

Demostración .- Por (2 .9), ind(F i ),< n (i = 1,2, . . .)

y ahora (ver [1]) ind(X) < n . Luago, por (2 .1), K(X) < ind(X)<

n . E]

§ 3 . K-DIMENSION Y APLICACIONES CONTINUAS

Sean f : X -

	

- Y una aplicación continua entre los

espacios topol6gicos no vacíos X e Y, y {C~}jCJ la familia de

las cuasicomponentes de Y . Llamamos :

K(f) = sup [K(f-1(C~))]
j CJ

3 .1 . PROPOSICION .- Dada la aplicación continua f en

tre los espacios topol6gicos X e Y se tiene : K(X) = K(f) .

Demostración .- Para cada j C J, f-1 (CJ) es intersec

ci6n de abiertos y cerrados de X . Si C es una cuasicomponen-

te de

	

X tal

	

que

	

C(1

	

f-1 (CJ)

	

# 0 entonces C c

	

f-1 (C
3
!)

	

y así :

Por (1 .6), si{ Ci}¡CI son las cuas¡componentes de X, y como

consecuencia de (2) obtenemos :

K(X)

	

SCÍ [K(Ci)] < sup [K(f-1(C~))] : K(X)
jCJ

y la proposición queda demostrada .O



3 .2 .

	

COROLARIO.-

	

Si f:

	

X------*.Y es una aplicación
biyectiva y continua y K(Y) = 0 entonces K(X) - 0 .

Podemos dar un enunciado más general del corolario

(3 .2) para aplicaciones biyectivas y continuas :

3 .3 . PROPOSICION .- Si f : X--bY es una aplica-
ci6n biyectiva y continua, K(X) < K(Y) .

Demostración .- Vamos a probar la proposición por

inducción respecto de K(Y) :
Si K(Y) = 0, por el corolario (3 .2) es K(X) = 0 y

la proposición es cierta en este caso .

Supongamos probado el resultado para espacios cuya
dimensión es < n-1 y sea Y un espacio tal que K(Y) = n . Si
x 1

.
# x 2 en X, por ser f biyectiva es f(x 1 ) Y f(x2 ) y en con

secuencia, existe una separación L' en Y entre f(x 1 ) y f(x2)
con K(L 1 ) ~< n-1 . Ahora, L = f-1 (L') es una separación entre
x 1 y x2 en el espacio X y por la hipótesis de inducción es
K(L) < K(L') ~< n-1 ; luego, K(X) ~< n = K(Y) .0

3 .4 . COROLARIO .- Dado el conjunto no vacío X, si T

y T' son dos topologías de X tales que T c T' tenemos :

K(X,T') < K(X,T)

La desigualdad de (3 .3) y (3 .4) no es en general una igual-

dad, como queda de manifiesto en el siguiente ejemplo :

3 .5 . EJEMPLO .- Consideremos en el conjunto dR de los

números reales la topología usual Tu y la topología T cuya bá
se es la familia :

13° { [a,b) 1 a,b 6 IR ; a < b}

Es obvio que Tu c T siendo K(R,T) - 0 y K(R,Tu) = 1 en vir-
tud de (2 .8) .

Dados los espacios no vacíos X e Y y la aplicación
continua f : X~------Y llamaremos :
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3 .6 . PROPOSICION .- Si f : X-Y es una aplicación

continua, K(X) < K(Y) + h(f) .

Demostración .- Probaremos la -proposición por in-

ducci6n respecto de K(Y) :

Si K(Y) = 0, las cuasicomponentes de Y son los pun

tos, por lo que ff-1 (Y)}y£Y es la familia de las imágenes re

cíprocas de las cuasicomponentes de Y ; es decir, K(f) - h(f),

y por (3 .1) es K(X) = h(f) y la proposición es cierta en es-

te caso .
Si suponemos cierto el resultado en el caso en que

la K-dimensión del segundo espacio es < n-1, sea f : X-Y

una aplicación continua con K(Y) = n (n , 1) :

Dados x 1 , x 2 E X con x 1 # x 2 , de manera que f(x 1 )

= y1 , f (x2) = y2 e y 1 ¢ y2, existe una separación L' entre

y 1 e y2 en Y tal que K(L') < n-1 . Ahora, L = f _1 (L') es una

separación entre x 1 y x 2 en X, y por la hipótesis de induc-

ci6n tenemos :

(3)

	

K(L) <

	

K(L 1 )

	

+ h(f1 L) <

	

K(L 1 )

	

+ h(f) <

	

h(f)

	

+ n

	

-

	

1

Sean ahora x 1 y xi en el espacio X con f(x 1 ) = f(xj) = y1 .

Si x 1 y xi pertenecen a una misma cuas¡componente C de X,

existe una separación LC en C entre x 1 y xi con K(LC) < K(C)-1

y además :

teorema :

h(f) - sup [K(f -1 (Y))]
yEY

K[LC n f-1 (Y,)] < K[f-1 (Y1 )]

	

-1

Procediendo de manera semejante a la demostración de la pro-

posici6n (1 .6) obtenemos una separación L entre x 1 y. xi tal

que :

(4)

	

K(L) <
sup

[K(f-1(Y))] - 1 < h(f) + n-1

Luego, a la vista de (3) y (4) es K(X) < h(f) + n = K(Y) +

Este último resultado permite demostrar el siguiente



3 .7 . TEORMA DEL PRODUCTO .- Si X e Y son dos espa-
cios topol6gicos no vacíos, K(XxY) < K(X) + K(Y) .
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: Xxy--.-... X

K(XxY) < K(X) + h(pr1)

y como para todo x E X, pr, 1 (x) es homeomorfo a Y, se tiene
h(pr 1 ) - K(Y) de donde K(XxY) S K(X) + K(Y) .O
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