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FEUILLETAGES DE K-CONTACT SUR LES VARIETES
COMPACTES DE DIMENSION 3

Gilbert Monna

Introduction

Soit V une variété de dimension 2n+l, sur laquelle est définie
une forme de contact & . Nous désignerons par Ya le systéme dyna-
mique de cette forme de contact (c'est-d-dire l'unique champ de
vacteurs sans singularitd, global, sur ¥ tel que iYaa = 1 et
1Yada = 0).

Les trajectoires de Ya définissent un feuilletage de dimension 1
de V, appelé feuilletage de contact. La notion de forme de K-con-
tact a été introduite dans [B] {voir aussi [1]). On dit qu'une
forme de contact ¢ est une forme de K-contact s'il existe une mé-
trique riemannienne g telle que la dérivée de Lie 6{“mg de g par
rapport & Ty soit nulle, c'est-a-dire que le systéme dynamique
T, de o définit un flot d'isométries., L'importance de ces strug-
tures de contact particulidres a notamment &té signalée dans [2],
spécialement en dimension 2 .
5i ¢ sst une forme de K-contact, le feuilletage d&fini par ¥,

sera appelé feuilletage de K-contact,

Nous montrons ici que la condition de K-contact est éguivalente
3 1'existence d'une métrique transverse invariante pour le feuil-
letage de contact, ou, ce qui revient au méme, 3 ce que ce feuil-
letage soit transversalement riemannien {3 bundle libre metric au

sens de [?] 7.

Nous donnons ensuite quelgues propriétés générales des feuilleta-
ges de contact, et, & 1'Taide de la classification des feuvilletages
transversalement riemanniens sur les variétés compactes de dimen-

sion 3 donnée par [3] , nous établissons notre résultat principal



Les feuilletages de K-contact sur les variétés compactes de dimen-
sion 3 sont les fibrations de Seifert pour lesquelles il n'existe pas
de feuilletage supplémentaire invariant. Dans ure note (C.R.A.S. T298,
série 1 NP12, 1984, “Formes de cohitact invariantes sur les 3-varidtés™)
1'auteur a d&€ji utilis® ces feuilletages, donnant cette fois leur rapport

avec les fevuilletages définis par unz forme de contact réguliére,

Différentiable signifie €™, toutes les variétds différentielles

considérées sont compactes connexes et sans bord.

Ltauteur remercie le referee pour ses remargues et pour aveir at-
tiré son attention sur le travall de MM,Nicolau et A,Reventos

"On some geometrical properties of Seifert bundles” [5]_ .

1 - FEUILLETAGES DE K-CONTACT ET FEUILLETAGES TRANSVERSALEMENT
RIEMARNIENS,

Soit V une varigété sur laquelle est définie une forme de
K-contact &, dont nous désignerons le systéme dynamique
par Y. .

11 existe donc une métrique riemannieane g sur V, telle

queufyg= o .
a

Pour tout x de V¥, on note f;_-; la feuille passant par x du
feuilletage de contact F défini par & , et on désigne par
T'A'V/Tx§ 1'espace vectoriel des wvecteurs transverses au feuil-
letage. Si X est un champ de vecteurs sur ¥, on notera ¥ le

champ de vecteurs transverse correspondant.

X et Y &tant deux champs de vecteurs, on pose

BT = gl-Xea()Y, , ~Y+al¥)Y, ).
Vérifions tout d'abord gue E est bien définie.

Si X' =X, ¥ =Y , on aura

X' = X+ AY

a
[
' =2 Y + u‘fu f
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C'est-d-dire :

BgX',Y")

H

B(-X"+a(X' )‘fOt v o= Yy )Yu)

g{—x—.\‘fu + a(X+)\Ya }Ya’ “Y-py, ot u(YmYa)Ya )

gl-% + u(X)Yu, -Y+&(Y)Ya .

La bilinéarité et la symétrie de g &tant évidentes, re-
marquons que g{X,X} = 0 entraine :
- - Y=o,
gl Xm(x)&'a, X+l X) u)

clest-d-dire X = G(X)Yu , et donc X =20

Done E est une métrique riemannienne sur l'espace des champs de

vecteurs transverses.

QPY « = 0, donc ‘f‘f Z = 0, et le feuilletage f est trans-

2] . .
versalement riemannien,

Remarguons que la définition de g est & rapprocher de la
formule de [lJ qui permet de montrer l'existence de méfriques

adaptées & une forme de contact {(c'est-d-dire telles que le noyau

de la forme de contact soit orthogonal au systéme dynamique).

Tout feuilletage de K-contact est done transversalement
riemannien,

Réciproguement :

Proposition I

5t le feuilletage de contaet F est transversalement rieman-
nien, % est wn feuilletage de K-contact.

Démonstration
Soit g une métrique riemannienne transverse invariante, et

X et Y deux champs de vecteurs locaux sur V. On pose
g(X,Y) = g(T,T) + alXalY).

on a : .,‘ZDYE=G, donci\{g= 0.
o a
g est bilinéaire symétrique, de plus :

g(X,%) = 0 dquivaut & g(X, %)+ (a(X))? = 0.
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C'est-a-dire : _
2 (X, %)
a{X)

e(X,¥)= 0 entraine X = 0, done X = XYG at g{X) = 0 entraine
alors A = 0, donc X = O ,
g est donc une métrique invariante par Ya,et gf est un feuilleta-

ge de K-contact.

II - PROPRIETES GENERALES DES FEUILLETAGES DE CONTACT :

Nous donnons dans ce paragraphe trois propriétés des feuille-
tages de contact, qui nous permettront d'établir au paragraphe sui-
vant que certains feuilletages transversalement riemanniens ne sont
pas de contact,

V est toujours une variété de dimension 2n+l, & est une forme
de contact sur V¥, On appelle forme basique une Forme différentielle B

(de degré p) sur V telle que : 1 = 0 et :'LY df = 0.
o

Yag

On notera Hg{V,ﬂ:) le pieme espace de cohomologie basique par

rapport au feuilletage 9?.

Proposition &

Une condition nécessaire pour qu'wn feuilletageF de dimension 1
sur ¥ soit un feuilletage de comtact est que Hi“(v, F Y s0it nom nul.

Démonstration

(da)n est une 2-forme basique fermée, donc [(du)n] est un élément
de HEH(V,€F3, Si [(da}n] = 0, done s'il existe une Zn-forme sur V,

1’ basique telle que

dg' = (du)n, considérons la (2n+l)-forme sur V :

diad A ') =daa o’ +a ade!

t

a Ada' puisque doa A ' est une (Zn+l)-forme

basique, donc est nulle.



n \ . .
Un a donc : d(o A at) = aalda} , ce qui est impossible,
. n crax
puisque ¢ A{da) est une forme volume sur une variété compacte et

sans bord,

tous donnons maintenant un résultat d¢8id connu (sous-jacent

dans [8] } qui figure dans [u] ol il est démontré par des arguments

assez complexes. Nous en donnons une démonstration directe.

Proposition 3
Tout feuilletage de contact est géodésible.

démonstration )

Seit g une métrique riemanniznne telle que g(X,ﬂl) = alX),
pour tout champ de vecteurs X. On sait que cette propriété est
vraie pour toute métrique adaptée, donec pour toute forme de con-

tact il existe de telles métriques.

Soit V la connexion de Levi-Cevita associée a la métrique g,

On a
2g(?Y&‘fu,Z) = ‘fag(Ya,Z) + Yug(Ya,Z)—Zg{Ya,Ya)
val(Y,,%,].2) + gl{z,y ).y + gy [2.7 ]).
= (fy a2
o
=0 .
Ceci pour tout champ de vecteurs Z, donc vY ix = 0.

Rappelons enfin le critére de Reeb [6]

8i Q?est un feuilletage de contact, il n'existe pas de sous-

variété compacte transverse a %,
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III - FEULLLETAGES DE K-ZONTACT SUR LES VARIETES COMPACTES
DE JIMENSION 3, ’

Théoréme

Les seuls feuilletages de K—contact sur les varidtés
compactes de dimension 3 sont les feuilletages définis
par wne fibration de Seifert telle qu'il n'existe pas de
Feuilletage supplémentaire invariant.

Démonstration
D'aprés f@] les feuilletages transversalement rieman-
niens sur les variétés compactes de dimension 3 sont, & con-

jugaison prés

1) Les feuilletages linéaires sur T3.

2) Les feuilletages propres du tore hyperbolique.
3} Les fibrations de Seifert.

4) Certains feuilletages 3 deux feuilles compactes

de $* ou d'un espace lenticulaire,

5) Les suspensions dans $! % §® des rotations irrationnel-

les de 82,

Dans les cas 1 et 5 le feuilletage admet une section, qui
est une sous-variétéd transverse compacte, il ne peut donc &tre

de contact, d'aprés le critére de Reeb,

Dans le cas 2, i) est &tsbli dans {3] que Hﬁ(V,gf) = ¢, donc

d'aprés la proposition 2, ces feuilletages ne sont pas de contact.

Pour le cas 4, il est é&tabli dans [H] que ces feuilletages ne
sont pas péodésibles, donc d'aprds la proposition 3, ils ne peu-
vent &tre de contact.

Il ne reste donc que les fibrations de Seifert, qui sont les
seuls feuilletages transversalement riemanniens 3 pouvoir &tre
de contact. Un tel feuilletage est un feuilletage de contact si
et seulement si il n'admet pas de feuilletage supplémentaire in-
variant (ou ge qui revient au méme de feuilletapge supplémentaire
riemannien), d*aprés (9.

Cela achéve la démonstration du théordme.
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Corellaire :

Tout feuilletage riemannien de contact sur une variété de di-

mension 3 compacte est 3 feuilles compactes.
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