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Proleg.

L'index d'un cos de nombres'K d'anell d'enters A es defi-

neix com:
i(K} = m.c.d,{i1(8)/0 € A primitiu}l,

on i(@i=card (A/Z([0]) &s 1l'Index de l'enter § i el terme "primi-
tiu" t& el sentit de generador del cos, &8s a dir, K=Q(8).

L'objectiu d’aguesta memdria &s estudiar aquest nombre
natural associat a tot cos de nombres, posant émfasi en dues
qilestions: la recerca d'invariants de K que el caracterifzin i
la possibilitat de calcular el seu valor. Podem dividir 1'estu-
di de i(K) en dos problemes: determinar guins primers p€Z poden
dividir-lo i.després, si pli(X) determinar 1'exponent ip(K) amb
que el divideix. Un primer dividird i(K) si i només si divideix
tots els i(f), per agquest motiu aquests primers foren ancmenats
"gemeinsamerausserwesentlicﬁen piskriminantenteiler”; nosaltres
els anomenarem divisors comuns dels indezs, abreviat d.c.i.. El
problema dé determinar els d.¢.i. t& una sclucid ben coneguda;
la comentarem al Capitel 0. La segona gliestif &s prdpiament el
problema central que tractem en aquestes piigines.

La memdria estd subdividida en cinc¢ capitols numerats del
0 al 4. El primer capitol estd dedicat a fer un breu rep3s his-
tdric dels problemes que esfan connectats amb 1l'index. En una pri-
mera part mostrem com el problema de determinar la possible exis-
tdncia de cossos de nombres amb i{K) > 1 estd lligat amb l'origen

mateix de la teoria algebraica de nombres. Després fem una expo-



sicid de l'estat actual dels resultats gue concerneixen ip(K)
per tal de centrar clarament el punt de partida de les nostres
recerques. Per un breu resum del contingut dels altres capitols
remitim al lector a les primeres lIinies de cadascun d'ells,

Tots els resultats etiquetats amb n.m, n>0.,s5n originals
excepte els Lemes 1.4, 2.2 i 3.1 i probablement les Proposicions 1.1
i 4.6. Les refer&ncies s6n donades de la ferma | autor,datal ; re-
marguem gue la data &s la de la publicacid del treball concret
citat a la 1llista final de refer&ncies i no correspon, a vegades,
a la data original en que fou obtingut el resultat en gilestid.
Adjuntem al final una llista dels simbols utilitzats, en ordre
d’aparici6. També incluim un index termincldgic dpls termes
menys usuals gue emprearem. No obstant, donarem a Eontinuacié
algunes de les notacions gque seran fixes al llarg de tota Ja
memdria.

Si L és un ¢os i £(X),g(X) € L[ X], denotarem R{f,g) la se-
va resultant. Si M &s una extensid finita de L 1 ¢ € M denotarem
ger Irr(#,L) el seu polinomi minimal sobre L.

§i & &s un enter algebraic sobre § i1 f(X)=Irr(#,Q) parla-
rem sempre gue ens convingui de 1'index de f£{X) en comptes de
1'index de 8, i ho denotarem i(f).

Siguin # un enter algebraic sobre @, £(X)=Irr(f,Q), g{(X),

hiX)E QX i mEZ. Si p€Z &s un primer denotarem:
i (¢), i _(£), R ), v ’
p( ) p( ) p(g ) p(m}

per indicar la poténcia amb que p divideix i(8), i{f), R{g,h} i
m respectivament.

Sigui p€Z un primer. Denctarem Qp, Zp el cos dels nombres



p-ddics i el seu anell d'enters reSpectivament.IFq denotarl el
cos finit de g elements, s3i q=pr. Sempre suposarem sense fer-ne
mencid explicita que treballem en unes clausures algebraiques
Qi & ge Qp i Fp respectivament. $i L &s una extensid finita de

Qp, Qp(:L;CSL denotarem A, l'anell d'enters, P, 1'ideal primer

L

de A i Vo la valoracid associada. També& denctarem f(L/Qp) i
L

e(L/Q,) el grau residual i Index de ramificacié de L. L denotari
‘el cos residual AL/PL que identificarem amb l'finic subcos de £
de pf{L/QP] elements. Finalment, donat un enter algebraic sobre
Qp’ f € §1, denotarem vp{8)= VPL[B}/e(L/Qp] essent L gualsevol ex-
tensid finita de Qp gue contingui 8. Denotarem tamb& § 1'element

de {T obtingut prenent classe mddul P . Es clar que vp(&] i @

L
no depenen de L.

He d'agrair moltes coses a en Pascual Llorente en relacid
amb aguesta memdria; no les enumeraré pas. Del gue si que m'agra-
daria deixar constdncia &s de que el trehall efectuat al seu cos-
tat en l'etapa immediatament anterior ha estat decisiu en la

meva formacid com a matemdtic.






Capitol 0. Breu histdria dels antecedents del problema

§1. El paper de l'index en la construccid de la teoria dels ideals

Intentant provar el Teorema de Fermat, Kummer introdueix
l'any 1846 el concepte de "nombre ideal"™ en un cos ciclotdmic per
tal de tenir descomposicif Gnica en producte de primers en els
anells d'enters d'aquests cossos. A mesura gue la teoria dels
nombres ideals es va donant a condixer provoca una gran admira-
ci6 en tots els medis cientifics de l'@poca i els seus resultats
sbn tan espectaculars que l'extensif d'aquesta teoria a tots els
cossos de nombres &s considerat, sense discussid, 1l'objectiu prio-
ritari dels teoristes de nombres d'aleshores. En els segients
anys s&n nombrosissims els matemadtics que ho intenten, de molt
diverses maneres, i amb resultats parcials m&s o menys accepta-
bles. Qui ho aconsegueix plenament &s Dedekind.

El 1871, a la segona edicib de les "Vorlesungen iber
Zahlentheorie" de Dirichlet, Dedekind ja desenvolupa la teoria
abstracta dels ideals gque coneixem avui en dia. La teoria de De-
dekind introdueix a l'anell d'enters A de gualsevol cos de nom-
bres K una estructura aritmética {la que coneixem avui amb el nom
de domini de Dedekind): tot ideal de A descomposa de manera Gni-
ca en producte 4'ideals primers. El coneixement complet d'agques-
ta estructura per a un anell concret comporta resoldre dues glies-

tions fonamentals:
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a} Determinar la descomposicib:
pA = P, -...-Prli (1}
de tots els primers p€Z.

b) Construir els Pi'

L'Gnic "defecte"” que presentava la teoria de Dedekind &s

que no era efectiva, &s a dir, no proporcicnava la manera de re-
soldre a) i b).en un cos concret, 5i es volia una estructura a-
ritmética era, naturalment, per fer-la servir; precicament la
grén motivaci& era que al igual gque la teoria de Kummer havia
fet avangar extracordindriament l'estudi de l'equacib de Fermat,
la teoria general permetria grans avengos en la resolucid en ge-
neral de les equacions diofidntiques. Veurem mé&s endavant que
fou el propi Dedekiﬁd gui va corrégir en gran part aguest defecte.
El 1874, Zolotareff elabora una teoria en la gqual els
ideals primers gue divideixen p sén definits com les parelles
(pep (8} essent § un enter primitiu quaisevol de K i ¢(X)} un
dels factors irreduilbles (mod.p) del polinomi minimal de €. A-
questa teoria &8s efectiva per definicib, perd aguest punt de
vista presenta un problema essencial: provar gue els ideals s&n
independents de l'equaci& definidora considerada. Zelotareff ho
aconseguetr si p no divideix 1'itndex de 8, de manera que si tots
els cossos de nombres tenien 1{K)=1 la teoria era completament
satisfactdria, doncs per a tot primer p existiria sempre un en-
ter & tal gque pfi(#). Posteriorment, el 1880 Zolotareff crea,
per un cami totalment diferent, una altra tecria dels ideals

perfectament rigurosa i sense excepcions. Ho fa a partir de la
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construccid d'un sistema de representants de A/pA. Aguesta teo-
ria &s a més a mBs efectiva, perd el treballar-hi &s enormement
feixuc. Per altra banda, d'agquesta manera tamb& es perd la possi-
bilitat d'obtenir la solucis de a) i b} directament a partir de
l'equacid definidera.

* El 1878 Dedekind publica un treball fonamental:
[ Dedekind,1878], el contingut del gual no té desperdici. Ja a la
introduccist ens explica que feia molts anys que havia obtingut
uns resultats andlegs als de Zolotareff de 1874, perd gue no els
havia publicat per la seva incompletitud. Al §2 prova el seu fa-

mbs resultat:

Teorema 0.l. Sigui £(X}EZ{X] mdnic i irreduvible, § una arrel de
F{X), K=0(#) i A l'anell d'enters de K. Sigui p un primer tal
que p{i(ﬁ) i sigui:

e e

1 r
e ()

£(X) = @l(X) (mod.p) .,

la factoritzacid de £(X) en producte de factors irredulbles a

prxl. Aleshores,

esgent Piz(p,@i{ﬁ)) i f(Pi/p)=gr(wi(X)} per a tot 1.#

Aquest important resultat cohverteix la seva teoria abs-
tracta dels ideals en "molt® efectiva. Pergué ho fos del tot fal-
taria provar que i{K}=1 per a tot cos de nombres K. Entenem per
tant gue dediqui la resta del treball a agquest problema. Al §4

caracteritza els hipotdtics d.c.i. de la seglient manera:



(%) Sigui K un cos de nombres. Un primer p€Z divi-

Teorema (.2,
deix 1(K}) si i nomé&s si per algqun m2>! el nombre d'ideals primers
de X que divideixen p amb grau residual m &s més gran gue gi{m},

el nombre de polinomis irreduibles de IFp[xI de grau m.#

Queda clar, per tant, guina cosa provocaria l'existd@ncia
de d.c.i.'s: una excessiva acumulacié d'ideals primers dividint
un mateix pSZ amb el mateix grau residual. Es pot donar aguest
fenomen? Doncs si, al §5 Dedekind en d6na el primer exemple pro-
vant gue 2ﬂHP2P3 al cos clibic definit per x3-x%-2x-8. pel Teo~
rema 0.2, 2]i{K); concretament, i{K})=2.

En consegiidncia, el Teorema 0.1, per desgricia, no €s una
solucid definitiva a a) i b). Perd nomds queda pendent aguesta
solucid pels cossos amb i(K) > 1 (ara que sabem gue n'hi ha); o
més precisament, només pels primers que siguin d.c.i.. La comple-
ta superacid d'aquest obstacle ha d'esperar Hensel,

Bn efecte, la veritable revolucid que significd a finals
del segle passat la introduccid dels m&todes p-adics té el seu
origen en la resolucid d'aguests problemes. Els treballs de
Hensel proporcicnen la primera solucié completa a a) de la se-

giient manera:

Teorema 0.3. Sigui F(X}EZ[X] mdnic i irreduible. Sigui & una

arrel de £(X}, K=@(8) i A l'anell d'enters de ¥. Sigui pE€Z un

) En realitat Dedekind d6na la condicid seghent: si fl""’fr sén els graus
residuals dels r ideals primers gue divideixen p, pfi(K) si i només si exis-—
teixen r polinomis ¢1(x},-..,wr(x} irreduibles de |ﬁ§[xl diferents dos a dos
i tals gue gr(@i(x))=fi. 2 [ Hensel, 1894] es torna a provar aguest resultat re-
formulant 1’enunciat {encertadament) com al Teorema 0.2. No sabem perqué, ai-

%6 ha fet gque després tothom hagi atribuit aguest resultat a Hensel.
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primer 1i:
£(X) = £,(X)*. ... £ (X}, {(2)

la factoritzacil de £(X) en producte d'irreduibles a QP[XI. Per

a cada i sigui ‘') una arrel de £ (), Ki:pr(i}’ 1P, 1'igeal

i
primer gde K, . Aleshores:

on ei=e{PK /pY 1 f{Pi/p)=f{PK /p) per a tot i .#
i i
De manera gue ens podem reduir a saber descomposar els pri-
mers de Z en els cossos locals i1 aguest problema &s soluble
doncs, amb la definicis natural de ip(?) si ¥ &s un enter alge-

braic scbre Qp, prova Hensel tamb& que:

Teorema O.4. Per a tota extensid finita L de Qp existeix un en-

ter y€ L tal gue ip(7}=0.#

No obstant els d.c.i. continudven preocupant els teoris-
tes de nombres. Ara la incdgnita era en quina mesura eren o no
cassos realment excepcionals. La gliestid interessava vivament
doncs hi havia algunes retic@ncies a acceptar els mitodes de Hen-
sel com a substitutoris dels de Dedekind. El propi Hensel a
[ Hensel, 1894] se'n preocupa de donar més exemples de d.c¢.i.. Qui
confirma la relativa "abund3ncia" dels d.c.i. &s Bauer.

El 1907 apareix un importantissim treball, [ Bauer,l1907],
on per primera vegada s6n aplicades les t&cnigues del polfgon de
Newton a l'aritmética. La geniél idea de Bauer permet factorit-
zar un peolinomi a Qp{xl observant només la poténcia.de p gque di-

15



videix els seus coeficients. El polfgon proporciona també& condi-
cions suficients per assegurar que els factors obtinguts siguin
ja irreduibles, Tamb& d6na informacil sobre els possibles va-
lors dels indexs de ramificacis, determinant-los completament
en algunes ocasions. Tot aix® en llenguatge modern; Bauer no par-—
lava per a res de Qp 1 aixd gue els treballs de Hensel ja tenien
més de dev anys. Les retic@ncies de que parlivenm?

El propi Bauer utilitza aquestes tdcnigues en una doble
vessant. En primer lloc permeten “"reconéixer" els d.c¢.i. r3pida-
ment a partir de l'equacid definidora; per exemple a Dedekind 1i

costa tres pagines provar que 2 = P1°P -P

2 3
en el cos clbic definit per x3-x2—2x-8, i 7L
1
el poligon de Newton d'aguest polinomi ens ) —ﬁ)ﬁéu
ho prova a l'acte doncs t& tres costats di- R fie.1
ig.

ferents {vegis fig.l}. D'altra banda el poligcn es revela molt
efica¢ per la construcci8 efectiva de cossos de nombres amb
d.c.i. prefixats, doncs pel Teorema 0.2 només cal construir cos-
sos de nombres amb determinades descomposicions {1} dels primers
de Z. A {Bauer,1907b] es prova si p<n l'existéncia de cossos de
grau n en els quals p descomposa completament i si p<n-1 la de

cossos en els qguals p = Pf-...-P Liexemple de Dedekind deixa

n=1"°
de ser "una singularitat". Es prova uns anys m&s tard una mena

de reciproc d'aquests filtims resultats de Bauer:

Teorema 0.5.{{Von Zylinsky,1913]) Si K &s un cos de nombres de

grau n 1 p€Z divideix 1({K) aleshores p<n.#

Aguest resultat &s molt important ja que restringeix les

possibilitats de ser d.c.i. a una familia ben concreta de pri-

16



mers. bDoncs b&, encara que cronoldgicament correspon mencionar-
lo aqui, es dedueix trivialment del Teorema 0.2. La gent va tar-
dar 35 anys a adonar-se'n!

Destagquem finalment gque aguestes idees de Bauer culminen
en el treball [Ore,1923) on es refinen al mdxim les ticniques
del poligon i les seves aplicacions a agquests prohlemes. En par-
ticular es prova per primera vegada el resultat, comunment atri-
buit a Hasse,de l'existlncia de c¢osses de nombres amb descom-—
posicions {1) arbitriries per un nombre finit de primers de Z,
hquest resultat, després del Teorema 0.2, acaba de mostrar gue

Ino hi ha cap motiu per considerar els cossos amb i{K) 1 com a

cassos patoldgics.

2. El paper de iij]. La conjectura de Ore

Fins ara els d.c.i. s'han presentat com obstacles, la su-
peracid dels guals ha influit fortament en el desenvolupament de
la teoria dels ideals i en la introduccid dels m&todes p-adics.
Supcsem gue p €s un d.c.i, de K. Veurem a continuacié que azizd
eom el fet de que ip(K):O é >0 deecideix la posstbilitat d'apli-
car el métode de Dedekind, el valor de ip(K) &s una mesura de
L'obstrucecid gue presentd p perqué Lli sigui trobada la descom-
posteid en producte d'ideals primers mitjangant el mdtode de
Hensel. En efecte, si es velen fer efectives l'cbtenci6 de la’
factoritzacid (2) del Tecrema 0.3 i la recerca de l'enter 7 del

Teorema (.4, s'han de truncar els desenvolupaments p-38dics en

un lloc determinat, &s a dir, s'ha de treballar tmod.psl per a
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s prou gran. EI1 propl Hensel estableix guina &s la cota minima
de s que permet assegurar que la factoritzacid (2) (mod.ps) &s

suficient pels nostres propdsits:

Teorema 0.6. Sigui £(X)E€Z{X] mdnic i irreduible, p€Z un pri-
mer 1 dp(f) la maxima pot@ncia amb gque p divideix el discriminant

a(f) de £(X). si s>d_(f) i:
£(X) = F (X)+. . tFL(X)  (mod.p®), {3)

&s la factoritzacid de f(X) en producte de mdnics i irreduibles

a Z/psZZ. , aleshores f(X) factoritza, f(X)=fl(X) '...'fr(x} en

producte d'irredulbles a QD[X}. Cada factor satisfa £, (X)=F, (X)
= I

(mod.ps) i a més a més fi(X) i Fi(X) defineixen a menys de con-

jugacié la mateixa extensid de Qp.#

Per tant, trobar la descomposici& d'un primer racional
en producte d'ideals primers en un cos de nembres K requereix
treballar com a minim (mod.ps} amb :

s-1 = ' min {ad_(£)/£X)=Irx(0,Qj}).

gEA primitiu P
De la coneguda relacib:

nn-1

2

(-1) alf) = d(8) = i8)2a(x,

on d(K}) denota el discriminant absolut de K i n={K:®Q], tenim:
s-1 = min - {21 ()3 _(K)} = 4 _(K)+2i_ (K),
8€A primitiu P p P
essent dp(K) la m3xima poté&ncia de p que divideix d(K). De mane-
ra gque ip(K] , Jjunt amb dP(K) ; proporcionen la cota minima &ptima

mddul la gqual s'ha de treballar per obtenir (3).
18



Curiosament agquests dos invariants tenen una s&rie de pro-
pietats paial.leles gque intentarem fer paleses. Anotem una llis-

ta de propietats de dp{K) ben conegudes:

1) El fet de que dp(K) s'anul,li o no ve determinat pel
tipus, de descomposicid (1) de p {s'anul.la si i nomé&s si p no

ramifica).

2) E1l tipus de descomposicid de p nc determina en canvi

el valor de dp(K).

3) El c3lcul de dp(K} és un problema local. En efecte,

si Kl,...,Kr sbn els diferents cossos locals associats a p, dp(K)
r
ve determinat pels discriminants locals: dp[K)= Z dp(Ki).
Coi=l -

4) 5i K és Galoisid hi ha invariants mé&s febles dels cos-
s0s locals que ja determinen el valor de dp(K), sé6n els nombres

de ramificacid.

El Teorema 0.2 assegura gue ip(K) té la propietat 1). De
la propietat 2) el primer que s'en preccupa &s Ore, el gual con-
jectura gue ip(K) la satisfd: "... man immer bei gegebener Form
der Primidealzerlegung eine obere Grenze flr die Potenz angeben
kann, worin p in allen Diskriminanten aufgeht. Es widre scogar
denkbar, daﬁ_diese gréfte gemeinsame Potenz von p in den Indizen
nur von der Form der Primidealzerlegung abhinge, ich halte diese
Vermutung flr unwahrscheinlich."([ Ore,1928,pag.111]). La conjec-
tura de Ore &s confirmada per Engstrom donant exemples de ceossos
de nombres en els guals un determinat primer descomposa de la
mateixa manera 1 en canvi ip(K) pren valors diferents [ Engstrom,

1930) ., Ja no sabem res m&s scbre propletats de ip(K}; de fet,

19



posterior a aquest treball d'Engstrom totes les referdncies que
es troben a la literatura sobre els d.c.i. i ip{K} s6n més aviat
puntuals i no avangen gens en la linia d'idees exposada fins ara.
Destaquem: [Bungers,1936], [Carlitz,1933,1952], [Tornheim,1955],
[Nagell,1965] i [Llorente-Nart ,l983]. Un resultat que destacaria
seria [Sukalle,1955], on l'autor pretén donar una fdrmula explf-
cita per ip(K} en el cas en que tots els ideals primers de K que
divideixen p tenen grau residual u, per® els seus resultats s&n
completament incorrectes com mostra, en particular, 1'exemple

d'Engstrom (vegis tamb& la Remarca al Corol.lari 1.12).

El problema de trobar invariants de K gue determinin ip(K)
i el seu c3lcul gueda, per tant, sense resposta i aixf el podem
trobar com un dels problemes oberts de la llista de l'excel.lent
liibre: [Narkiewicz,l9?4](*h

Clarament ip(K) no satisfd 3) ni 4). El cdlcul de iP(K}
no &s un problema lcocal doncs pel Teorema 0.3 els Indexs locals
s6n sempre trivials. No obstant, veurem al CapItol 1 gue ip(K} sa-
tisfd una propietat paral.lela a 3). Tamb& supcsem que satisfa
una propietat paral.lela a 4) perd nc ho hem pogut provar (végis

la Coniectura 1.14).

. 83, La contribucis d'Engstrom

A continvacid passem a exposar amb detall els resultats
de [Engstrom,1930] ja que s6n el veritable punt de partida de
la present memdria. A més a més estan escrits en un llenguatgé

molt classic que dificulta considerablement la seva lectura.

W - .
(*} En un treball recent [Siliwa,1982] es tracta el cas en que p no ramifica.
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Separem aguests resultats en dos grups: els gue es prec-—
cupen de la determinaci6 de ip(K} en general i els gue estan mo-
tivats per la confirmaci® de la conjectura de Ore., Pel que fa re-
ferdncia al clicul de ip(x} en situacions més o menys generals
Engstrbm concentra els seus esforgos en analitzar com influe.ix
en el valor de ip{K} el nombre 4d'ideals primers de X dividint p
amb grau residual 1. Qbt& una resposta comple£a que li permet
fins i tot calcular explicitament ip(K) en el cas en gque els
ideals primers amb grau residual ! tenen tamb& Index de ramifi-
cacid 1. Donem una idea de la demostracid doncs ens inspirarem
en ella més endavant,

En primer lloc &€s crucial per al calcul en general de

iP(K) el segllent resultat:

Peorema 0.7. ([ Ore,1926]) Sigui f(X}€Z[X] mdnic i irreduible i
pEZ un primer, Si f(x)=fl(x) '...'fr(x} &5 la factorjitzacid de
£(X) en producte d'irreduibles a Qp[xl aleshores:

r

i (£} = z R (£ ,£) + T i (£).#
P €i<jse PO D i=1 P *

Si un primer p descomposa completament en un cos de nom—
bres K, el seu polinomi minimal descomposa en producte de fac-
tors lineals a Qp[ X] . Doncs b&, Engstrom mostra que, per a s
prou gran, aguests factors lineals els podem suposar arbitraris

{mod.p®) . Concretament prova:

" Teorema U.8. Sigui K un cos de nombres de grau n 1 sigui p€Z

Un primer que descomposa completament a K. Donats Byrererd €7
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arbitraris i s€Z, s> 0, existeix un enter #€ K tal que el seu

polinomi minimal satisfa:

E(X) 5 (X&) ....c (X-a)) (mod.p°) .#

Amb aquestes mateixes notacions, si bl,,...,bnE Zp s6n les
veritables arrels de £(X), biEai (mod.p°) implica que prenent s
suficientment gran podrem aconseguir gue vp(bi—bj)=vp(ai—aj) per
a tot i,j. Aplicant els Teoremes (0.7 i 0.8 tenim per tant gque si
p descomposa completament a K:

i (Ky = min {i (8)) = min { z v_{a.,-a.}}.

P 8 €A primitin P a,€Z << 1
A [Hensel,1896] es prova gue aguest Gltim minim s';Jbté prenent

els enters 1,2,...,n, de manera gue queda provat gue:

ci Ky = Z
P i€i<jsn P k
Remarca. Aquesta suma es pot comptar de diverses maneres; citem-
ne dues., la de { Engstrom,1930,th.2}] i una altra:
n Ia nolox
1K) = 2 [ Elm-Bdfian = 22 (K]
P izl p p il k=l »p

L'Gitima igualtat essent certa sumand a sumand per a cada i.

El resultat més complet d'Engstrom en aguesta direccis
consisteix en estendre aquest resultat, d'una banda deixant que
apareguin ideals primers dividint p amb gravw residval més gran
que 1, perd ern nombre prou reduit {(donat pel Teorema 0.2} perqud
no contribueixin gens a l'augment de ip(K}; i de l'altra perme-~

tent que hi hagi un sol ideal amb grau residual 1 i index de ra-
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mificacié més gran gque 1:

Teorema £.9. Sigui K un cos de nombres i p€Z un primer. Si per
2 tet m>1 el nombre q'ideals primers de K dividint p amb grau
residual m &s més petit o igual que p(m} i tots els ideals pri=-
mers de K dividint p amb grau residual 1 tenen tamb& index de ra-
mificacid 1 excepte potser un d'ells, tenim:

no—l

n
i (K = t[=2] + = z (X,
P [ i®l k=1 p*
on ng és el nombre d'ideals primers Plp amb e(P/p)=£f(P/pl=1 i

t=0 & 1 &s el nombre dels gue satisfan £(P/p}=1 i e{P/p) >1.#

Es a dir gque si p t& una descomposicid (1) com 1l'especi-
ficada en el Tecrema 0.9 si gue el valor de ip(K) gueda determi-
nat per aguesta descomposicid. Agquest resultat, junt amb algunes
f&rmules per iz{K) per algunes descomposicions particulars del
primer 2 1i permeten comprovar que pels cossos de nombres de grau
més petit o igual que set, ip(K) estd determinat sempre pel ti-
pus de descomposicié (1)} de p i calcula explicitament el seu va-
lor per a totes les descomposicions possibles. En canvi, prova
finalment gue pels cossos de grau vuit en els guals 3=(P1P2P3P4)2,
i;{K} val 2 & 3 depenent de propietats dels termes independents
dels quatre factors guadri3tics a Q3[X] dtun polinomi definidor
qualsevol del cos. També mostra que aguest fenomen es manté pels
cossos de grau superior a vuit. D'aguesta manera gqueda provada

la conjectura de Cre.
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Capitel 1. Sobre 1'index d'un cos de nombres

bquest primer capitol es pot considerar una continuacid
del treball d'Engstrom en les dues vertents segillents: esbripar
guins invariants determinen l'index, ja que la descomposicid en
producte d’ideals nco ho fa, i estendre els cassos en que som ca-
pagos de calcular-lo. En el §l es resol la primera gliestid; énca-
ra gque el cdlcul de ip(K) ne &s un problema local, el seu valor
ve determinat pel conjunt de les extensions locals. Aixd permet,
en el &4, confirmar amb més rotunditat la conjectura de Ore i es-
clarir el fenomen observat per Engstrom, mostrant que es presen-
ta sempre ogue hi ha una acumulaeeid d'ideals primers de K dividint
el mateixr primer de I amb ¢l mateix grau residual i inder de ra-
mificacid. En els §2 i 3 ens preocupem del cdlcul de ip(K) en el
cas en gue les extensions locals sén totes totalment ramificades;
destaca el Tecrema 1.10, o més propiament el Corol.lari 1.12, el
gqual estén forga les f&rmules d'Engstrom,

Sigul pEZ un primer gue considerarem fix al llarg de tot
el capitol i denoctem per f una clausura algebraica de Qp. Sigui
E el cornjunt guocient obtingut al classificar les extensions fi-
nites de Qp' th:L.CSL per conjugacif. Un pelinomi irreduible
fUﬂEERp[x] determina un Gnic element de E, un representant del
qual és L=Qp(8), on #€EN s una grrel gualsevol de f[X). Direm
gue £ (X) genera L. 8i dos polinomis generen el mateix L €E escriu-
Tem f{X)'\ag(X} . Finalment, i L €E denotarem SL el conjunt dels

polinonis de Z&Jx] mdnics i irreduibles gque generen L.

25



§1. Invariants que determinen ip(K]

Sigui & el subconjunt del Z-médul lliure generat per E

format pels elements:

n,L+...+n, L L; €E,

171 o

tals gque ni>0 per a tot i. Tot cos de nombres K te intrinseca-
ment associat un element de & que denotarem ep{K). En efecte,
si Pl""Pr sén els ideals primers de 1'anell d'enters de K que
divideixen p, les diferents completacions KPl,...,KPr de K per

la topologia Pi-édica respectiva tenen una realitchié concreta
dins R, fnica modul conjugaci&., $i continuem denotant Kp, aquests

COS5S505, QpCKP- C§l, definim:
i
e (K) = Kp +...4+Ky .
e pl Pr

Eis KPi sén tots diferents com a cossos topoldgics perd les se-
ves realitzacions com a subcossos de 2 poden coincidir. Concre-
tament, si K/® &s Galoisiana i £(X)EZ[X] &s un polinomi les ar-
rels del qual generen XK, totes les imatges dels KPi dins £ coin-
cideixen amnb L=Qp{61,..,8n}, essent 61,..,8n les arrels de f({¥X)
a {l. De manera que pels coss0s de nombres Galoisians, ep{K]=rL,
essent L/QP Galoisiana. D'ara endavant pensarem sempre els KPi
com elements de E, &5 a dir que prescindirem de la seva estruc-
tura topoldgica.

Donat qualsevol &R &s molt facil construir cossos de nom=
bres K tals que ep(K)=T. si P = Ly+-...+L_, prenem per a tot i

polinomis fi[x}E 5 i consideren,

Ly
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£(X) = £, (K -eauf (X) + pog(X),

amb 5>w%)p§fi(x}) i g{X) adequat per tal gue f({X} sigui irredul-
ble a Q. UE; arrel gualsevol de £({X) genera un cos de nombres
satisfent el gque preteniem,

El nostre objectiu €5 mostrar gue aquest element ep(K] de
& determina el wvalor de ip{K}. Per provar-ho ens inspirarem en
el Teorema 0.8, el gual permet a Engstrom provar gue ip{K) es—
td determinat pels cossos en els quals p descomposa completament,
8s a dir pels cossos tals que ep(K)=nQp. El primer que farem, per
tant, serd generalitzar el Teorema 0.8 del cas ep(K)=nQp al cas
" general. La idea clau que permet la generalitzacis &s la seguent:
si § i w s8n dos enters algebraics sobre Qp gque estan "aprop" per
la distancia ultramétrica usual de §, aleshores els seus polino-
mis minimals s&6n congruents (mod.ps) per s "elevat". Aquest fet
l'imaginem conegut pero per manca de referéncies concretes l'e-
nunciarem i provarem amb precisié.

Sigui | | 1'd@nic valor absolut definit sobre § que coin-
—Vp(x).

cideix sobre Qp amk el valor absolut p-idic, |x|=p Sigui

S,, el conjunt dels polinomis deZZp[X] monics, irreduibles i de
grau n. Considerem les segquents distdncies ultramétriques defi-
nides socbre Sn:

a(f,g) = max {la.-b,|}
i1<igsn 1t 1T

A(f,g) = nmin '{!Bi-w.1}
1<i,ij<n J
a_ (£,9) = |R(E, ) |2/ = [£(w) | = |90 ], ([Krasner,1966])
. n n-i n n-i .
essent f{X}=.E aiX ' g(X]=.E biX ESn d'arrels 61,...,Bn;

i=0 i=0
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Wy raee gy €8} respectivament. L'interes puntual gue tenim en a-
quests moments &s provar que A &s mé&s fina que d. No obstant, per

tal de donar un resultat m&s complet provarem el seguent:

Proposici$ 1.l. Les tres distancies 4,4 i dn s8n equivalents.

DCemostracif. Siguin £ (X),g(X) ESn d'arrels respectives 9=91,...,

Bn ; mwl,...,wnEﬂ. 51 s€7Z, 3>0, les seglients implicacions s&n

clares:
£(X)2g(X) (mod.p®) = £(w}=0 (mod.p®) =
n .
v {M{w8.))2s = max {v_ (w¥8.}}=s8/n. '
Piy=i ¢ 1<isn P + '
Aixd prova que d?dn?A. La desigqualtat gue de veres necessiten

&3 la menys immediata. Sigui A 1l'anell d'enters de Qp(ﬂ) i con-

w
. . 5
.siderem el morfisme d'anelis A.

puACZZplﬁ] , de manera que per a s=u tenim:
ker (7 ) = ker(r INZ _[8] = panZ [61C p° ™ Z [06].
s|22p[ﬁ] s o P p

Per tant, si ¢S denota la composicif dels morfismes candnics,

T
Z | X] —> Z [X]/£(X) > Z 6] — A —5 .+ n/pSa,

tenim que ker(¢é} Cip® ™, £(X)}. En consequéncia, f=zw (mod.p°)
ens dbna ¢S(g(x))=0 i per tant g(X) € (ps-u,f(X)). Al ser els dos
polinomis monics i del mateix grau, a la forga f£(X)=g{X) (mod.p

Per tant A>d i la proposicid gueda provada.#

Ja podem provar la generalitzacié del Tecrema 0.8:
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Teorema l.2. Sigui K un ¢os de nombres, A 1'anell d*enters i

=] L=
...p*t

pA=P1 r *

la descomposicis de p en producte d'ideals primers de A. Sigpin
KPI,....,KPI.EE les corresponents extensions locals i gl(){},...,
gr(X} polinomis qualsevols tals gue gi(X) Esxpi per a tot i. A-
leshores, donat s€Z, s> 0, existeix § €A primitiu tal que si
F(X)=Irri{g,Q) i f(}'{)=f1(x) -...°frfx) és la seva factoritzaci® en

producte d'irreduibles aZZp[ X] es t8:

fi(x} = gi(X) (mod.ps), per a tot i.

Demostracid. Per a cada j siguin uj=ip{gj} i 93.652 una arrel de
gj {X) tal que Kpj=Qp(Bj}. Sigui § € A tal que:

e+ 98
6 =6, {mod.Pil}, 1<i<r, (1)

amb mizei(sﬂ:'i} . Podem suposar que # &s primitiu doncs si no ho
fos considerem 8' = 8+ptw amb w€ A primitiu. Per a qualsevel

morfisme K—'» T, 8'=0 {f") equival a,

I

8-0{6) + p°(wolw)) =0, (23

de manera gue prenent £ prou gran ens podem assegurar' a la vega-—
da de gue 0' satisfa (1) i de que {2) no &s possible.

Sigui £{X)=Irr{f,9) i sigui f(x}=f1{x)'-..'fr(x} la seva
factoritzacis en producte d'irredulibles aZp[ Xl. Per a cada i el
morfisme KH——-KPi envia § a una ée les arrels de fi{x} a §i,per
tant, (1} i 1*dltima part de la prova de la Proposici6 1.1 mos-

tren que £, (X)z g, (X) (mod.p®).4
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Si K &s un cos de nombres d'anell d'enters A i Kp reens

Kp €E sfn les diferents extensions locals, pel Teorema 0.7 te-—
r

nim:

ip(K) winf ip{&)/ﬂ €A primitiul =

r
= min asigjax R (fi,fj) + iflip(fi)},
aquest filtim minim considerat entre totes les families de poli-
nomis fl(X),...,fr(X)EZZp[X] que aparéixen com a factors irre-
duibles aZZp[XI dtun f(XYEZ[X] que sigui polinomi minimal d'un
enter & EA primitiu,

Per altra banda, donat un element qualsevol [ = L. +,.,.+

1

I&‘ES podem anomenar & tota famflia de polinomis giUQ GSL PR
3

gr(X} €8; wuna [-famflia i definir:

. i . r

I (T = min { Z R {g.,g.) + ZT i {g.)}.

b I~ famflies lsi<jse ¥ 74 7J i=1 ¥

Es clar que ip(K)Z Ip(ep(K}). Tambh& &s clar que les I'-famflies
tals gue el producte g{X}=g1(X)'...'gr(X) &s un polinomi irredui-
ble de ZfX] una arrel del qual satisfi K=Q{#) no poden ser ar-
bitraries ni molt menys. No obstant, pel Tecrema 1.2 podem tro-
bar '-famflies amb aguesta propietat "arbitraries {mod.ps}“ 1
per § arbitrariament gran. Ara, per a s prou gran, si dues fami-
lies de polincmis tenen els seus membres congruents dos a dos
(mod.p®) es tindra P (€071 (gy) 4 R (f;,£5)=R (g;,9;) per a tot

i,j. De manera que el Teorema 1.2 prova que:
i {K) = I K
lp{K) p(ep{ Y.

per a tot cos de nombres K. Queda provat per tant el seghent:
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Corol.lari 1.3. Si K i K' s6n dos cossos de nombres i1 g €Z &s un

primer tal gue eq{K)=eq(K'), aleshores iq(K)=iq(K'). En particu=-
lar si K i K' tenen els mateixos d.c.i. 1 per a tots ells &s

eq(K)=eq(K'), aleshores i(K)=i{K*}).#

Ja hem comentat al Capftol 0 qgue el calcul de ip(K) no és
un problema local pergué "mirant™ cada KP. no veiem res doncs no
hi ha fndex local. Aguests resultats most;en gque el que determi-
na 1 (K) 8s el conjunt de tots els KP . Precisant aix{ en quin
sentit 1 (K} satisfd una propietat paral lela a {3} del Capitol 0.
Observis gue tamb® mostren que no es tracta 4'un problema global
doncs l'estructura global de K deixa d'importar.

A la llarga el nostre objectiu haurd de ser saber calcu-
lar Ip(?} per a tot (€&, Centrem—-nos de moment en el gue resta
de capitcl en acabar d'esclarir perqgué &s que la scla descompo-
sici6 de p en ideals primers de K no determina ip(K), quines des-—
composicions si gue ho farien, explicar satisfactdriament el fe-
nomen observat per Engstrom gue confirma la conjectura de Ore i
mostrar com un domini encara elemental del calcul d'indexs i re-
sultants ja permet, gracies al Teorema 1.2, estendre 3mpliament

les férmules d'Engstrom.
Remarca. Tots els resultats 3'aguest pardgraf s'estenen sense

cap dificultat al cas relatiu 1 no ens hem situat d'entrada en

agquest cas exclusivament per comoditat en l'exposicis.
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§2, I'-configuracions. El cas totalment ramificat

Sigui f(X)EZZP[ X} un pelinomi mdnic i irreduible. Pel le-

ma de Hensel:

£(X) = ¢ (X3  (mdd.p),

essent ¢(X} un polinomi mdnic i irreduible de Fplx]. Estid clar
gue ¢{X} estd univocament associat a f(X}. Si L=Qp(9) essent §
una arrel qualsevol de £{X}), el grau de ¢{X} &s un divisor del

grau residual de L/Qp doncs tenim,
F_ < F_§) ci,
P % )

i clarament w(x)=Irr(§,IFp).

Expressarem les diferents possibilitats gque tenen les
P-families de “repartirse" els polinomis irreduvibles de leiXI
gque han de tenir associats els seus membres mitjangant un esque-
ma griafic que ens serd molt Gtil. Considerem per a cada L €E u-
na caixa amb tantes subdivisions com polinomis irreduibles de
in[xj de grau divisor del grau residual de L/Qp. Donat un I' €8

i una T'-familia, expressem el fet de que un pelinomi fi(X) ESL
i

tingui asscociat un determinat polinomi irreduible ¢ (X} de

FP[XI col,locant un gquadradet a la subdivisi& de la caixa Li
gue correspon a ¢(X). Cada possible esquema grafic aixi obtin-
gut l'anomenarem una I-configuracid. Es f3cil comprovar gue do-
nats I" €& i una I'configuracid qualsevel gue BOJUEM imaginar, sem—
pre es pot construir una I'-familia que tingui associats els po-

linomis irreduibles de Fp[xl gque la I'-configuracid indica.
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Exemple 1. Si L=Q3{J3} i F=2Q3+L les possibles F-configuracions

56n, a menys d'una permutacid de X, X+1 i X-1:

Q, L Q, L
| l | } | 1 | !
¥ XA X1 X X+ X-1 X X+l X-1 X X+l X-1
Q, L Q, L
| ] L
X X+1 X-1 X ¥l ¥X-1 X X+l X-1 X X+l X-1

Exemple 2. S5i L=03(J—1) i = nL, com gue L/Q3 €s no-ramificada
les T-configuracions s6n les possibles reparticions de n guadra-

dets dins de la caixa:

| ] 1 L L

X XH X-1 X2 XOHX-1 Xe-X-1

El fet de gue una I'-familia tingui una determinada F-con-
figuracidé ja déna una certa idea del valor:
r
lﬁiijsr Rp(fi,fj) + izlip(fi)' (3)
doncs &s ben clar gue si f(X),g(x)EEZp{x] sén moénics i irredui-
bles, Rp(f,g):=0 s1i 1 nomég si £{(X) 7 g{X) tenen agssociat el ma-
teix polinemi irreduible de F;[XI. De manera que 1'acumulacid
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de guadradets en una mateixa columna provoca en principi un aug-

ment de z R (fi,
I€i<jsr

zar aquest valor convindrd repartir el maxim possible els guadra-

fj) i sembla natural gue si volem minimit-

dets entre les diferents columnes. Naturalment que després hi ha
una altra qflestid cabdal: quins valors pren Rp[f,g) per polino-
mis de la mateixa columna?

Una resposta precisa a aguestes gllestions i que ens perme-
tr3d mé&s endavant obtenir el valor de Ip(F) per alguns T€& la do-
narem en agquest pardgraf perd limitant-nos al cas en que totes
les extensions gue componen ' s6n totalment ramificades. Sota a-
guesta condicid totes les caixes de les I'-configuracions tenen
p subdivisions correspbnents als polinomis ¥, X-1,...,X-{p-1}.

A més a més les columnes també sén totes "iguals" ja que podem
passar d'una a l*altra per un canvi lineal, el gual obviament
deixa invariants els valors de.ip(f) i Rp(f,g)..Pér tant podem
limitar~nos a estudiar la columna dels polinomis gque satisfan

£ (x) =x" {(mdd.p), del gquals interessen especialment els Eisenste-

nians; en efecte, &s facil comprovar gque:

Lema 1.4. Sigui f{X)EZ!p[X] ménic, irreduible, de grau n i tal
que £(x) =x" (m3d.p). Aleshores ip(f)=0 si i nom&s si n=1 & £(X)

&s Eisenstenid.#

& continvacib consignem alguns resultats sobre el cilcul
de Rp(f,g]. Comengem amb un resultat no gens diffcil de provar
i que, d'altra banda, estd incluit en el tractament més general

del calcul de Rp(f,g} gque fem en el Capftol 2.
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Lema 1.5. Siguin f£{X) ,g(X}GEp[ X} mdnics, de graus n,m respecti-
vament i tals que £(X)=X", g(x)zxm {mdd.p} . Aleshores Rp(f,g}3
inff n,m}. Les seglients condicions sdn suficients per assegurar

la igualtat:
1} n=m i gque un polinomi sigui Eisenstenid i 1l'altre no.
2} n<m i gque g(X) siqui Eisenstenid.#

A [Krasner,1366] es dbna una f3rmula per calcular Rp(f,g}

de dos polincomis Eisenstenians del mateix grau n:

R {f,g}) = min {n.v_{pa,-pb,}+{n-1i}}, 4
pttrd 1€i&'n{ p{plpl { (4)
n n n-i n 2 n-i
essent £(X) = X +p Z a;x , g{X} = X+p % b.X . De la gual es
i=1 i=1

desprén gque:

Rp(f,g) =n ® a Z b (mdd.p}. {5)

Pornem amb les I'-configuracions. podem assignar a cada
I'-configuracld el valor minim gue pren (3) considerant les [-fa-
mi;ies gue tenen aguesta conflguracid. Per exemple, utilitzant
el gue acabem de wveure sobre el cidlcul de Rp(f’g) es comprova
facilment que aguest valor minim &s de 3,2,1. 1 0 respectivament
per les configuracions de l'Exemple 1. Aixf donecs, t& sentit
comparar les possibles P-configuracions d'un determinat '€ §, i
n*hi haurd sempre una de minima gque &s la gque donard el valor de
IP(F). Es natural preguntar-se si hi ha alguna mena de distribu-
cib standard dels quadradets gue, independentment de T, permetés
obtenir sempre la configuracif minima, Veurem a continuaci® qué

si prescindim de I ip(fi) i suposem gue Rp(f,g} pren sempre el
i
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minim valor possible, donat pel Lema 1.5, si gue hi ha una manera

standard d'cbtenir la configuracid minima.

Proposicid 1.6. Suposem que tenim nl-i-...+nr objectes situats res-

pectivament en r caixes, cadascuna de les guals consta de g sub-

-divisions, q>2. Assignem a cada caixa un valor e €Z, satisfent:

S....<e_, {6)

<
0 ge1 D) r

Denotem una distribucid gualsevol dels objectes de cada caixa en-

tre les subdivisions per:
h, =&, 4....%t, _, t. . >0, 1<k<q, (7)

per a tot 1<i<r. Si a cada parella nc ordenada d'objectes si-
tuats en una mateixa subdivisid de les caixes 1,3 els hi assig-

nem el pes min{e,,e.}, la suma de tots aquests pesos &s minima
- J

si la distribucid {7) satisfd les dues condicions:

max {|t, ,-t, . [}<1, (8}
T
i i
- =
max {| = tj K El tj,l!} 1, (9

1sk<lsg  j=1 3’ j

per a tot 1 €i<r.

Demostracid. Per induccid sobre el nombre de caixes. 8i tenim u-
na sola caixa la suma total dels pesos &s:
(t % - l+2+....+(tl'k—l))-e1. {19)
1,k
§i la distribucié no satisfd (8),existiran dues subdivisions k,1l
tals que t; ,-t, | >2, per tant, si treiem un objecte de la sub-
r r .

divisid k i el cel.leguem a la subdivisif 1 cbtenim una nova dis-
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tribucié per a la qual el wvalor (10) disminueix exactament en
[tl,k_tl,l_l)'el #0. Després d'uP nombre finit de canvis com a-
quest obtenim una distribuci® gque satisfi (8) i amb suma total
de pesos menor o igual gue la de la distribucid de la gual ha-
viem partit.
Suposem la proposicif provada per a r-1 caixes, r=2. Ex-
pressem la suma total dels pesos d'una distribucié (7) gqualsevol

i la d'una distribucid que satisfaci (B} i (9) respectivament per:

r r-1 r -
A= 3 aje, + =z Xie; B= X b.e, + Z vy.,e.,
=1 i=1 i= =

on a bi conten el nombre de parelles de la caixa i-é&ssima situa-

i'
des en una mateixa subdivisid i Xio¥y el mateix, perd amb pare-
lles un membre de les quals sigui de la caixa i-@&ssima i l'altre

d'una caixa de valor superior. M&s precisament,

1 g X !
a, =5 T t (£, ,-1} i x, = Z £, {Z t, ).
i 2 k=1 ik ik i k=1 ik $>1 Jek
Prescindim en les dues distribucions de la primera caixa i i-

maginem que els valors associats a les r-1 caixes gue ens gueden

sin respectivament:

0 = e,-e, = e3-e) L ... % e e

1"
Clarament la segona distribucif continua satisfent (8) i (9). Per
hipdtesi d'induccib tenim:
r r-1 r r-1
z a{e—e)+3x(e-e)32 b, (e—e)+Ey(e—eJ (11)
i=2 i=2 i=2
D'altra banda, si imaginem gque tenim tots els objectes reunits

en una sola caixa amb valor e, i distribults entre les subdivi-
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sions tal com estan, la suma total dels pesos E&s:

r r-1

K . . (iflbi + iilyi)-el, (12)
respectivament. Ara, la primera d'aquestes expressions &s més
gran o igual gue la segona ja que l'linica caixa que hem format
amb la distribucid que satisfeia (9) clarament satisfd (8). A-

questa desigualtat sumada a (11) ens dbna que A &s més gran o

igual que B, tal com desitjavem.#

Aguest resultat suggereix quines I'-configuracions sén bo-
nes candidates a minimitzar sempre el valor de (3) independent-

ment de T

Definicid. Considerem una configuracid que consti només de cai-
XesS COrresponents a exXtensions totalment-ramificades. Ordenem

" les caixes de manera creixent segons l'index de ramificacid, or-
denant les d'igual Index de ramificacid de qualsevol manera en-
tre elles. Denctem ti,k el nombre de guadradets de la k-éssima
columna de la i-&ssima Qaixa. Direm que la configuracid é&s nor-
mal si satisfd les condicions (8) i (9) de 1l'enunciat de la
Proposicid 1.6. Parlarem sempre de "la" configuracid normal doncs

@s lGnica a menys d'una permutacid de les columnes.

Notis que la condicid (8) imposa la distribucid equitati-
va a cadascuna de les caixes i la condicid (8) la imposa a la
reunid de les primeres i caixes, per a tot i. Un exemple de con-

figuracid normal pot Esser:
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L L]

Ja sabem gque aguesta situvacid ideal en la gral Rp(f,g) pren
sempre el minim valor possible no es donard en molts cassos, perd

tot 1 aixi sembla natural fer la:

Conjectura 1.7. Per a qualsevol '€ & compost només §'extensions

totalment ramificades la I'-configuracid normal &s sempre minima.

Doncs bé&, si L=Q3(J3), F=2Q3+8L n'és un contraexemple. En
efecte, el minim valor gque pren (3) considerant I'-families que
tinguin la configuracid normal &s 25. Aquest valor es pot obte-

nir de dues maneres:

on els numerets sota de cada columna indiquen la contribucidé dels
polinemis d'aguella columna i el numeret entre les caixes la que
aporten tots els que estan a la mateixa columna perd en caixes
diferents. Justifiquen arguests valors:

Un polinomi Eisenstenia f(X)=x2+BaX+3b genera L si i no-
més si bz=-1 {(mdd.3}; per tant, si g{x}=X2+3a'X+3b'€ SL tamb& &g
Eisenstenia, R3(f,g)2?3 i R3(f,g)=3 si i només s5i afa' (mdd. 3}
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{(vegis {4)). Per tant, per minimitzar tres polinomis de SL sobre
una mateixa columna {pensem en la columna X} &s millor prendre'n
dos d'Eisenstenians i un tercer amb terme independent divisible
per 9, per exemple h(X)=X’+15X+9. Es t& R,(f,h)=R,(g,h)=2 pel Le-
ma 1.5 i per tant isz3(fi,fj)=7, ? i3(fi)=i3(h)=1; mentre que si
els prenem tots tres Eisenstenians, encara gue fem az=0,1,-1 (mdd.3)
respectivament, tindrem iE'R3<fi’fj}=9' ? 13(fi)=0. Perd per altra
banda, un Eisenstenil fa %B(f,t)=l amb qualsevol t{x)GIZp[X] de
grau 1 (Lema 1.5} mentre gue R3(h,t)2=2.

Ara bg, aguests mateixos raonaments mostren que I3(F)=24 i

que la configuracid que minimitza é&s:

Aguest exemple, que a.més a més no &s gens aillat, ens fa
veure gue donar fdrmules per IP(F} pot ser tremendament complicat
fins 1 tot restringits al cas en gue les extensions s6n totalment
ramificades. Fem observar que ni tan scls som capagos de calcu-
lar el valor minim que pren (3} en una configuracid normal en ge-
neral doncs caldria saber, entre d'altres coses, qué passa dins
d'una sola caixé i 2ixd sol ja comporta una enorme complexitat
{veure el Capitol 4)]. El gue farem en el segflent pari3graf &s bus-
car elements '€ & pels guals, éjudant—nos de la Proposicid 1.6
poguem assegqurar que la configuracié normal €s minima i donar

fdrmules de Ip{P} només per aguests.
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83. Una formula

A la vista del contraexemple a la Conjectura 1.7 i de 1la
Proposicit 1.6 ens concentrarem en elements gde & amb un nombre
prou limitat de repeticions de les extensions com pergué als wva-
lors Rp(f,g) siguin_tots minims. El resultat clau gue permet pre-
cisar amb detall aguesta limitacid &s el Teorema 1.8. En la se-
va prova utilitzarem un resultat del Capitol 4, on sbn estudia-
des amb més generalitat propietats dels pelinomis gue generen ex-

tensions totalment ramificades.

Sigui Sﬁ = [f(X)€ Sn Eisenstenians}. Considerem l'aplica-
n .
ci6 SE——-N—-- |F; definida per N(f(X))=3_, si £(X)=X"+p T a X"},

i=1
5i classifigquem els elements de SE per conjugacid el conjunt gquo-

cient &s E;am

; el subconjunt de E format per les extensions to-

talment ramificades de Qp de grau n.

Teorema 1.8. Sigui n=p°m, pfuw.

1) L‘'aplicacidé N "baixa” als respectius guocients i dona

llec a una aplicacid E;““-#—E—a-iF;/iF;m,-

2} 8i pfn, N coincigdeix amb la conequda bijeccid gue hi

ha entre aguests dos conjunts ([ Hasse,1980,ch.16]}.

3) Per a tot LE Egam . E(L)=§{L0) , essent L, l'Gnica sub-

extensié moderadament ramificada de L/Qp de grauv m.

Demostracid. Si pfn les afirmacions constituveixen el Corol.lari

4.4. BEn el cas general, si L€ E:WT i £(X),giX) € sﬁf\s prenem

Ll
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. *
7,#'C L arrels respectives. Tenim: SE——jiqr B
NL/QP{"T)=NLO/QP (NL/LO {m) }=par l - *l'
e A
N ("' )=N (W {#')})=pa‘',
L/Qp LO/Qp L/L0
amb a,a GZP. Ara bhé&, NL/LO(W) i NL/LO(H } s6n uvniformitzants

de LO/QD, per tant els seus polinomis minimals scbre Qp sSn Ei-

senstenians i pertanyen tots 4dos a 5. . Pel que sabem del cas

L
o_  _ *
moderadament ramificat les classes de a i a' mddul Fpm coinci-

deixen amb Eiu,o) H

Y

En altres paraules, si f{X),g(X}€ SE,
]
£{X} ~ g{X) =  N{f(X)) = N(gi{X)) mddul F;m, {13}

i en el cas moderadament ramificat val el reciproc. En general,

si f(X}€ S g(X)E s sfn Eisenstenjans, N{f(X))=N(g(X)) mddul

L’ L'
3
Fém implica que L/Qp i L'/Qp tenen la mateixa subextensid mode-
radament ramificada de grau m.

Ja tenim les cotes gue andvem buscant:

Corol.lari 1.9. Sigui L/@p totalment ramificada de grau n=p8m,

pfm. El nombre m3xim de polinomis Eisenstenians de SL amb la
propietat de gue dos a dos tots tinguin Rp(f,g) minim {(igual a

n} és exactament de (p~1}/(m,p-1).

Demostracif. Per (13}, si f(X}€ Sy &s Eisenstenid el seu terme

: - *
independent &s de la forma pa, cn a€ [Fp pertany a una classe
determinada de F;/ F;m. Es facil comprovar que els a pcden pren-

dre tots els valors d'aguesta classe; en total s8n {p-1}/{m,p-1)
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4 N
=card(H-; Y valors diferents. Per (5) gueda provat el Corol,lari.#

Ja estem en condicions d'enunciar la £3rmula. Per 2} del
Teorema 1.8, si pi{n, els polinomis de Sﬁ que generen extensions
distintes fan automdticament Rp(f,g)=n ja que les classes (mdd.p)
dels termes independents (dividits per p) pertanyen sempre a sub-
conjunts disjunts de W:;; pel Corol.lari 1.9, pcdem considerar
elements de & en els quals les extensions de grau n estiquin re-
petides fins a plp-1)/(m,p-1) vegades cadascuna. En canvi, si
p|n peden haver extensions distintes amb la mateixa imatge per N
i per assegurar Rp(f,g} minim en tot cas hem d'exigir que-per a
cada d¢€ W:;/W:;m la suma de totes les extensions de grau n amb
N(L)=¢ sigui menor o igual que p(p-1)/(m,p-1). Per comoditat, en
1'enunciat del Teorema 1,10 nom&s donarem aquesta Gltima condicié
ja gue la primera hi gqueda englobada. Finalment destaguem que no
limitem el nombre de vegades gue es repeteix l'extensid trivial
donat que el Teorema 0.9 ens dfna un control exacte del valor
que pren min{ £ R (fi,fj)}.

i<y P

Teorema 1.10, Sigui I = n00p+nlLl+...+anr€ & tal que les Li/Qp

s6n totes distintes, totalment ramificades i ordenades per [L:Qpl
creixent sense importar l'ordre entre les del mateix grau. Supo-

sem que per a tot e€Z, e>1, =i e=p5me, p,fme se satisfi:

*.
z ng €=p(p—1)/(me,p-1), per a tot 9€ H:*/|F " (14)
[L,:® 1= PP
~ 1 P
N(Li)=ﬂ

Aleshores la F—configuracié normal &s minima i:

r n, n,
- (i) (n, - B2
T = Ting@) + T Il ing - B4 ey +
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r~1 s 115 ] Tl
+ T An 02 v w2 - A0y +
i=0(?l[p} ullp] p{p][p]
(15}

n: u,

+ max (n, + u, - p[[?l] + [?1] +1), 0 })ei,
essent ui=izjnj i ei:[Li:Qp].
Demostraci6. Pels Lemes 1.4 i 1.5, el Teorema 1.8 i el Corol.
lari 1.9, la condicié (l14) permet assegurar que la I'-configura-
¢id normal pren el valor minim de (3) considerant nomé@s polino-
mis amb ip{f)=0 i tals gue tots els valors de Rp(fi,fj] sOn mi-
nims excepte si tots dos polinomis estan a la primera caixa. Per
altra banda no &s dificil comprovar gue aquest valor minim ve
donat per (15). La Proposicid 1.6 ens ajudard a provar que a-
quest valor &s el minim possible. No s'en despr&n de manera au-
tomdtica perqud els pesos interns de la primera caixa no s6n
sempre minims,

El resultat de [Hensel,l8Y96] ja comentat al Capitol 0 de
que Ip[nOQD} s'obt& considerant els polinomis X-1,%X-2,...,X-n

0

implica en particular que el min{ £ R (fi,fj)} prenent t poli-
i<
nomis d'una mateixa columna 1'obtindrem (si per exemple é&s la

columna X) considerant els polinomis X~-p,X-2p,...,X-tp. Per tant

agquest minim val:
(£
2 151 (e-p (B5—).
i20 pJ
Aixd permet saber gquin valor pren min{ Z Rp(fi,fj}} considerant
i<y
polinomis de SQ encara que no estiguin equitativament distri-

p
buits,

Considerem una F-configuracid qualsevol,

n, = t, + ... +t, , 0=i<r.
i i,l i,p
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Per a qualsevel I'~famfliz amb aquesta configquracis, concedint-1li

gue Z ip(fi)=0 i gue tots els Rp[fi,fj) s8n minims exXcepie quan
i

tots dos polinemis s6n de la primera caixa tindriem:

r r-1

D
ER{f.,£y= Z{XA, .} + Zae + Zx.e,
3<g PO ka1 gme 3% s Yy i

on per a cada 0<i<r, 1€<k<p, j=0, hem denotat:

P p
1 . .
. =5 : t, -1}, . = I %, I o ' 16
3 2 =1 1,m< i,m ) *y m=1 l,m{l>i l,m} (16)
t Lty /p21+1
Ry _ o kP T
Aj,k = [ pj I(t(},k p- { 5 Y.

El valor (15} tamb& el podem expressar de la mateixa manera:
r r-1

Z B, + Zb.ei+ Eyiei,

21 4 i=1 1 i=0

on els bi,yi tenen els corresponents valors de {16} perd per la
distribucié normal i Bj denota per a tot j#0:

h . [n /pj1+l
=18 s P
Bj ijl {ny - p 3 ))

Per la Proposici& 1.6 tenim:

r r~1 r r-1
Zae, + Zx,e,® Ebe, + Ey.e,
j=g + 1 1=0 i~ 1=0 171 j=0" 1 i

per tant nom&s ens falta provar que:

p
T{ZhA. Y=-a,=1{ZB.,}) - b,
k=1 ™0 3.k 0 321 J 0

la gqual cosa &s eguivalent a:

Z{ZhA, k} = L B.,
k=1 j=1 I j=2 J
: p
doncs clarament a.= £ A i b,=B,. Provarem sumand a sumand que
. 0 k=1 0,k 6771

per a cada j 22 &s:
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P
Z A

. > B.. (17}
1 J_l!k 3

k
Aixd també surt com a conseqii®ncia de la Proposicid 1.6 aplicada
a una sola caixa amb valor assignat 1, pJ subdivisions i gue con-

tingui n, objectes distribuits:

n, = Vv ...t +v R T A P i +v . R
4] 1,1 -1 f2 -1 -1
’ pih1 ? pl,2 p? p

on els vy 3 vindrien determinats al fer una distribucid egquita-
’

tiva de cada t x R p:'”l subdivisions imaginaries, &s a dir:

O
t =v. . F.ootv L ; 1 <k<p,
0,k 1,k pj Ek
i imposant gue max . _, {|v -v |} <1. La suma de tots els
1€1<m$p] 1 i,k m,k

pesos d'aquesta caixa déna el membre de l‘esquerra-de {17} o el
de la dreta segons si fem aquesta subdistribucid imaginiria a la
primera caixa de la P-configuracid considerada o a la de la nor-

mal. #

Al paragraf seglient tractarem el problema de determinar
ip{K) nemés en funcid de la descomposicid de p en producte dfi-
deals de K; &s a dir imaginant que no sabem quina €s 1'extensis
local asscciada a cada Pi' Per aplicar el Teorema 1.10 ens hem
d}assegurér que en tot cas se satisfi (14), per tant haurem
d’exigir que per a tot e>1 el nombre d'ideals primers dividint
p amb Index de ramificacid e siqui ne=$p(pv1}/(me,p—l), ia gque
hem de cobrir la possibilitat de que totes les extensions locals
ceorresponents a aguests ideals tinguin ia mateixa imatge per N.
Fins i tot aixiI estenem enormement el Teorema 0.9 d'Engstrom
doncs aquesta restriccid &s forga mé&s generosa que la Z n_ <1

e>1
imposada per ell,
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§4. Sobre la conjeétura de Ore

Podem definir un tipus de descomposieid (t.d.) com una

familia {nf,e}' e,f,nf,e enters, f,e>0, nfEEBO, tal gue

F

fZ nf,e<°°' Decnats un primer p€Z i un cos de nombres K, els hi
aéiociem el t.d4. gue s'obté considerant gue nf’e sigui el nom-
bre d'ideals primers P de K tals que e(P/pl=e i f(P/p)=£f.

A §0Ore,1923} es prova que donats un primer p€Z i un t.d.
qualsevol, sempre existeixen cossos de nombres K amb aguest t.d.
associat a p 1 a [ Ore,1928] es conjectura que per aguests COSSOS
ip(K) pot prendre valors diferents. La conjectura &s provada
per Engstrom mitjanc¢ant un exemple.

El Teorema 1.2 permet assegurar gue alquns t.d. si gue

determinen el valor de ip(K):

Corol.lari 1.11. Sigui {n. .} un t.d. tal que per a tot e,f tals
r

que ng >0 sigui plfe i (e,pf—1)=ll hleshores ip(K} pren el ma-

t,
teix valor en tots els cossos de nombres K en els guals p té& a-

guest t.d.

Demostracid. Si pfe i (e,pf—1]=l hi ha, mddul conjugaci&, una
inica extensid finita de Qp amb grau residual f i index de ra-

mificacif e. Per tant el t.d. determina ep(K}.#

Remarca. En particular ip(K) queda determinat pel t.d. de p sem-

pre que p no ramifica(*L

El fet de gue en general no hi hagi una Ginica extensid

{*) veure [ Sliwa,1982,Corellary 1].
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finita de Qp amb grau residual i fIndex de ramificacid prefixats
fa gue una mateixa descomposicif de p en producte d'ideals pri-
mers de K pugui donar lloc a diferents ep(K) i per tant a la po-
ssibilitat de ip(K}=Ip(ep(K)) diferents, No ocbstant, restringits
al cas f(P/p)=1 per a tot P|p, el Teorema 1.10 també& permet asse-
gurar gue si per a cada e>1 el ncmbre d'ideals primers amb
e(P/pY=e &8s prou reduit (vegis el comentari posterior al teore-

ma), encara ip{K) gueda determinat pel t.d.:

Corol.lari 1.12, Sigui {nf e} un t.d. tal gue:

h ne o < p(f) per a tot £>1, i
e r

- - >
M e < plp 1}/(me.p 1) per a tot e>1,

essent e=p5me, pfme. Aleshores ip{K) pren el mateix valor en tots

LT3 .

els cossos de nombres K en els quals p ©€ aguast L.d. i val:

i (K) = [-~1 (n -—([—]+1)) + 2 e1 (n —Ecl-—-]ﬂ)xe +
\ p izl p p e>]

+ 3 Ge(—ﬁym[ =) -pl el[ elmax{n +u-p ([ ell—]+1) o)
ezl
on hem denotat n,=n; o i ue—ki n, per a tot e. #

=]
Remarca. Aquest resultat mostra gue fins i tot en agquests cassos
en que ip(K) ve determinat pel t.d. de p les formules de [Suka-

110,1955] s&n incorrectes.

Finalment, si el t.d. de p permet la possibilitat de ep(K}
diferents i el nombre de primérs amb e{P/p) i £{P/p) determinats

augmenta, ip(K) no queda determinat pel t.d.. Veiem-ho en detall
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considerant, per exemple, una acumulacid d’'ideals primers tots
satisfent £(P/p)=1, e(P/p}=e, amb e fix tal gue {(m,p-1) >1, si
és e=psm, pfm. Imaginem una caixa amb p subdivisions on col.lo-
guem , segons el polinomi de Fplx] de grau 1 associat, polino-
mis de ZP[X] que generen extensions totalment ramificades de
grau ¢, sense distingir-ne cap d'especifica. Si considerem
t = {pi{p-1)/{m,p-1)}+1 d'aguests polinomis i els repartim equi-
tativament n'hi haurd {p-1)/{m,p-1) a cada subdivisi8 excepte
una [suposem gue €s la que correspon a X} on n'hi haurd wn més.
Ara, si tots els polinomis generen extensions amb la mateixa i-
matge per ﬁ, en agquesta subdivisib no serd possible gue tots els
Rp(f,g) siguin minims; en canvi, si no tots generen extensions
amb el mateix E(L}, si gue podrem aconseguir gue a la columna
conflictiva tots els polinomis siguin Eisenstenians i amb ter-
mes independents {dividits per p} no congruents dos a dos (mod.p).

Aixd confirma amb més rotunditat la conjectura de QOre.
Podem enunciar un principi general que digui: u=n mateix t.d. do-
nara lloe @ un valor de ip(K) més alt quantes més repeticions
d'elements de E presentt ep(K).

Tornant a l‘'exemple anterior, si pfe i LI%L2 s6n dues ex-
tensions totalment ramificades de grau e tenim:

{p-lle plp-1)

I ((t-1)L. +L,) = ¢ - (p-2)),
P 172 ote,p-1)  le,p-1)

i en canvi:
Ip(tLl} = Ip((t-l}Ll+L2} + 1.

La primera igualtat surt de considerar que cada parella de poli-

nomis en la mateixa subdivisid fa Rp{f,g)=e. La segona surt de
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considerar que a la columna conflictiva hi ha una parella que fa

Rp{f,g}=e+1, cosa gque es pot aconseguir per (4} fent gue la pare-

_, 76

. BEn particular, per

l1la que obligatdriament té& a_zb, émod.p} tingui a a-1

[ . .
si £(X)=x%p I a,x""" i g(x)=x"+p T b X7

i=l i=1
p=3 i e=2 (aleshores t=4) aixd esclareix ccmpletament el fenomen

observat per Engstrom, Ara sabem que si X €s un cos de nombres

de grau 8 en el gqual & = (PJ-Pg-P -Pg)g, iB{K} val & 6 2 segons

3
st les gquatre esxtensions Locals coincidetxzen ¢ no.

Clarament, els resultats d'agquest capfitol mostren que a-
quest fenomen s'est& i amplia tant com es vulgui. Per exemple,
continuant en el cas p=3,e=2, tenim gue els cossos de nombres

de grau 14 pels gquals 3 = (P -..}°P7)2 tenen:

1

iB{K] = 14, 13, 12 6 11,
respectivament, segons si:

e3{K) = ?Ll, 6L1+L2, 5Ll+2L2 & 4Ll+3L2,

i els mateixos valors si intercanviem L, i L2 els quals en aguest

cas denoten les dues Giniques extensions guadratiques ramificades

de Q3.

§5. Conclusid

Creiem haver fet pal@s que la tasca de calcular IP(T) per
a tot '€ & adguireix unes caracteristiques realment infernals.
Fins i tot restringits al cas en gue totes les extensions s&n
totalment ramificades, sortir-se de les cotes del Teorema 1.10

pot portar a situacions molt complicades {recordem el contraexem-—
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ple a la Conjectura I,f).

Els resultats del Capitcl 2, el gqual estd dedicat a pro-
funditzar més en el c¢ilcul de RP{f,g) podrien fer-pos millorar
el Teorema l1.10 ampliant una mica m€s el nombre i/o tipus de les
extensions, perd més gue continuar en aguesta 1inia hem preferit
concentrar~nos en el problema gue creiem gue pot ser el millor
“seglient pas® que es pot donar després del que s'ha fet en aquest
capitcl: gu# passa dins d'una sola caixa?, 8s a dir, quin valor
pren Ip{nL) per a qualsevol L€ E?. En el Capitol 3 donem una res-
posta completa quan L €s no-ramificada i en el Capitol 4 no tant
completa si L ramifica totalment i moderada. Fem cobservar que
d’aquesta manera gqueda englobat lfestudi de ip(K} pels cossos gde
nombres K Galoisians.

Un altre fet que volem destacar &s gue pels cossos de nom-
bres Galoisians la conjectura de Ore no ha perdut vigéncia. En
efecte, hem comprovat gue el t.d. de p no determina ip(K) a cau-
sa de l’aparicif,en major o menor guantitat,d'extensions locals
repetides, perd en el cas Galoisil no tenim eleccid, les exten-
sions locals s6n sempre totes iguals. Aixi, en l'exemple d'Engs-
trom veiem gque els cossos de nombres Galoisians de grau vuit en
els quals 3={P1P2P3P4)2 tenen dues possibilitats: eB(K)=4L1 6
4L2, perd en tots dos cassos &s i3{K}=I3(4L1)=I3(4L2)=3. De ma-

nera que t& gentit considerar encara la:

Conjectura 1.13. 8i L,L‘€ E s&n Galoisianes i tenen el mateix

grau residual i Sndex de ramificaci® aleshores Ip(nL]=Ip{nL’)

per a tot n.#
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Els resultats dels Capitols 3 i 4 semblen indicar gue ai-
X3 serd cert si L i1 L' sén mederadament ramificades. Pensem en
canvi gue la conjectura no &s certa en el cas salvatgement rami-

ficat, sino gue s'ha de modificar en el seglient sentit:

Conjectura 1.14, 8i L,L'€ E s6n Galoisianes i tenen els mateixos

nombres de ramificacid aleshores Ip(nL)=Ip(nL'} per a tot n.#

S'obtindria aixi una propietat en certa manera paral.lela
a la 4) del Capitel 0. Indigquem finalment gue una resposta a a-
questa gliestid deu passar segurament per 1‘'adopcid del punt de
vista topoldgic de Krasner 1 probablement per un egtudi en pro-

funditat dels seus treballs.
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Capltol 2. El poligon de Newton en el cd3lcul de ip(f) i Rp{f,g)

El poligon de Newton fou aplicat per primera vegada a la
teoria algebraica de nombres a [ Bauer,1907] i es convertf aviat
en una eina revolucionaria. Ore, en els anys 1%23-1928, la gene-
ralitza i perfecciona fins convertir-la en una amplissima gene-
ralitzacid del lema de Hensel amb nombroses aplicacions. Dedi-
quem aguest capitol a mostrar una nova aplicacid d'aguesta vella
{i bella!) eina. En efecte, com veurem en els §l i 3, les técni-
gues del poligon es revelen com les més adequades per fer un es-
tudi amb profunditat sobre el ci2lcul de Rp(f,g}. La utilitat del
poligon per calcular ip(f) ja havia estat destacada pel propi
Ore a {Ore,1925,th.8]; al §2 retrobem, 1leugerément millorat, a-
quest resultat. El §0 estd dedicat a fer un repds de la terminc-
logia i principals resultats que necessitarem del poligon, els
guals es poden trobar a [Ore,1%28]. Waturalment, agui adoptarem
el punt de vista p-adic, cosa a la qual Ore, per desgrdcia, es
mostrd reaci.

Al liarg de tot el capitel p denotard un nombre primer fix
i ¢{X} un polinomi mdnic i irreduible de FPIX] de grau d>1. 1-
dentificarem sempre que ens conVihgui ¢{X} amb el polinomi de
RPIX] obtingut escollint per a cada coeficient un representant
d'entre {0,1,...,p-1}. Denotarem per T l'Gnica extensid no-rami-
ficada de Qé de grau d i p sera l'ideal primer de T. Denotarem

tamb& g = pd.
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80. Preliminars

Sigui £(X)€ @ [X], monic, de grau n i sigui t=( 5l Hi ha

una Gnica manera d'expressar f£{X) com un polinomi en v{X}:

t
f{xy = L

0, (X)e (0 7E, (1)
i

0

si exigim gue gr(Qi{X})‘(d per & tot i. Sigui uy el maxim enter
u,
tal gue p ' divideix tots els coeficients de Qi(x); al ser £(X)

mdnic sempre serd u,=0. El ¢{X)-poligon de f(X} &s l'envoltura

¢
convexa inferior del conjunt {(i,ui)r o=ist} i

de punts del pla Euclidid (vegis fig.l). 5i ._i
1

Qi(X)=0, considerem u,= i el punt (i.u,) no

es dibuixa. El poligon de Newton cli3ssic
s*0obté considerant ¢ (X)=X. fig.l

Si f{X)EZp[ X!, el seu w{X}-poligon nc t& cap costat amb
pendent negativa i n'hi ha algun amb pendent no nul.la si i no-
més si w{X) divideix f(X} (mod.p}. Al conjunt de costats amb pen-
dent estrictament positiva l'anomenem el ¢ {X)-poligon principal
de f£(¥X). 8i tenim:

e e

1 r
-...-wr(x)

£(X) = vl(x} (mod.pt,

pel lema de Hensel f(X)} factoritza a ZPIX]:

£ = g, (0.9 (0,

e

cadascun d'ells satisfent gi(x}zpifx) *

{mod.p}. Clarament el

wi(xj—poligon de £{X} té& la forma:
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Doncs bé, el @i(x)—poligon de cada gi(X} coincideix amb el wi(X)—
poligon principal de £(X}, per tant ens podem restringir en ge-
nreral a lfestudi dei ¢ {X)-poligon de pelinomis de grau miltiple
de d. Aixd surt com a conseqliéncia d'un resultat m&s general gue
relaciona el poligon d’un producte de polinomis amb els poligons

dels factors:

Teorema del producte. Siguin g{X),h(X}GiEPIXI monics. El ¢ {X}-
poligon principal de g(Xih({X} s'obté empalmant els costats dels
respectius ¢ {X)-poligons principals de g{X} i h{X) en ordre crei-

xent de pendents.#

El veritable interé&s del poligon fadica en gue, recipro-
cament, 1l'existénecia de diversos costats en un poligon indica
que el pelinomi factoritza, si m&és no, en el mateix nombre de
factors; en conseglidncia cada wi{X)—poligon.principal de f£(X¥} pro-

porciona una ulterior factoritzacid de cada gi{X). En efecte:

Teorema del poligon. Sigui h(X)EZZp[X] ménic i de grau midltiple

de 4. Sigﬁin S ,...,5 els costats del seu ¢iX)-pocligon i

k

" les seves respectives projeccions scbre l'eix d'abscis-

1

ses. Aleshores h{X) factoritza:
h(X} = hl(X)‘ ....-hr(X),
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on cada h,{X) &s un polinomi mdnic de Ip[X} -de grau dm; i el
seu ¢i{X)-poligon t& un sol costat igual a Si' A mé&s a m8s, per
a gualsevol arrel § de hix), vp(¢{8}) coincideix amb la pendent
del costat Sj corresponent a l'@inic polinomi hj(x) del gual & &s
arrel .#

Siquin £{X) EZZ.p{ ¥X] mdnic, Qi(X), u, com a {1} 1 S,,....8,
els costats del ¢ (X)}-poligon principal de £{X). Siguin m;,h; les
projeccicns de cada S; sobre els eixos d'abscisses 1 ordenades

respectivament i denotem € =(m;,h;) i li:mi/ei' Si 8, comenga

i
al punt {s,us} denotem per a tot 0<j éei, sj=s+j?\i i:

u
5 .

Q_ X)/p 7] si (s.,u, Y€S,,

AL(X) = { Sj 3 SJ i
J ¢ en cas contrari.

La imatge del polinomi:

. €.-1
+ Toata (0, (2)

€
F (X,¥) = Ag(X)Y .

+ AI(X)Y

a 2%[X,Y]/(p,¢{X)) = IFq{YI i1*anomenarem el pelinomi asscociat
a Si’ Aguests polinomis possibiliten une aplicacid a un "segon
nivell” del Teorema del producte i el Teorema del poligon. Con-

cretament tenim, conservant les notacions:

Primer teorema dels polinomis associats. Siguin g(X)’h(X}EZE[X}
mdnics. Els costats del ¢ {X)-poligon principal de g{X}h{¥} que
coincideixen amb un costat del poligen de només un dels dos po-
linomis tenen el mateix polinomi associat gque aguest costat del
gual provenen. Els costats constituits empalmant dos costats 4'i-
- gual.pendent, un de cada poligon, tenen per polinomi associat el

producte dels polinomis associats d'aquests costats.#
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Segon teorema dels polinomis associats. Sigui f(X)GZZpi X]lmdnic.
Si el pelinomi associat a un costat del ¢{X)-poligon de f(X} fac-
toritza:

el er
F{¥Y} = FltY) '....'FI{Y) '

a IFq[YI, aleshores el factor fi{X} de f({X) correspconent a aguest

costat (donat pel Teorema del poligon} té una factoritzacio:
£ = 5, X)) 7., (XD,

on cada tj{X)GEZp[xI és monic, de grau d)iejgr(Fj(Y)} i t& per
.7 {X)-poligon un costat de la mateixa pendent i polinomi asso-

e,
ciat Fy ¥y J.#

Un polinomi £(X)} EZP{ X} diem que &g ¢{X)-regular si cap
dels polinomis associats als costats del seu ¢({X)-poligon prin-
cipal té arrels miltiples. Direm gue (X} é&s reéular si és ¢{X}-
regular per a tot factor irreduible de f(X} (mod.p). Un polinc;-
mi de Z[X] diem que &s p-regular si &s regular considerat com
a polinomi de Ep{x] .

Pel Segon tecrema dels polinomis associats podem obtenir
la completa factoritzacid en producte d'irreduibles de gualse-
vel polinomi regular de Zpi X] . Després de provar (no construc-
tivament) gue tot cos de nombres admet una eguacid definidora
p-regular Ore rescl, perd només tedricament, el problema d’obte-
nir la descompesici8 de p en producte d'ideals primers en un cos
de nombres. Perd l'inter&s gue tenim nosaltres en el concepte de

pelinomi regular radica en el seglient:
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Tecorema de Qre. Sigui f{X} €Z[X] irreduible. Siguin Sir---,58 els
costats del ¢{X)~pcligon principal de £{X), mi'hi les projeccions
de cada Si sobre els eixos d'abscisses i ordenades respectivament
i denotem ei={mi,hi). L'expressid:

I = d( Y m (P h o+l > (m.h‘—m.—h.+eA))
i=2 i j=1 3 2 i1 i"i i L 1 '

compta, treient el factor &, el nombre de punts de c¢oordenades
enteres que hi ha sota del ¢(X)-poligon, sense comptar els de

l'eix d'abscisses ni els de l'ltima ordenada. Doncs bé,
i (f} 221
p( } o’

variant la suma entre tots els factors irreduibles de f£{X} {(mod.p}.

Si fi{X) és p-~regular val la igualtat.#

Remarca. Concgptualment,_; també a _l'hora de lgs demostracions,
aquesta generalitzacis de Ore del concepte del poligon de Newton
consisteix, en el fons, simplement en aplicar el poligon clidssic
a la situacid relativa en la qual T sigui el cos base; a menys
d'un canvi lineal de la variable. No obstant, el llenguatge del
w{k}-poligon, a més a mé€s de ser el més adequat per presentar

els resultats, &s imprescindible a 1'hora de fer-los efectius en

cassos concrets.

‘§1.. El poligon de Newton en el cilcul de Rp(f,g)

Siguin f{k},g(x} dos pelinomis ménics de zzp[ X] . Podem oh-
tenir Rr(f,g} calculant el conegut determinant d'ordre gr{f(X})+

+gr{g(k)) amb els coeficients, perd aguest procediment, apart de
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la considerable feixugesa que comporta, només &s v3lid si tenim
els dos peolinomis donats explicitament. De cara al cilcul de IP{FJ
ens interessen mdtodes que permetin calcular Rp{f,g) {tampoc vo-
lem el valcr precis de R{f,g)} a partir de propietats més gene-
rals dels polinomis i/o els seus coeficients.

Veurem en aquest paradgraf com els ¢ {¥)-poligons respecte
dels factors irreduibles de f£(X) i g(X) (mod.p) donen una prime-
ra aproximacié al valor de Rp(f,g) i també& en guines condicions
aquesta aproximacil é&s exacta. Concretament el nostre objectiu

&s provar el seqgfiient:

Teorema 2.1. Siguin £(X), g(X)EHEp[X] mdnics. Siguin §,,...,8,
(resp. Si,-..,Sﬁ.] els costats del ¢ (X)-peligon principal de £ (X}
{resp. g{X})) i mj ,h, (resp. mi,h&) les projeccions de cada cos-
tat als eixos d'abscisses i ordenades respectivament. Doncs bé,
si denotem:

Rp{f,g} =d i?j inf{miha.mahi}, tenim:

£, T R (f,q),
R (£,q) 2 o (£r9)

variant la suma entre els factors irreduibles comuns de £(X) i
g(X} (med.p). Val la igualtat si i només si no hi ha dos costats
dels ¢ (X)~poligons principals de £(X) i g(X) amb la mateixza pen-—

dent i peolinomis associats ne primers entre si.#

Cbhservis gue el Lema 1.5 no &s mé&s gue una aplicacit d'a-
quest resultat a cassos molt particulars.
Per demostrar el Teorema 2.1 el primer gque necessitem &s

esclarir el significat dels polinomis associats:
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Lema 2.2. Sigui f(X}EZZp[X] mdnic, irreduible i tal que f{X) =

= w(X)m (mod.p). Sigui h la projeccid sobre l'eix d'ordenades de
l'Gnic costat S del ¢ {X)-poligon @e f£({X); siguin e={mh), h=m/e
i x=h/e¢. Sigui r € T una arrel qualsevol de ¢(X). Sigui F(Y)E
Fq[Y] la imatge del polinomi associat a § per 1l'isomorfisme
Zp[fo}/(p:¢(X)) = Fq[Y] donat per fer X=r7 i prendre classe
(mod.p) . Aleshores el conjunt de les arrels de F(Y) coincideix

amb ET = {w(ﬂ)x/p ., @ arrel de £(X) tal que vp(8*7)3>0}.

Demostracib. Sigui # una arrel gualsewl de f(X) tal gue vp(&-rj
>0 i denotem cu=¢(8)x/px. vp(w}=0, per tant &s un enter; sigui
g(¥)=Irr(w,T) i EEY)EIFq{Y] la imatge (mod.p) de g{¥). Clarament
g(Y) &s una pot&ncia d'un polinomi irreduible de Fq[Y] i el con-
junt de les seves arrels coincideix amb ET. Sigui:

n

.{\} = X Q {X} -y (X) '

i=0 *

Fh
~~
<

i u, l'exponent maxim amb el gual p divideix cada Qi(X). Clara-
.
ment u =h. Si posem Q. (X)=p lR.(X), com gue gr(R, (X))=gr{Q. {X}}<
i i i i
<d, ¢(X)=Irr(d, Fb) i Ri(x)fo {mod.p), a la forga vp(Ri(G)}=0
i per tant vp(Qi(G))=ui. Per altra banda, vp(w(ﬂ)]=h/m pel Teo-

rema del poligon, per tant tenim:

u
m- 1 . S
v (0 ) 9@ ) = u+in-dE > iqemen)} - b,

u
m
per a tot 0<i<m. I hi ha igualtat si i nomé&s si ui=i:;, és a

dir si 1 només s5i el punt en gfiestif pertany al costat del poli-
gon. En consegii®dncia, la suma de tots els Qi(G)w(ﬂ)mkl amb v

minim igual a h coincideix amb:
T =" F1o,p(0)%/pY),
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on F(X,Y} denota el polinomi definit a (2). Com que:

0 = f(8) =
i

N2

Q,18) e ()™ T,
0

a la forcga vp(T)?*h, 0 equivalentment:
vp[F(ﬂ e 1817 /p 1) >0,

Aquesta expressib indica exactament que & &s una arrel de FiY).
Pel Seqgon teocrema dels polinomis associats F(Y) &s una poté&ncia
&'un polinomi irreduible de IFqu], i com que E(Y) t& la mateixa
propietat, el fet de gue tinguin upa arrel comuna implica gque

les tenen totes (sense comptar la multiplicitat).#

Tenint en compte la bilinealitat de la resultant respecte
del producte de polinomis, el Tecrema del producte i el Primer
teorema dels polinomis associats permeten redulr la prova del
Teorema 2.1 al cas en gue els dos polinomis s6n irreduibles. Ens

cal provar per tant:

Proposicid 2.3. Siguin £(X), g(X)EZp[ X] mdnics, irreduibles i
de grau n=pd,n'=m'd respectivament. Siguin 5,¢E€ @ ies pendents
respectives de l'Ginic costat 5,S' gque t€ cada ¢ (¥)-poligon.

Aleshores:

R (£,9) > ’l-c’;—' inf (7,0} .

5i n#p val sempre la igualtat i si 7=p >0 hi ha igualtat si i no-

més si els polinomis associats respectius sfn primers entre si.

Demostracis. §i n=p=0 afirmem una trivialitat. Si una de les dues

pendents &s nul.la i l'altra no, afirmen que Rp{f,g}=0, i &s cla-
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rament cert doncs un polinomi té ¢(X) com a Gnic factor irredui-
ble (mod.p) i l'altre no ésdivisible per ¢(X) (mod.p). Suposem
per tant que x,u>0,

Siguin ﬁl,...,ﬁm les arrels de g{(X). Ja sabem que,

nl

R {(f,g} = Z
B i=1

¥ _ L]
Vp(f(ﬁi)) —IIVP(f(m),
essent § una qualsevol d'aquestes arrels. Amb els usuals signifi-
cats per Qi(XJ i U, tal com hem vist a la prova del Lema 2.2

tindrem vp(Qi(.B}J=ui, vp(w(ﬁ))=n i:

vp(Qi(ﬁ)w(ﬁ)m_ii = W Hm-u 2 int{n-1)x 2 minfln,ul, (3)
per a tot 0<si<m. Per tant:

vp{f(ﬁ)] Z Meinf{n,p) i Rp(f,g) Z n'm.inf{n,u). (4)

S$i nAn l'Gltima desigualtat de {3) &s estricta per a tots els
sumands excepte per un, el primer si n<g & l'Gltim si n>4u,
pels qguals l'altra desigunaltat de (3) &s sempre una igualtat. De
manéra que en aguest cas tenim igualtats a (4). Si n=p, (3) &s
una cadena d'igualtats si i nom&s si ui=iu, és a dir si i només
si el correspenent punt pertany al costat del poligon. Per tant,
la suma de tots els Qi(ﬁ)w(ﬁ)mwi amb vp minim i igual a mpg coin-

cideix amb:
u
P m F{ﬁ:w}r

on wcy(ﬁ}x/pl, s5i A=Ive, x=um/e, esgsent E=(m,um); i F{X,Y) denota
el polinomi definit a (2). En conseglidncia, Rp(f,g}l>rﬂmp si i

només si vp(f(ﬂ)) >mui  per alguna arrel f de g(X) i:

V(£ > o vpzp“’“ﬂﬂ,wnmu s v EE @) >0, (5)
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Sigui r€T l'lnica arrel de ¢{X) tal que vp(ﬁ— >0, Siguin F({Y},
G(Y)arq[Y] les imatges dels respectius peolinomis associats a §

i §' per 1'isomorfisme Zp[X,Y}/(p,¢{X}} = IFq[Y] donat per fer
X=r i prendre classe (mod.p}. L'Gltima condicié de (5) asseqgura
que @ &s una arrel de F(Y), perd pel Lema 2.2 w &s sempre una
arrel de G(Y), per tant {5} implica que tenen una arrel en comf,
Reciprocament, pel Lema 2.2 totes les arrels de G{¥} sfn de la
forma w{ﬁ}x/pl, essent § una arrel de g{X} tal que vp(ﬁ—f):’ﬁ,

per tant, l'existédncia d4'una arrel en comi amb F(Y) implica (5).#

Remarca., La Propesicid 2.3 és valida a posteriori per polinomis
amb ¢ (X)-poligon d’un sol costat encara que no siguin irredui-

bles i aixi serd utilitzada algun cop més endavant.

Veiem a continuacié un exemple gue mostra la limitacid
del Teorema 2.1 per calcular en general Rp{f,g) de dos polino-
mis qualsevols i confirma el qualificatiu de "primera aproxima-
ci&" al valor de Rp(f,g) que li donavem.

Siguin F(X},G(X) &'Zp{x] ménics, de grau n i tals que
F(X})=G(X)=x" {(mod.p). Apliguem a agquests pelinomis les transfor-

macions:
u
Y = pS(x+a), Y = p°(xta),

respectivament, on s,8>0 i a,a8 €{1,2,...,p-1}., Siguin £(Y),g{Y}
els polinomis que s'obtenen. Que diu el Teorema 2.1 sobre el va-

ler de Rp(f,g)? poncs:

“Rp{f,g) = nzinf{s,g},
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473

si s#s' hi ha igualtat i si s=¢' hi ha igualtat si i nom&s si aga ™.
Per tant, si s=8' i a=a' estem tan lluny com es vulgui de conéi-

xer el veritablie valor de Rp(f,g) donecs clarament:

2
Rp(f,g) =n"s + RP(F,G) .

Pensem tamb€ gue podriem empalmar una cadena arbitrariament liar-
ga de transformacions com aguestes i el Teorema 2.1 sempre ens
donaria nom#&s la contribucib a Rp(f,g) de 1l'iltim esglab.

¥No obstant, veurem en els Capitols 3 1 4 com en certa
manera el Teorema 2.1 i un derivat seu, el Tecrema 2.6, poden con-
siderar-se com una eina merfectament suficient per calcular
Ro(f,g). Agquest exemple té€ estreta relacid amb la manera com s0l1-
ventem en aguelixes capltols aquesta aparent limitacid de les téc-

nicues del poligon per calcular Rp{f,gj,

2. El poligon de Newton en el calcul de i {f
§ polig {f)

Curiosament, els resultats del pard3graf anterior sobre el
cdlcul de Rp(f,g) permeten donar una prova del Teorema de Ore
radicalment més curta gue l'original [Ore,1925]. Estendrem de pas-
sada el resultat a polinomis f (X} EEPIXI gualsevols 1 veurem tam-
bé& gue la condieid de regularitat és no només suficient sino tam-
bé necessdria perqué ip(f} coinatidetixt amb la cota inferior que
déna el Teorema de Ore.

A la vista del Tecrema 0.7 podem definir i{f) per a un
polinomi f(X)EZpIXI qualsevol com:

r
i(f}) = 1 R(fi,fj) - 1

i(F.), {6)
1Si<isr j=1 3
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on f(x)=‘ﬁ fi(x} &s la seva factoritzaci$ en producte d'irredui-
bles. Fe;_iotar que a posteriori (6) continua essent valida per a
una factoritzacid qualsevel.

D'entrada, €1 Teorema 2.1 {o més prdpiament la Proposici®
2.3) ens permeten donar una "reinterpretacis geom&trica"™ deli Teo-
rema de Ore. En efecte, els punts de coordenades enteres sota
del ¢(X}-poligon sense comptar els de 1'eix d'abscisses ni els de
1'4ltima ordenada els podem subdividir an diversos grups: d'una
banda els gue estan sota dels triangles determinats per cada cos-
tat, i la resta, els podem agrupar .

en rectangles, un recltangle per ca-

da parella de costats; seguint tam-

b& el criteri de no comptar els

punts de la linia horitzontal infe-

rior ni els de la vertical de la

dreta (vegis fig.2). Sigui: i

£ = £ (X)...F (X),

la factoritzacid de £({X) que ens d&na el Teorema del poligon.
D'acord amb la nostra definicié tenim:
k .

1p(f} = 1£i§j€k Rp(fi,fj) + iil ip(f Y.
Ara, el nombre de punts del triangle corresponent al costat Si
coincideix amb el nombre de punts sota del v (X)-poligon de fi(x)
i per tant, pel Teoréema de Ore aquest nombre serd més gran o i-
gﬁal que ip(fi}. I d'altra banda, per la Proposici& 2.3 el nom-
bre de punts del rectangle determinat pels costats C Sj coin-

cideix exactament amb Rp(fi'fj)' ARixI, per exemple, un polinomi
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gue tingu&s un ¢ (X)-polfgon com el de la fig.? descomposa en pro-

ducte de tres factors satisfent:
1p(f1) > 34, ip(f2] 2 6d ip(f3} = 84, {7)
Rp(fl,le = 104, Rp(fl'fS) = 84, Rp(f2'f3] = lad.

Si £(X) fos regular ho serien en particular tots els seus factors
i a (7) tot serien igualtats.

Perd de passada, aquesta reinterpretaci mostra que podem
reduir una prova del Teorema de Ore al cas en gue f(X) té& un ¢(X)-
poligon d'un sol costat: Supeosem-ho aixf d'ara endavant. Encara
més, ens podem reduir al cas en gque f(X) &s irreduible. En efec-
te, qualsevol factoritzaciﬁ,f{x];.ﬁ-fi(x),pe;met una ulterior
subdivisi® dels punts sota de l'ﬁ;Ié costat del poliéon entre
triangles, un per cada factor, 1 rectanglés, un per a cada pare-

lla de factors. aixf, si el polinomi f3{X) de l'exemple anterior

factoritzés en producte de dos polinomis - tih

£4(X)=F (X)G (X}, els ¢.(X)-poligons de F(X)

i G(X) sbn trogos del costat del poli-

gon de f3(x) i els punts sota d'aguest

costat gueden subdividits com s'indica a

la fig.3. Tindriem en aquesta ocasis:
i Py 24, i1 () #2d i R_{F,G) = 6d.
P( ) p{ ) L p{ )

Efectivament, en agquesta nova subdivisi6 el nombre de punts de
cada rectangle no_té perqué coincidir amb Rp[fi,fjf,perb també&
sabem per la Proposicib 2.3 que hi coincidird per a tot i,j si
i només si els polinomis asscciats als fi(x] sén tots primers

entre si. Si f (X} &s regular clarament se satisfd aguesta condi-
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ci6 i reciprocament, si aquesta condicif &s satisfeta la regula-
ritat de f{X) &s equivalent a la regularitat de cada fi(x). Que-
da clar per tant que una prova del Teorema de Ore queda redulda

a provar:

Proposicid 2.4. Sigui f(X)e:zp[x] m3nic, irreduible i tal gque

£(X)Z2¢ (X}™ (mod.p). Aleshores:
i (£) » Simh-m-hte)
p 2 !

on h &8s la projeccid sobre l'eix d'ordenades de 1l'Gnic costat
del ¢ {X)-pcligon de £{X) i e=(m,h}). Val la igualtat si i només

si f(X) &s regular,

Demostracif. SBiguin # arrel de £(X), LﬂQp[B) i P 1'ideal primer
de L., Sabem gue QPCZTCZL. Siguin 7,,.., 75 €T les arrels de v{X).
La factoritzacit de f(X) en producte d'irreduibles a T X] &s

d

fix =1 fi(X), on per cada 1<i<d é&s:
i=1

£.(X) = 0 (x-8),
. g'€x
i
essent ET el conjunt de les arrels de f£(X} gue satisfan
i
vplw—ri):>0. Com gue les arrels de yp(X) s8n totes distintes, te-
nim Rp(fi’fj>=0 per a tet i#j i per tant:
d

i {(f) = i = Z ).

lp{ ) 1p[f) 2 ipffl)
aixi doncs, quedem reduits a provar que ip(g);?%(mh—m—h+ﬁ), on
g(X)=Irr(8,T). Sigul 7 l'Gnica arrel de ¢(X) tal que vp{B-TJ >0
i sigui f=8-7, Els canvis lineals no afecten l'index, per tant;

ip(g) = ip(ﬂ} = ip 8.
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Com gue per a totes les altres arrels de ¢ (X)) é&s vp(ﬂ-fi)=0,
v B = v (0-1) = v (9(8)) = h/m.
B p p ¥
En consegliéneia, l'element:
L =Bl/p[lh/m], 0<i<m,
&€s enter. Siguin A,B els anells d'enters respectius de T i L i

BO z(l,‘)’l,.._,'ym_l)A_
m-1 .

Clarament A[ﬁ](:BO(:B i {BO=A[ﬁj} -0 p[1h/ml
i=1

banda, |[ih/m] clarament coincideix amb &l nombre de punts de

. Per altra

coordenades enteres sota de la recta Y=£X a l'ordenada i-&ssima
sense comptar el punt (i,0), per tant:
m-1

(BozAPﬁ})p f iE

o1 P

1 [%] - 3 imhon-he)

i queda provat ﬁue ip(ﬁ} és més.gran © igual que aquest valer.
Finalment hem de provar que si f(X) &s regular aleshores

B,=B. Essent f(X) irreduible, que sigui regular equival a dir

gque el polinomi asscciat &s un polinomi irredulible dequ[Y] de

grau €. Pel Lema 2.2 aquest polinomi sempre t& una arrel a L,

per tant en aguest cas d |£{(P/p). Siguin x=h/€ i A=m/e¢; com que

S A=l vpivi))=xe(P/p) /A obliga a que A|e(P/p). ara, de:
[L:Qp] = dm = dedx = e(P/p)L{P/p},

concluim (com ja mostrd Ore} que en el cas regular e(P/p)=A i
f(P/p}=de. En particular, quaisevol arrel »(6)"/p* del polinomi
associat (Lema 2.2) &s un generador de l'extensié residual L/T

i per tant ?l =B /px tamb& doncs:
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A A
el 8) /px = 98" /p*, essent n= 1 0-7,),
ri#f

i clarament n €T, Per tant, com gue 7; =71, per a tot 0<i<e,
els enters l'Th'72R""'7{e—1)x formen un sistema de represen-
tants d'una base de L sobre T. Per altra banda, €s fdcil compro-

var que, al ser {(},x}=1 =s té:

A jeieny ol A2L
(-3, iy =505

encara gue potser en diferent ordre, per tant els elements Yyr--

cerMyoq tenen v, igual a 1,2,..,, A-1l encara gue potser en dife-

P

rent ordre. Finalment, com gue:

71. = ’Yb 7axl per a tot Ongm,
si i=ai+b, O<b<), &s ben conegut que sota aguestes condicions
els {7} formen una base de B com A-mddul.

Reciprocament, si f(X) no &s reqular, l@(;k):fl‘if i per

tant els 1'7R""'?(e-1]k no sb6n linealment independents (mod.P).

En particular els {71} no poden formar base.#

§3. Una aplicacif del poligon de Newton classic.

En contra del que passa en el cas general, si grig{X)}=1
tots els resultats dels §0 i 1 s6n vidlids per polinomis de Qb[xl,
&s a dir, admetent polfgons que tinguin costats amb pendents ne-
gatives. Aixd permet obtenir en aguest cas una fdrmula mSs com-
pleta per calcular Rp(f,g) de polinomis del mateix grau tals que
el seu polfgon t& un sol costat. Fent un canvi lineal de la va-
riable podem suposar sempre y{X)}=X.
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Considerem dos polinomis de ZZP[ ¥) de graun n=1:

n n-1 n n-1
= = + +
f{K) X +alX +...+an, g (X} X le +... bn'
Suposem que vp(an)=vp(bn)=c2=0 i gue:
nvp(ai) . nvp(bi) > ic, per a tot 1<i=n,

de manera que el poligon de Newton de £(X) i g(X}) té un sol cos-
tat de pendent u=c/n. Per obtenir la f8rmula 1'dGnica cosa que
fem &s tenir en compte gue R(f,g}=R(f,g-f) i aplicar la Propo-

sicidé 2.3 per calcular Rp{f,g—f). Sigui:

r

— — n- -—
hi{X) = £{X)-g(X} = (ar br)X + ...+ (an bn],

essent ar~br la primera no nul.la d'aquestes diferéncies. Deno-
tem e; = vp(ai—bi). El poligon
de Newton de h(X) acaba a 1'abs-
cigsa Nn-r i té tots els punts

per damunt de la recta Y=u (Xtr}

(vegis fig.4). Siguin:

r=r r -l I =D, fig.4

O! l?

els subindexs tals que els v8rtexs d'agquest polfgon sén els punts
[ri—r,ei). Sigui r, el subfindex gque correspon al vértex que &s
l'origen del primer costat amb pendent estrictament mé&s gran que

4; si tots els costats tenen pendent menor o igual gque ¢ consi-

derem r =n {vegis £fig.%).
Lema 2.5, Per a tot 1<i<n es té&:
ne, - ic = ners - I.Cy
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i hi ha algun altre punt que satisfd la lgualtat si i només si

el polfigon de Mewton de h(X} t& algun costat de pendent p.

Demostracid. EL punt {rs—r,er } esta caracteritzat per ser el

d'abscissa més alta entre elssprimers punts gue tocaria la recta
Y=p¥X si la desplagem paral.lelament i wvertical {vegis fig.5), la
gual cosa €s eguivalent a dir gue aquest punt estda a distlncia
minima d’aquesta recta. Ara, la dist3ncia de cada punt (i—r,ei]

1/2. Finalment,

a la recta Y=uX ve donada per (nei-c(i—r))/{1+c2}
la recta Y=uX desplagada paral.lelament "toca" simultdniament
tots els punts que estiguin a la @distlncia minima, per tant,

l'existéncia de més d'un d'aguests punts equival a que hi hagi

un costat del poligon de h(X) amb pendent p.#

- -
- o
- . -
- - -
- e -
-
i R L™
’/,/i, - -
- o
- - ] PR
e -
L. T L
- - | [, - |
-~ b "
[~ b -
1 |
r -r r_=r
s 5

fig.5
1 -
Sigui H({X) = ——=— h{X). Es un polinomi mdnic de Q [ X]
(a -b,) P
i per tant 1li podem aplicar els resultats dels §) i 1, En primer

lloc observem que el polfigon de Newton de H(X) s'obté& desplagant

el de hi{X) verticalment e. unitats. Ara, sigui:
HiX) = hl(X)'.-.-hk[X)f

la factoritzaci6 de H(X) a Qp[xl donada pel Teorema del poligon.

Per la Proposicid 2.3 tindrem:
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e_ -e
Ty Y1
r.-r.

3 3-1

i si u#(er_—er Y/ (r, —r:I .} pedem assegurar la igualtat. Per

j-1

R_(f,h.}) = r.-r, -inf P . s =k,
p J) n( 5 rj_l) inf {u } 3

tant, la suma:
k
Rp(f,H) = jzl Rp(f,hj),
descomposa en des sumands:
s
321 Rp(f h } # nlle, l—e 0]+(er2-er1)+...+{ers-ers_1)) = n{ers—ero}.
del qual nom&s un eventual costat de pendent.p impediria assegu-
rar la igualtat, i:
k

£ R (£,h) = cllr
j=s+l J

r J+H{r

2T +) (rk k= 1)) = c(n—rs].

s+i

I com gue R(f,h)=(ar—br}nR{f,H] deduim que:

R_(f;h) = R {(f,H) + ne. Zne_ + cin-r ]
P 1 Ty 5

Tenint en compte el Lema 2.5 hem provat:

1] N

Teorema 2.6. Siguin f(X)=x"+ £ aix“'l, () =x"+ 8 b X" iez [x]
i=0 i=0

tals que vp(an)=vp(bn)=c iz

nvp(aiJ, nvp{bi) 2 ic, 1<i<n.
Aleshores:
R (f,9) 2 min{ nv (a;-b;) + c(n-i} }. (8)
1<isn P

i si hi ha un Gnic 1<i<n per al qual es pren aquest mfnim valor

aleshores podem assegurar la igualtat.#
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Remarca. 1) Si ¢>0 i aguest valor winim es pren per diversos
1<i<€n, encara podrem assegurar que val la igualtat a (8) si el
polinomi associat al costat de pendent # que aguests punts de-
terminen i el polinomi asscociat a f(X) s6n primers entre si.

2} 35i {¢,n)=1 sempre (8) &s una igualtat ja que &s impossible
que hi hagi dos 1<1=n gue prenguin aguest valor. En efecte,

denctant e.=v_f{a.,-b.) tenim:
i p 174
ne +c(n-i) = nej+C(n-J) i n(ei-ej)=c(1—3) = n|li-j = i=j.

Obtenim aixXxi una generalitzacidé de la rdrmula de Krasner per po-
linomis Eisenstenians {i.e. el cas c=1} gue hem enunciat a (4)
del Capitol 1. Aquesta observacit serd utilitzada sovint al Ca-

pitol 4.
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Capitol 3. El cas no-ramificat

Sigui peZZ un primer gue suposarem fix al llarg de tot el
capitol. Per a cada m> 1 denotem per T 1'finica extensi® no-rami-
. . ' . . ‘s
ficada de Qp de grau m, Am 1'anell d'enters de Tm i %n 1'ideal
primer de Am. L'objectiu principal d'agquest capitol €s calcular
Ip[nTm) per a qualsevols n,m>1.
Sigui mz1 un enter que suposarem fix d'ara endavant. De-

notem T=T_, A=A, G=Gal(T/Qp) i
& = {0} u {arrels pm—l—éssimes de la unitat de T}.

Recordem que R constitueix un sistema multiplicativament tancat
de representants de T i gque o{f)= ® per a tot o€ G.

En el llenguatge del Capitol 1, si I'snT€ &, les -¢configu-
racions consisteixen a repartir n guadradets dins d'una caixa
amb Z p(d) subdivisions, perd a difer&ncia del cas totalment
ramiffégt, si m>1 agquestes subdivisions no s6n totes iguals; se-
gur gue els polinomis de ST qgue satisfan f({X)= X" (mod.p) tindran
un comportament ben diferent al dels congruents {mod.p) a un de-
terminat polinomi irreduible de le[X] de grau m. Per tant, no
t& sentit, d'entrada, preguntar-se per la possible distribuci8
gque ha de tenir la M-configuraci® minimitzadora; si m&s no, a-
guest punt de vista no resulta de l'efectivitat demostrada al
Capitol 1. v

Per calcular IP(nT) oblidarem, de moment, les P-configu-

racions i adoptarem un punt de vista radicalment diferent. Podem
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dividir el procés gque seguirem en tres fases:.

1) Aconseguir una bona parametritzacidé del conjunt Sp-

2) cCalcular ip(f) i Rp(f,g) dels elements de 5, en fun-

T

cif dels pardmetres que els caracteritzin.

3) Resolucid del problema combinatori que representara

calcular min R_(f.,f. i i i
in{ X p( I ij? lp(fiJ}' prenent n polinomis de ST.

i<j i

Al terme "bona parametritzacid" li donem el sentit de pa-
rametritzacil gue permeti resoldre 2} 1 3. Al §1 resolem les tres
qllestions restringits als polinomis amb ip(f}=0. Entre els §2 i
3 es resolen 1) i 2). Finalment 3) &s resolta al §4; malhaurada-
ment, la resposta no es dbna a través d'una fbrmufa sino d'un
glgoritme.

Totes tres fases requereixen pasar a treballar a les ex-
tensions relatives T/Td, djm, d'agqui que ens convg introduir les

seglients notacieons 1 definicions:

G

4 Gal(T/Td).

'Rd = E{m\d.

i
Cy=
1]

{6 €n/ T=T4(0)}; A' = A}.

s

T/Td {f(X)=Irr(6,Td), ge Aé}.

(k}

nombre de polinomis irredulbles de IF dhﬂ de grau k.
P

Pa

Com gue estem en el cas no-ramificat, si 8€ A tenim:

. 1 1 m
i 8y =34 (6) =5 T v ie®-18)) =5 I v (0-00)).
P 2P 2 s#reg P 2 14066 P
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D'altra banda, si # ,w€ A podem definir:

R_(f,) = I v {og(f)-7(WQ))} =m Z v _(f0{w)).

P O,TeG P oEG P
Observis gue si f{X)éIrr(ﬁ,Qp), g(X)=Irr{w,Qp), només tindrem
Rp(f,g)=Rp(8,w) si 8 ,w€ A'. Doncs bé&, definim també per a tot gi-

visor @ de m i enters #,w €A:

Y6y = v (i = 2 -
1p(81 = Vp(l (61 54 . & Vp(ﬁ o (8)),

T/Tg 1A0EG,
(s} m
34 (8 :(A)) = v (R {8 lw)) = 3 z v (8—0 (w)} .
= D T/‘I‘d 4 UEGd

Si £{X),g(X) €8S definim ii(f);i?){&). Ri{f,g)=Rc;(8,w), essent

T/Td
¢ 1 w arrels respectives.

§l. Restriccid als polinomis discriminantals

Sigui & un divisor de m gue suposarem fix en tet aguest
pardgraf. Denotem q=pd. Abans de resoldre 1},2) i 3} necessitem
veure com es5 resolen les tres gllestions en la situacisd relativa

T/Td perd restringint-nos al subconjunt de S dels polinomis

T/T4

que satisfan ig(f}=0. Denotarem 50 agquest conjunt i anomena-

T/Td
rem diseriminantals aguests polinomis. Sabem perfectament guins

polinomis de § s&n discriminantals:

T/Td_

Lema 3.1. Sigui £(X) €A [X] irreduible. 1g{f)=o si i només si

f(X} &s irreduible (mod.pd}.

Demostracif. Ambdues coses sbn equivalents a gue p ne divideixi

el discriminant de f£{X).¥
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Aixd permet considerar gue aguests polinomis venen para-

metritzats directament pels seus coeficients; en efecte, si t=

g

S0 queda dividit en p ,(t} grups, un per cada polinomi irre-
T/Td ad

dufble de IFq[x} de grau t. Si W(X)=Xt+ﬂlxt_l+..-+ﬂt és un d'a-
congruent amb ell
d

quests polinomis, cada polinomi de Sg/T

(mOd-pd) el podem escriure de manera finica com f(x)=xt+ulxt'l+
+...+ut, amb:
2
= i =
uy a; + ug 4P + Ui 2P + ..., P ISist, {1}

] . - = . € a
on a, &s 17’Gnic element de ﬁd tal gue a;=n, i els ui,j a sdn

totalment arbitraris. TE sentit considerar aguesta parametrit-

0

zacid perqué donats f(x],g(X)EZST/Td

sabem calcular Rz(f,g} en

funcid dels coeficients:

Proposicié 3.2. Siguin f(X)=Xt+ulxt_l+...+ut. g(X)=Xt+letv

+...+vt€ AdIXI, > 1, irreduibles (mod.pd). Aleshores:

Ly

RA(£,9) =t min (v_(u,-v)}.

P 1€i<t o
Demostracib. Es facil comprovar que el fet d'estar treballant
amb Tgq com a cos base no afecta 1a validesa de tots els resui-
tats del Capitol 2. En particular, pel Teorema 2.6 tenim:

R f,9) 2t min (v (a,-v, )}, £(X) -g (X}

P 1<i<t
Perd encara gque agquest minim es pren- ! \
h(X)
gui per diversos coeficients, £&s a

dir, encara que hi hagi en el poligon

£(x)
de Newton de f(X)-g{X) un costat amb —T -

pendent horitzontal, &s segur gue el factor h{X) de £(X)-g(X}
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corresponent a aguest costat també& fa Rz{f,h)=0, doncs £{X) i
h{X) no poden tenir factors en comfi (mod.pd) pergué f(X) 8s irre-

dulble (mod.pj) i h(X) té& grau estrictament menor.#

Finalment, si definim:

Ig’o(n) = min {Rg(fi,f,J},
i< ]

prenent n polinomis de S tenim:

0
/7,

kY o *
Proposicid 3.3 E) Sigui t=§. Per a tot n=l &s:

n-1
Ig’o(n) =t T I[|——E . (2)
i20 k=1 p'M (¢

Demostracif. Considerem n polinomis de Sg/Td escellits equitati-
vament entre els pd[t} grups en gue estan classificats els ele-
ments d'aguest conjunt segons el polinomi irreduible de d[x]
de grau t amb el gual s6n congruents {mod.pd). Dos polinomgs de
grups diferents fan Rg(f,g)=0 i els del mateix grup Ri(f,g] Zt,
Suposant que els coeficients dels polinomis estan expressats com
a (1), dins de cada grup considerem gue els polinomis estan equi-
tativament escollits entre les pm classes en gue gqueda subdividit
1. fer la Proposicis 3.2

el grup segens la t-tupla (4, ,,...,u

1,1 t,1
dos polinomis de classes diferents fan Rg(f,g)=t i dos de la ma-
teixa classe Rg(f,g}§?2t. Dins de cadascuna d'agquestes classes
considerem que els polinomis estan equitativament escollits entre
les pm classes determinades per la t-tupla (u1,2""’ut,2); per
la Propesicid 3.2 polinomis de ¢lasses diferents fan Ri(f,g]=2t
i els de la mateixa classe Ri(frg];23t. Etc,etc.

El valor I Rd(fi,fj) per n polinomis aixi escollits &s

} i<
{*Y veure | Sliwa,1982,Theorem 2] .
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el donat per {(2). En efecte, per la Propesicid 3.2, podem pensar
que Rz(fi,fj) s'obté comptant t tantes vegades com fi(x) i fj(x)
han anat coincidint en les successives classes en gue hem anat

subdividint § per tant, podem pensar gue X Rg(fi'fj] s'ob~

¢
T/ i<
té comptant t per cada parella de polinomis gue coincideixen en
una classe determinada i aixd sumar-hc considerant totes les suc-
cessives classificacieons efectuades. Ara, 1'haver escollitlequi-
tativament els polinomis de cada classe respecte de la classifi-
.caci6 posterior fa gue, per a tot i, els n polinomis estiguin e-
quitativament repartits entre les pinbd(t) classes que produeix
la i-&ssima classificaci®. Per tant, el nombre total de parelles
de poclinomis coincidents en una mateixa classe deiprés de la i-
8ssima classificaclé és:

si(si-l} ; s.+1

3 Pm,pd(t) +nms pt g (E))sy = sy (nmpte g (6) (500,

on hem denotat si=[n/plmpd(t}]. I &3 ficil comprovar que agues-
n=-1 ;
ta expressid coincideix amb z [k/plmpd(t)].
k=1
Faltaria veure gque aguesta manera de seleccionar els po-

linomis minimitza el valor de Z Rd(fi,fj), perd per gualsevol
i<j P

altra distribucid de n polinomis de S entre les classes abans

T/Td

definides, sempre podem comptar aquest valor de la mateixa mane-
ra i es dedueix clarament de la Proposicid 1.6 que per a cada
classificacid el nombre de parelles de polinomis en una mateixa

classe €s estrictament mée gran en una distribucid no equitativa.#

De cara a la resclucid de la tercera fase en el cas gene-
ral ens interessa destacar que en particular aquests raonaments

proven que si definim:
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¥ (n) = min {R3(£.,£.),
P i<j D1 3

prenent n polinomis de Sg/ tots congruents (mod.pd) amb el ma-

Taq

teix polinomi irredulble ¢{X) de 1Fq[x1 de grau t, tenim:

n-1
Corcl.lari 3.4. fp{n} =t £ Z [h§ﬁl' i en conseqlfiéncia:
P i%0 k=1 p

P = A
fg(n+1) - f;(n) =t iiO[me LH

Remarca. Si m=l, &s a dir, si Td@p, els conjunts Sg i ST coinci-

deixen, per tant la Proposicid 3.3 déna el wvalor de Ip(nQp) tro-

bat per Engstrom. M&s generalment, si T=Td, i la £&r-

o _
Sp/eSt T
mula déna el valor de Ip(n(T/T}) obtingut a [ Llorente-Nart,1980] .

D'ara endavant suposarem gue m>> 1, Per calcular Ip(nT] en

el cas general "connectarem" cada element de S, amb un polinomi

T

discriminantal d'algun ST/ . La parametritzaci& de f(X) consis-

T
d
tird en agquest polinomi discriminantal associat, junt amb el pro-

pi procés gque seguei £(X) per connectar-se amb ell.

§2. Calcul de ip(ﬂ)j.Rp(944 en funcid dels desenvolupaments p-adics

Salvant la coniugacid, el problema d'obtenir una bona pa-

rametritzacid de 5., &s equivalent al de tenir una bona parame-

T
tritzacis de A' i aguest Gltim &€s més facil de resoldre. Per co-

mengar ja sabem que tot element 6 € A s'escriu de manera Gnica:
& = a +ap+ap2+
1 2 3 et

81



amb els aie #. Denotem d0=m0=1 i:

4 =1Q (aj,--ya )@ (a),c.npa; N, mgo = T a,, £ =1,
i p 1 i p 1 i=1 i i 3 im,

per a tot i=1. @ (al,...,a ) T C T; per tant els m, divideixen
tots m i com que m1|m2| cesay @ la forga aquesta successid esde-

vé constant. Es a dir gue existeix un s tal que:

Qp{al'“"as*'l) = Qp(alro--rair----] = pr]?

Ik Falta

de manera que & €A' si 7 només st per algun § és m=m_
ara pergud& aquesta descripcid de A' sigui "bona" gque donats 8,
w€ A" f&ssim capagos de calcular ip(B} i Rp(ﬂ,w) en funcid dels
seus desenvolupaments p=-adics.

Sigui, per a cada i=1:

— 2 -
by =a;tapta et

de manera que 6=6, i 8i=ai+pﬂi+l per a tot i. Observis que enca-
ra que f EA' els Bi's no tenen perqud ser primitius, tot el que

podem assegurar &s:
e = Bi+1'€.2\.r;l per a tot i=1.
i .

Reduirem escalonadament el cidlcul de ip(ﬁ) i Rp(e,w) al dels

m
izk(ﬂ} 1R 50,w).

P
Lema 3.5, Sigui 6= I alp l, aiEZﬂ. Per a tot k21 es té:
i=]1
-1 'k
1} 1P {ek) k p (e )r

. 1 _ Mk
2) i (Bk} = 3t (£ -1) + i, (Bk+1).

Siguj w= X b, p -

s b, €R i suposem que a_=b . Aleshores:
i=l * k Tk
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- s a Rk

T I B
4 RO = by F RO y)

Demostracid. Recordem que T (a )=Tm i que dk=[ T, :T ].

k-1 K My x Mk-1
51 dk=l les afirmacions 1) i 3} s&n triwvials., Si dk> 1, els
o€ G que no pertanyen a G faran ofa, )#a, , per tant
k-1 My Kk
vp(Bk- o(ﬂk) )=vp (Bk— U(cok] J=0. En conseqﬁénc;a:
t
i:k_ltﬂk) = —]5-2‘—1 > v, (8- 08,)) =
170€6G
k-1
t m
- K-l - _ 4 s k
= S h2 VP(Bk G(BkJ] dklp (Hk],
1#0€G
M
-1 _
Rp lﬂk,mk) =t aGGE vp(ﬂk—o(wk}} =
M1
m, _
=t , I Vp(ﬂk_ ol 3} = dkRp By ).
o &G
e
Rixd prova 1) i1 3), Per provar 2), com gue ake T i els canvis
k
lineals no afecten 1'index tenim:
e " M 1 My
i = - = 1 = = - + i
i, (8,) ip (Gk ay ) i (pﬂk_H) 3t (t -1) i wk+l]'

Finalment, 4} &s obvia:
M ok R N -
R 109 = RT8, 1 vpigpy) = b + RO qy) F

Definim 1l'ordre de conjugacid entre dos enters 8,w€ A com:

K = max {v_{(0-o{w))?}.
cEG

Clarament k estd caracteritzat per ser el miaxim natural tal que

@ i algun conjugat de « tenen els k primers coeficients del de-
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senveolupament p-3adic iguals. Dos enters sb6n conjugats si i no-

més si tenen ordre de conjugacid infinit.

Propesiclid 3.6. (*) Sigui 0= % a.pi_l, a.€ § Aleshores,
. i i
=l
ie)y =% = (t,-1). (3)
=3 2 izl b
Sigui w= I~ bipl_l', biE 1. Sigui k l'ordre de conjugacl& entre
i
# iw. Aleshores:
k
R (B l{.l.)) = Im z t, .
P i=1 1

Demostracid. Com ja hem vist abans, 8#€ A' si i nom&s si el mem-
bre de la dreta de (3) &s finit; per tant, si 6 £A' els dos mem-
bres de (3) valen = i la fdrmula &s correcta. Suposem gue § € A",

L'aplicacid recursiva del Lema 3.5 ens dbéna:’

1}

(t,-1) + m i T

),
1 r'p T+l

[E13=
Nk

) =
1p() .

.per a gualsevol rz1. Perd a partir del moment en que To_=m ja es
m
" 1 :+ 3 T -
té que t =1 3 i (6.r+1] 0.

Per provar la fdrmula de la resultant podem suposar, subs-
tituint w per un conjugat seu, que ai=bi per a tot i<k, L'apli-
cacid recursiva del Lema 3.5 déna:

k m

R (#,w) =m Z +t, +mRk(8
P i

).
i=1 kp

1%

k+ k+1

A la forga a1 bk+l no sén conjugats sobre ka doncs si un

0€ G fes a =glb Yo 801w tindrien ordre de conjugacid més
My k+1

gran gue k. En consegii@ncia, vp(&
m
i per tant ‘Rpk{B

&)

k+1

of

wk+l))=0 per a tot': GEGm

k+1 k

K41 P ) =0 #

Veure els Lemma 1 i Lemma 2 respectivament de[éliwa,1982].

84



Per "baixar" aquests resultats mddul conjugacid i tenir-
loes a nivell de polinomis ens interessa considerar d'ara enda-

vant gue els enters de A s'expressen de manera (inica com:
= 2 s-1 5
B = a + a,p+ azp- + ...+ ap + Ep”, (4)

amb a€ # tals gque ms=[Qp(al,...,aS):QP] és u; divigsor estricte

demi t€ A& és'discriminantal, és a dir, ipS(E)=O' Observis
s

que s no &s més que el primer subindex gue feia m_, ,=m i que

gE=0 . Com gue 8 55+1 genera l'extensid residual T/Tm ’

5

Bs+1 €s discriminantal pel Lema 3.1. De la Proposicid 3.6 dedulm:

s+1 s+l=

Corol.lari 3.7. Sigui #€ A expressat com a {4). Aleshores:

1=
i (8) =5 %
P 24
i-1

bip + gprG'A en la seva expressifs (4). Aleshores:

(ti—l).

nean

Sigui w =
i=1
s m_ .
£k, 6 R (#,0) =m Z t, + m R £,
i p( ) e sRp ¢.8

n M=

R (#,w) =m
P i=1
segong si l'ordre de conjugacid k entre @ i w &s < § & gue

inf{ r,s).#

Destaquem finalment gque absolutament tots els resultats
d'agquest pardgraf sén trivialment generalitzables al cas en que

el cos base &s T_, d|m, i aixi seran utilitzats en el paragraf

d’
segllent. Mé&s precisament, nomé&s cal substituir a totes les fdr-

mules m per T. Els hem enunciat i provat sobre Qp exclusivament

d
per comoditat en l'exposicid,
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§3. Una bona parametritzacif de §

T

Com descriure els elements de ST? Si assajem de buscar
criteris en termes dels coeficients dels polinemis ara el fra-
cas és segur. El gque farem &s intentar caracteritzar un polinomi
de ST en termes del desenvolupament (4) de les seves arrels. A-
quest desenvolupament i el Corel,lari 3.7 ens suggereixen les
seglents definicions: sigui d un divisor de m i denotem do=m0=d.

Definim Ad com el conjunt de les cadenes:
[pl(x).wz(x),.,..,wS(X):F(X)}, (5)

satisfent les segilents propietats:

1) yw.iX), 1<i<s, & un polinomi irredulfble de
: i S : POl )

[ [X], de grau di' essent mi_l=_ﬂ‘ d..
i-1 I<i
p S .
2} m = I di és un divisor estricte de m.
i=0

3y FIX)e A [X] &s de grau ﬁl i irreduible (mod.pm Y.
s s s

Definim per a cada CE Ay expressada com a (5}:

m

4 (tl_]-]r

1

[o%
4w

d _
lp(C) = .

on ti=m/mi com fins ara. 8i C'€E Ad &s una altra cadena,
C' o= [ (X, b {X)SHXD,

i k s el mixim natural tal que pi{x1=wi(x1 per a tot i< k, de-
finim:

s m, W

E t, + I Rp {v,H),
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segons si k s < 8 2 inf{r,s}.
Sigui p(X)€ IF J X irreduible de grau d' divisor de 3.
P
Podem definir una aplicacié:

le, 1 .
Add,-—-——--——r A

d

que consisteix simplement en allargar les cadenes de Add' posant
¢ (X} com a primer peolinomi. Les seglients formules sén clares a

partir de les definicions:

m-._m dad

ig([p,C]) = JalggrD) + @i "y,

5 (6)
a n daa’
R [[‘pﬁ'cl l[lplcl}) = — + d'R (Crcl)!

per a qualsevols C,C'¢€ Add"

Tenim una aplicacié natural Aé-——£—+ Agq consistent en

assignar a cada OG'Aé expressat com a (4) la cadena constitulda

)i Irr(E,Tm ). Seria desitjable gue aguesta
s

aplicacid consgrvés indexs i resultants i que factoritzés a tra-

pels Irr(ai,i% mi-1

vés de la conjugaci®. Concretament desitijem que:

.d _.a . P
al 1p(8) = 1p{P(9)], Ad'u_-_+;Ad
rd
b} Ri(ﬂ.w] = Rg(P(G}rP(w)), l ,'/
r/1y

¢) @ i w conjugats = P(#) = P{w),

per a qualsevels #,w Aé. Doncs bé&, a) &s obviament certa perd

b} i ¢) no he s6n (veure Exemple 3.10}. Cal adonar-se, perd, que

no volem una deseripcid "natural® de ST/ sino gue l'Gnica cosa

T
d
que ens interessa &s construir una bijeccid qualsevol entre ST/T
d

i Aﬂ gque conservi Indexs i resultants ja gque, clarament, el pro-

blema combinatori gue comporta resoldre la tercera fase serd ales-
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hores egquivalent en tots dos conjunts. Per construir agquesta bi-
jeccifl seleccicnem per cada parella, (k,p (X)), k=1, 9o(X)E |- k[x]
irreduible, una arrel de ¢ (X) i la distingim de les demé&s. Agues—
ta eleccid d'elements candnics dins dels |- x [a possible una e-

P
leccif candnica de les arrels d'un polinomi de S

/Ty

hi ha una i nomé&s una de

Proposicid 3.8, Per a tot f£(X}¢€ ST/Td

les seves arrels amb la propietat de que expressada com a {4} els

al,...,aspz sbn tots ells l'arrel candnica respectiva dels

Irria,, IF Yo IredE, Ik ).

i-1 s
P P £
DemostraciS. Sigui f(X)ze (X) 1 (mod.pg), ¥, (X) irreduible de
Ikpd[X] de grau d,. Si nl,...,ndl sén les arrels de ¢ (X) a 1ppdd1
sabem que la factoritzacid de f(X) en producte d'irreduibles a
Tddllxl és: f(x]=gl(X}'...'gdl(X), cada g, (X} de grau t, i satis-
Si-'r?j g2 l'arrel candnica de wl(x)

. . -
fent gi[X)E(X—nii 1 (mndﬁpd}.
hi ha exactament ty arrels de f£(X) tals que en l'expressid (4}
satisfan §l=nj; s6n justament les arrels de gj(x) i per tant s&n
totes elles conjugades scbre Tdd . Sigui ¢ una gqualsevol 4'aques-
. 1 )

tes arrels, censiderem 8. =(8-a.)/p i £ {X)=Irr(f.,T ) 1 tornem

1 1 1 177dd,
a comengar. Al final tindrem gue hi ha exactament ts arrels de f(X)
f(X) que en l'expressid (4) tenen 51,...,55 candnics; aguestes
sbn exactament les arrels d'un dels factors irreduibles, diguem-ne
ne F(X}, de fs—l(X} a T, [X] i per tant conjugades sobre T, » A

s s

gquest F(X) ja &s irreduible (mod.pm ) i per tant de les seves

arrels només n'hi ha una que (mod.pm ) sigui la candnica.#
s

can

En consegfidncia tenim una aplicacié § ——= A! con-
T/Td d

sistent en seleccionar de cada polinomi aquesta arrel candnica
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de la qual acabem de provar l'existé&ncia. Doncs bé el sorprenent

és gue la composicid:

can

T/Td Y

AI

5 a

é€s bijectiva i conserva indexs i resultants, Clarament can &s in-

jectiva i conserva Indexs 1 resultants, per tant nom&és cal provar

N can
gue P restringida a A = can(ST/Td

indexs i resultants. L'exhaustivitat &s evident. Ara, si P(9)=

) &s bhijectiva i conserva

P(w), tenim gque cada a, &s conjugat amb b, scbre T it it
i-1
s&n conjugats sobre TlTII . Aquesta propietat no €s en general ni
s
més débil ni més forta que el ser coniugats (vegis Exemple 3.10);

aixd implica que a,

i i Ei sé6n arrels del mateix polinomi irredul-

ble de |F . l[X], rerd guan 0 ,we Rgan a la forga ai=51 i en
i-

conseqléncia a;=b.; junt amb el fet de que £t i t siguin conjugats

sobre T en aquest cas si gue tenim que & i w s6n conjugats i
S
per tant iguals. Finalment, entre enters de Agan

que el fet de que tinguin ordre de conjugacid k &s egquivalent a:

tamb& &s cert

Irr[ai,lk - ) = Irr(bi,lk . } per a tot i<k, i
p i-1 p i-1

Tre(ayy kg

) # Irr(b
p k

F_ ).
k+1' 1 my
. P

<an

Per tant Ri(&,aﬂ = Rﬁ(?(&),P(uﬂ) per a gualsevols ﬂ,wE'Ad .

Hem prévat doncs:

Tecrema 3.%. ExXisteix una aplicacid bijectiva ST/T
d

tal gue per a tot f£(X),g(X)€ ST/Td:

4 _.a,z . d R P
1p(f) = 1P(P(f)l i Rp(f,g) = Rp(P(f),P(g)).#
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Exemple 3.10. Donem a continuacié un exemple amb p=2 gue il.lus-

tra tot el procés seguit. Siguin:

£x) = x1-7x%413, g0 = x2-x46x+43, o (X) = XP+x+l.

Tenim f(X)Eq(X)Ew(X}z (mod.2} i per les t&cnigues vistes al Capi-
tol 2 es comprova que f(X) i g(X) s6n regulars, irredulbles a
P,[X] i generen T, l'Gnica extensid no-ramificada de QZ de grau
quatre.

Siguin +8,+8" les arrels de £(X); tenim 82+9'%=7 i (8 6')%=

=13. Chservis gue 3—92 i 3-9‘2 sOn arrels de ¢ (X); posem:
a =30, b=3-82,

Es clar que RﬂT2={0,a,b}. Es una simple comprovacid gue

g(8+82-6'2)=0, per tant les arrels de g{X) s8n:

w1=d+32—3'2, ab=vs+02-a;2,' wy=0 461202, g =g4p 22
Considerem els polinomis discriminantals de Tz[X]’

H(X) = X2+aX-1, F(X) = X2+bX-1.
BEs ficil comprovar gue els enters de T4:

85a wﬁ;b, -g;a=u%;b sfn les arrels de H(X), i

ngb &é;a, —9;‘b w%;a s6n les arrels de F(X),

que podem denotar Y1172 i ﬁl,ﬁz respectivament. Per tant, l'ex-

pressid {(4) de les arrels de £{X} i g(X) &s:

Ir

@ = a+271, -8 = a+272, g = b+261, -8 b+232, i

w o= b+2';rl,r w, = b+272, Wy = a+2ﬂl, £

A a+252,
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i en consegliéncia:

P(8) = P(-0) = Plw)) = Pley) = [¢(X);HX}], 4

P(6') = P(-8') = P(w;) = Plw,) = [e(X);F(X)].

De manera gque arrels del mateix polinomi tenen diferents cadenes
asscociades i arrels de polinomis diferents la mateixa cadena. Qui-

na podem assignar a £({X) i guina a g{X)? Per altra banda,
Rz(f,g) = R2(B,uﬁ} = 8, i en canvi RZ(P(B],P(aﬁ)} = o0,

No cbstant, si fem una elecci qualseveol d'arrels de o (X}, H (X}
i F(X), per exemple 5,?2,51 la situnaci® queda solventada. L'arrel
candnica de £(X) &s -8 i la de g{X} &s w,, per tant, a £{X) 1li
associem la cadenalg(X);H{X)] i a g{X) lal¢X);F{X})]. Tenim ales-

hores:
Ry (£,9) = Ry{-0,w,) = R,(P(-8),P(wy)) = 8,

com cal. #

Per fi hem aconseguit una parametritzacid de §_ (i de

T

s ) mé&s natural del gue sembla. Cada f£f(X)€ S, l'hem caracte-
T/'I‘d T

ritzat pels ¢, (X) irreduibles de fF n. .LX] que es van obtenint
1-1

al aplicar el procé&s descrit en la prova de la Proposicis 3.8,

fins arribar a un polinomi discriminantal. Qué passa &s que aguest

procés no &s fnic 1 s'ha de fixar una manera candnica de fer-1lo,

Remarca. Podem definir la Ilongitud d'un polinomi f(x]G'ST/T
d
com la longitud de la cadena de Aj unfvocament associada a f(X)

comptant com un s0l esglad cada grup de polinomis X contigus.
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Es clar que la longitud d'un £(X} pot ser arbitridriament gran
(vegis l'exemple del final del §1 del Capitol 2). Un polinomi &s
discriminantal si i només si t& longitud ¢ i un polinomi &s re-

gular si i nom&s si t& longitud menor o igual que 1.

§4. Resclucid del problema combinatori

Malhauradament nomé&s hem pogut trobar una solucid algorft-
mica del problema combinatori que representa calcular:
d . d d,.
J°{n) = min (TR _(C.,C.) + ¥ i%,
]{(jp l’j ilp{cl)};
prenent n cadenes de Ad.

L'algoritme consisteix en elaborar una "llista" de cade-

-nes de Ayt

Cl,Cz,....,Ci,..... ) (7
seguint el seglient criteri: un cop escollides Cl""'ci—l selec-
cionem per al lloc i-&ssim una gqualsevol de les cadenes de Ad

gue tenen la propietat de gque el valor:

. .d d
c (i) =i _(C.,1 + Z R _{C,,C.).
d P i §<i p 173

sigui el minim possible. El wvalor cd(il.l‘anomenem la contribuctid

(*)

de la cadena ¢y - Aguesta llista la confeccionarem a partir de

Em pqfd') subllistes, composta cadascuna per cadenes de Aa

anz

qig comengen totes pel mateix polinomi irreduible de | d[X] de
' P

grau divisor de m/d i confeccionades seguint el mateix criteri

(*) pes gue la llista en si el gue ens interessa =38n agquestes contribucions, -

de manera que el gue fard l'algoritme &s elaborar la llista d'aguests valors.
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de seleccionar en cada éas la cadena que aporta contribucis mini-
ma entre totes les d'aguest tipus. Cada cadena d'una determinada
subllista fa Rg(C,C;}=0 amb gualizsevol cadena de les altres sub-
liistes, per tant la llista {(7) consisteix exactament en comparar
les contribucions de les primeres cadenes de cada subllista enca-
ra no incorporades a la llista gleobal i escollir la de contribu-
cib minima. Observig que la contribucié de la cadena a la llista
global &s la mateixa que tenia dins de la seva subllista.

Sigui ¢lX}e | 4[X] irreduible de grau d' divisor de m/d.

' P
Les formules (6) mostren gue si:

C(

1+ PR . FRTRROPN {8}

2 i

8s la llista global de les cadenes de Add" aleshores:

[0 CIT [ @rChlrennnesf@eCilranneenns (9)

€s la subllista de les cadenes deAd gue comengen per ¢{X}. També&
ens donen gue s$i ¢ &s la contribucid de la cadena i-&ssima de la

llista (8), aleshores,

RiiA
24

n

ad'c + (@—l), {10}

{i-1} +
aa+

&s la contribucif de la cadena i-&ssima de la subllista {9}. En
particular comprovem gue les contribucions de les cadenes d'una
subllista nomé&s depenen del grau del primer polinomi; per tant,
guan en un moment determinat convingui incorporar a la llista
‘global la cadena k-&ssima d'una determinada subllista a continua-
cid haurem d'incorporar tots els elements k-&ssims de les subllis—.
tes correspconents a polinomis irreduibles de i~ d[x} del mateix

grau . En conseqiiéncia ens preocuparem nom&s de confeccionar una
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sola subllista per a cada divisor de m/d.

Hem vist gue la confeccid de cada subllista reguereix
condixer les llistes globals dels Add’ les guals també necessi- -
ten confeccionar les seves prdpies subllistes, elaborades altra
vegada a partir de les llistes dels A

a
en particular cada llista global es necessita a si mateixa per

dk?,etc,etc. Observis que

confeccionar la subllista de les cadenes gue comengen amb poli-
nomis de grau 1 !

Naturalment, gueda pendent la prova de gue obrant aixi
minimitzem, &s a dir que per a gqualsevol llista (7} obtinguda
d'aquesta manera es tindfé:

43
A=z Rie,ep vz
I€i<jgn P J i=l

([ o B

.4 _ .
lp{ci) = Cd(l),

i=1
per a tot n. Aguesta propietat ja sabem gque la gaudeixen les sub-
‘llistes corresponents a polinomis irreduibles (mod.pd}; en efec-

te, es dedueix de la prova de la Proposicid 3.3 i del Corol.la-

ri 3.4 que:

Proposicid 3.11. Sigui:

IFI{X)]:[F2(Xl];—--—-r[Fi(X)],.......

una 1llista gualsevol de cadenes de A,y compestes d’un sol polinomi
de Td[X] congruent (mod.pd) al mateix polinomi irreduible ¢ {X}

de grau t de f d[X]. Si la llista ha estat confeccionada mini-
mitzant la contgibucié <, de cada cadena amb les anteriors, es té:

I”p I = (&3
( - 2
) ¥

1

per a tot n. En conseqliéncia, els ci's estan obligats a valer:
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c, =t Z [

i #
i+l per a tot i=0.

2y
L
K20 pkm

Passem ja a descriure l'algoritme en detall. Siguin:

m = dl,l > d1,2 - I dl,rl =1,

els divisors de m 1 per a cada l:éi-(rl denotem:

dy ;=45 ;> d 5> e > di’ri =1,

els divisors de d1 it Hem de confeccionar r,-1 llistes; parlarem
r

de la llista i-&ssima per referir-nos a la formada per cadenes

de A

AT

rem de la subllista (i,j) per referir-nos a la formada per cade-

nes, el primer polinomi de les gquals té grau di 5 Denotem:
r

(@, ), 1<i<r;, 1<j<r,.

Denotarem en cada instant del procés per Ci,j la contribuci6 de
la primera cadena de la subllista {i,j} encara no esccllida per
integrar-se a la llista i-&ssima. AixiI doncs, cada nou element

d'aguesta llista s'obtindrd buscant quin Ci,j' 1% éri, és mi-
nim. Un cep incorporat aguest element a la llista hem de canviar
el valor de ci,j per la contribucid que fa el seglent element de
la mateixa subllista. L'linica cosa que podria fer "encallar" a-
quest procés, i que per tant hem d‘'evitar, seria que per substi-
tuir el valor Ci,j haquéssim de recdrrer al k-&ssim terme d'una
llista global que encara no hagués estat confeccionada fins a k
termes. Perqué inicialment no hi hagi cap llista buida suposem

gue ja tenen totes les q; cadenes a que dféna lloc el primer

1
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element de la subllista {(i,1). Totes les subllistes {i,j) amb
j>1 les suposem buides. En aquestes condicions tenim clarament:

= . = —l—f-l ...-i_f_l -—
°i,1 = 9,17 4,5 2 (di ; 1
r

per a tot 1 €iq<r1, i tot j™1. Les successives contribucions

C5 les treiem de la Proposicif 3.11, mentre gue les c; 3! i>1
g r

les obtenim recursivament utilitzant la £6rmula (1Q).

Teorema 3.12. Denotem ki, k les longituds respectives de la

i,3
llista i-&ssima i subllista {(i,j), per a tot l’gi‘irl, 154 Qri.
Denctem ci{n)=cm/d {n} la contribucid de l'element n-&ssim de

i,i
la 1lista i-&ssima. Aleshores l'algoritme que descrivim a conti-

nuacid permet anar obtenint els ci(n) sense interrupcis.

c; (n)=0, k =g k, .=l, k, .=0

i, 1’ i1 i,3
c =d e = ((.i....i_.f_].'_l}/z
11701 S Satag
¥

per a tot 1%5i<r , 1<jSr_, 1snsq.
1 i i,l1

condicions

inicials

Busguem guin 1€§$ki fa ¢, j minim

r

. < +
¢, (n) Cy,4 per a tot ky néki 9,4

=k ., = +
T A

ampliem la

‘llista i-@ssima
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i,l
Sigui s tal que c =d Z[—=]
i,1 71i, >0 prm
a =4, /4. . obtenim el nou

5,1 7i,1" 7i,3
i=1 .;-@ valor de e 3

d -1
5,1
=d, . , .F1)+d. , L (——
€i,5 dl,j cs(kl,j D dl,l{ds,lklfj (=7
51 no
si hem esgotat
i=g i=1 la llista s pas—

Demostracié. Les llistes de cadenes de Aﬂ amb m/d primer sdén au-
tosuficients; no necessiten recdrrer a d'altres llistes ja que
només tenen dues subllistes, la (i,1) ben coneguda per la Propo-
sicid 3.11 i la (i,2) que es confecciona a partir de la prdépia
llista global. Es evident que per confeccionar aquestes llistes
el procés no s'encalla; per tant, per recurrédncia no s'encalla

tampoc a les altres.#

Provem finalment que acgquest procés minimitza:

Proposicid 3.13. Per a tot divisor d de m es té&:
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n
39my = z

cd(k) per a tot n.
k=1

Demostracid. Denotem Hd(n) per indicar que l'afirmacid de la Pro-
posicid &s certa per a tot r<in. Ho provarem per doble induccis

scbre n i gobre els divisors de m/d. Concretarem provarem:
*
#8100, Vi, Ve T, 1<a<? = wdme.

La primera de les hipdtesis implica gque per a tot r<n la suma
de totes les contribucions dels r primers elements de la subllis-
ta de Ad corresponent a les cadenes que tenen el primer polino-
mi de grau 1 &s la minima possible. La segona hipdtesi implica
que aixd &s cert a les demés subllistes, per als primers k ele-
ments, i per a tot k.
Sigui ndl=n;+...+n_una distribucid qualsevol de n+l ca-
denes de Ad entre les respectives subllistes amb la propietat
- de que la suma de les contribucions &s la mInima possible. Sigui
n+1=n&+...+n; 1z distribucib entre les subllistes de les n+l
primeres cadenes obtingudes minimitzant pas a pas. Clarament, el
cas my=...mn__,=0 no es pot donar doncs si trei@ssim un dels n,
elements i n'afegissim un de la primera subllista obtindriem una
familia de cadenes amb suma total de contribucions estrictament
més pet;ta. Per tant nrﬁén. Com gue la suma total de contribu-
cions coincideix amb la suma de les r sumes de les contribucions
dins de cada subllista, clarament podem suposar que les Nyrveey
n, cadenes 563 les primeres de cada subllista doncs en cas con-
trart; substituiInt-les per aguestes Gltimes minimitzariem o dei-

xariem igual la suma de les contribucions. Finalment comprovem

que aleshores no pot haver cap desigualtat ni‘Cni, nj3>n3. En
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efecte, si C' &s la primera cadena de les n; que no hi &s entre

les ni.é C €s la primera de les nj gue no hi &s entre les né,

la contr#bucié de C' amb les n, primeres cadenes &s menor {o i-

gual) gue la de C amb les né pfimeres,:doncs en cas contrari en

la minimitzacid pas a pas haguéssim col.locat C abans de C'. Per
-tantlsi de la famiiia Nyre-

una familia amb suma total de contribucions m&s petita (absurd)

eny eliminem C i hi afegim C' obtenim

o igqal; en tot cas, o bé ni=ni per a tot i, o bé després d'una
sdrie de canvis com agquest hi arribariem.

La prova acaba observant gue si m/d &s primer la segona
hipStesi &s tfivial i.la primera se satisfd per n=£pd{m/d). Si
m/d &s qualsevol, la segona hipBdtesi &s certa per hipdtesi d'in-

duccid i la primeré ho és per n=£pd(m/d).#

L'algoritme del Teorema 3.12 encara gque complicat en la
seva elaboracid &s molt Ffacilment programaﬁle i rapidissim
d'execucid. Acabem aquest Capitol donant dues taules amb el va-
lor de Ip{nTm} per p=2,3 i m=2,3,4,5 i 6. A les taules ng repe-
tim les contribucions sinoc que al costat de cada nova contribu-
cid c donem el nombre de vegades g que hi hauria de figurar re-
petida. De manera gque Ip(nTm) ve donat per la suma dels produc-
tes ¢-q de totes les files fins arribar al lloc en gue la suma
de les g*s és.igual a.n. En els cassos p=2,m=3 i p=3,m=2 les
contribucions es reveteixen sempre el mateix nombre de vegades,

21 3 respectivament.
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Taula 3.14. =2,
m=2 m=3 m=4 m=5 =6

n c q 1] < s o3 o n < a n < q

1y of1 2] o 3] o3 o| & st 9 2

3] 12} 4| a3 s 21| 2| of el 1| 3| 2

al 2) 1} 6| 3 71 43 18] 10] eff 20t 6l 9

51 441 8| 6 3| 6|2 20] 0] 2y 2 6f !
6] 6/ L1l 0] o 12| 83 261 15 & 0] 12} @
81 6| 2|| 12} 12 13 |10 |1 || 32| 20| el| 32} 13} 2

91 0] 1 14 12 16 12 3 38 x| s 34 151 2
11110 2 116 | 15 19 116 | 3 aa| 30| ef| 431 18 2
12 12 1 18 18 20 i 1 50 35 & 52 24 9
13 14 1 20 21 23 20 3 52 15 2 53 24 1
151 151 210 22 | 24 25 [ 22 { 2 {{ s8{ 40f s]]| 351 27 2
16 | 16 | 1 [} 24 | 27 28 | 24 {3 6af 45| 6| °4| 30 9
17 020 1 L[] 26 | 30 29 | 26 | 1 70 sof eff 13} 3¢ 9
19 21| 2|21 33 32 [ 28 | 31| 76| ss| e|f 73] 39| 2
200 22 ) 1} 30 | 33 35 1 32 | 3 |1 8sa] eo| ef| 841 42{ 9
21 24 1 32 36 36 34 1 86 60 2 g5 42 1
22 | 26 1 14 39 19 18 3 a2 65 & 94 48 g
24 27 2. 36 42 41 a8 2 98 70 P 96 51 2
25 1 300 1 |1 38 | 42 a3 [ 40 [ 3 {104 75{ eff 2B SI| 2
271 3 2 10 | as 45 | 42 1 110} aol g} 197 541 9
28 | 32 1 42 48 48 44 q 116 85 6 116 607 9
291 34111144 | 5 51 [ 48 | 3 || 18| ss| 2ff '17| 80| 1
311 351 2 46 | 54 54 { 52 | 3 124 ool| eff 119} €3] 2
32236 1 1 1] 4n | 57 ss 52 11 |1 130] os| &|] 128) 66 9
33 | 42 ;1 50 | 60 58 | 56 | 3 1;6 too| e 137 *¢f 9
351431 211 52 | 63 60 | 56 | 2 || 142] 105]| || 132 75| 2
361 aa | t )] 54 63 63 | &0 | 3 1481 1101 1] 148[ 78 9
37 | 46 | 1 56 | 66 64 | 60 | 1 1s0] 110! 2| 149| 78 1
33 | 47 2 sg | &9 67 68 3 156 115[ & 158| B4 g
40 | 48 | 1 |] 6o | 72 e | 68 | 1 |1 1e2| 1201 ell 160| 87] 2
42 | 51 | 2 62 | 72 7117213 68| 125 &f] 1827 87 2
a3 | s2 [ 1 || 6a} 75 73 | 7a 12 |} ivel 130l ell t71t 90| o
44 | 4 [ 1 ]] g6 | 81 76 | 76 | 3 || 1801 135] || 180 98| 9
45 [ 56 | 1 1] 68 | B4 77 | 76 | 1 {| 182] 135] z|] 181} 98] 1
47 57 2 70 g4 80 80 3 188| 140 6 183 99 2
48 58 1 72 | 87 83 84 3 194! 145] ¢ 192 102 <]
49 | &2 1 74 90 a4 86 1 200| 150 p 2011 108 9
5163 |2 || 76} 93 87 | 88 | 3 || 206 1281 eif 203] 111 2
52 | 64 | 1 78 | 93 89 | 90 | 2 oot 1es| el 212f 1ta) o
5S4t 68 |1 gz | 99 93 | o4 | 1 220l 170] & 22z 1201 9
56 | 68 | 2 || aa |10z o6 | 96 | 3 |] 36| 1751 o] 224] 123} 2
57 72 1 g 105 g9 |100 3 212| 180 6 226} 123 2
60 74 1 a0 111 101 |104 3 244! 190 6 244 132 g
63 1 77 [ 2 1] 94 [114 108 108 | 3 | 250| 195) e} 247} 135] 2
64 78 1 a6 [117 108 t110 1 asa| 200 G 256 138 9
&5 | B4 1 gg [120 112 112 3 264| 205 e 265f 144 9
67 | 85 | 2 lt1op |122 115 116 | 3 a70] 210] 6 2671 147 2




Taula 3.15. p=3

m=2 m=3 m=4 m=5 m=6

n o i L4 q n [»d q n o [+] It < L]
3 © 8 0|8 18{ 0 118 48 048 1161 0 }1i6
& 1 16 3 g 211 2 3 96 S | 48 124 3| 8
9 2 19 3|3 39 4 [18it14a4 | 10 28 240! 6 |ile
12 4 27 & a 42 & 3 147 1¢ 3 243 ) 3
15 5 35 318 60| B [ 18(7195( 151 48 3590 12 [ 11§
18 6 43 ] 12| 8 63| 10 31| 243 201 48 3670 15| 8
21 B 46 | 12 | 3 8114 12 18 || 291 25 | 48 3700 151 3
24 9 54 1 15 | 8 99 | 16 | 18|l 33g ! 3014 48 486l 18] 118
27 ] 10 62| 18 | 8 102 | 18 331387 | 35| 48 602 24 | 116
30 7 12 70} 21 |8 120120 11850380 35; 3 60S{ 24 { 3
33 14 73§ 21 3 123 | 22 31t 438 40| 48 613f 271 8
36 | 14 81 | 24 | 8 1a1 | 24 | 18|t 486 § 45| 48 729] 30| 11§
39 | 16 gg 1 27 | 8 144 | 26 31{s534( 50] 28 84S 36 | 116
42 | 18 97|30 18 |iiezl28 | 18{|s82( ssiagll Bs3 39| 8
45 1 20 1001 30 | 3 180 § 32 ) 1811 630 60 48 369 42 [ 116
48 | 22 108 ] 33 | 8 183 | 34 31633 60] 3 9721 423% 3
5¢ 1 22 it6 | 36 t 8 201 | 36 | 184|681 | 651 48] 1088 a8 | 118l
54 | 24 i24 139 (8 204 | 38 3{{720 70148 {] 10e8] 51| 8
57 | 26 127138 13 222 {40 1 18Yj 7771 15148 | 1009 51 3
6G | 27 135 | 42 | B 225 | 42 341825 80 48! 1215 sS4l 114
63 | 28 143 } 45 | 8 243 | 44 [ 181873 85] 481 1331 60! 114
&6 | 30 I54 148 | 8 261 | 48 11811876 85| 3]|1334 60| 3
69 | 31 154 { 48 [ 3 264 | 50 3ji924 90148 1342 63f &
72 | 32 162 { 51 { 8 282 | 52 {18|| 972 9571 48| 1458 66 114
75 | 34 170 154 | 8 285 | 54 31020l 100} 48 1) 1574 72 114
78 | 35 178 { 57 | 8 303 {56 | 18{{1068| 1057 48|} 1582 751 8
81 1 36 181 | 57 | 3 306 | 58 3ll1116| 110) 48 1| 1699 781 1iq
84 |} 40 189 | 60 | 8 324 160 | 18y71119] 110 3[{ 170y 781 3
B7 § 41 i97 1 63 | 8 342 | 64 § 18111167) 115 | 4811 1817 841 11
90 ) 42 205 1 66 | 8 345 | 66 3lt12isl 1203 48] 1829 87] 8
93 | 44 208 | 66 | 3 363 | 68 | 1Bj|1263]| 1251 48| 1828 87} 3
96 | 45 216 | 69 | B 366 | 70 31311t 130} 48 || 1944 90| 114
g { 46 224 {72 1 8 384 [ 72 | 1811359 135 48!) 206d 96| 116
102 | 48 232 | 75 §{ 8 387 | 74 3(J13627 1351 31| 2083 96} =
105 | 43 240 | 78 | 8 3l4ps | 76 | 1871|1410} 1401 48 i 2071 99| 8
108 | 50 243 |78 | 3 423 1 80 ] 181]1458] 145} 48] 2187 102 | 118
111 | 52 251 | 84 [ 8 Yig05 | B2 3111506) 150§ 4811 2303 108 [ 116
114 | 54 259 | 87 | 8B 444 | 84 | 1811554} 155 48112311 111 8
117 | 54 262 | 87 13 fl1447 | 86 31|1602] 160 ¢ 487 2427 114 | 116
i20 | 56 270 |90 | 8 465 [ 88 | 1BYi1605) 1601 31] 2430|1141 3
123 | 58 278 |1 93 1 8 468 | 90 3[416530 165 481 2548l 120 | 116
126 | 60 286 196 |18 il4ge 192 ] iBi|17081 170} 481 2554/ 123 | 8
129 j 62 289 196 |3 1leos 196 3 18])1749) 175 481} 25570 123 ) 3
132 | 62 287 199 18 507 | 98 31117970180 48| 26731 126 1 116
135 | 64 305 f102 } 8 Llgzs hioo | 18|11845% 1851 48 |1 2789} 132 | 1186
138 | 66 313 {165 1 8 528 1102 3i11848] 185 3i|27921132] 2
141 | 67 316 (105 | 3 |lsae {204 | 18|j1896f 190! 48| 2800l 135 ] 8
144 | 68 324 ji08 | 8 549 (106 3:11%44] 195§ 48] 29167 138 | 116
147 ;70 332 1111 B lisgy |tog | 18|} 19921 200 48!1) 3032] 144 | 116
150 | 7t 340 lit4 {8 85 1112 ( 18|] 2040( 205 ] 481| 3040|147 | B
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Capitol 4. El cas totalment ramificat

Sigui p€Z un primer que suposarem fix al llarg de tot el

capitol. Volem calcular ara Ip(nL) quan L &s una extensid total-

ment ramificada de Qp de grau e. Als §1 i §2 reduim totalment
el preblema a l'estudi dels segilents subconjunts de 8¢

r _
SL ={f{X)€ 5

L les arrels del gual tenen vp (#)=r}, 15r<e.
L

L'estudi detallat d'aqueéﬁs conjunts només l'emprgﬁem ja situats
en el cas moderadament ramificat. Al §3 resclem completament el
cas {(r,e)=1 1 aixd permet.obtenir Ip(nL} gquan e(L/Qp] és primer
diferent de p. Al §5 estudiem el cas {r,e)>1, (e,p-1)=1 i obté—
nim una bona parametritzacif de S£ verd deixem pendent la resa-

luci& del problema combinatori dins d'aguest conjunt.

§1. Classificacid dels elements Jde SL

En aquest pardgraf i el seglient L denotard una extensif
totalment ramificada fixa de Qp de grau e, A l'anell d'enters
i P 1'ideal primer de A,

Els elements de § pel fet de ser irredulbles, tenen un

Ll
poligon de Newton compost d'un sol cestat amb pendent r/e, r=0,

Pel Teorema del poligon, les arrels d'un tal polinomi tenen to-

r

tes VP(9)=r. Classificarem els elements de SL

segons aguest va-

lor. Definim per a tot r=0:

103



r

S, = {f{X)€ 5, les arrels del qual tenen v(6)=r}.

L

Sembla en principi una bona classificacil de cara als nostres

propdsits ja gue per la Proposicid 2.3:

. 1
£()€ 5., g€ s, ' = R (,9) = e-inf(r,r').
Ara caldra estudiar qu@ passa dins de cada Si. Encara podem fi-
lar més prim, si rze 1 f(X)C SE, per a cada arrel 8 de £f£(X),
#/p €s un enter i Irr(B,QpJE Sive. Per tant el coneixement dels

Sf amb O0gr<e ja determina el coneixement de tots els altres,

D'entre aquests, SE requereix un tractament especial; en efecte,
0
Ll

de la variable el transforma en un polinomi de U SE. Els Si,..
=l

e-1 . . . - . .
"'SL els considerem ja "irreduibles"™, &s a dir, no veiem ma-

nera de subdividir-los mé&s i atacarem el seu estudi directament.

si £{X)E S f(x)z(x-a)e (mod.p}, a#0, per tant un canvi lineal

Podem resumir la classificacid gue hem fet de 5, en el segiient

esquema:
4] X
SL R e SL
s Y
L
X
]
L +
b
L

on hem denotat:

sk = U sl =(fmiesy/ £0:=x® (mod.p)},
rzl :
e-1
si = u s, s: = v s,
rze r=1

La fletxa normal indica la descomposicidé d'un conjunt en la unid

disjunta de dos subconjunts i la trencada indica gue un conjunt
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s'obté a partir de 1l'altre mitjangant transformacions que faran
possible la resolucid del seu problema combinatori a partir de
la resolucid del problema combinatori de l'altre. Es veu clara-
ment gue &1 conjunt S: précisa forgosament d'una descripcid in-
dependent.

Abans de passar a concentrar-nos en l'estudi de § dedi-

Ll
gquem el paragraf seglient a analitzar en detall com s'han de fer
totes aquestes connexions per tal de calcular Ip(nL) suposant

ja resolt el problema de calcular per a tot l1<r<e:
r . :
I"(n) =min{ER_{(£,,£.) + Z L (f.)},
t P 1] P 1 !
prenent n elements de S

"
L

§2. Resolucif del groblema combinatori

La resposta torna a ser, malhauradament, algoritmica. Adop-
tarem ¢l mateix punt de vista que al Capitol 3. Confeccionarem
dues llistes que anomenarem "llista de SL" i "llista de Si" for-

mades respectivament per elements de S, i sx amh la propietat

L "L
de gue cada element estd caracteritzat per minimitzar la contri-

bucif gue fa amb tots els anteriors de la llista. En aguesta o-

casid pensarem ja directament gue elaborem les llistes d'agues-

tes contribycions mé&s que la dels propis elements de S 1 Sf.

L'elaboracib de la llista S. a partir de la Si é&s evident,

L

cada element de la llista Si 1l'anem col.locant a-la llista 50
en el mateix ordre perd repetit p vegades, Amb aixd resolem el

trog d'esquema:
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[%¢]
=
"N
H»x o
1
o=

i tot queda pendent de la confeccid de la llista Sz.

r
elaborem a partir de e subllistes, una corresponent a cada SL'

Aguesta la

l<sr<e i 1'Gltima corresponent a Sz.

ficil d'obtenir, &s gllestid simplement d’anar prenent els ele-

Aquesta darrera &s molt

ments de la llista SL i aplical's-hi la transformacisé f£(X}) —

ﬂ——ppef(x/p). 5i dencotem %(ﬁ} el polinomi aixi obtingut, tenim:

ip(“f} = ip(f) + ele-1}/2,

m~ o~ )
R_(F, = R _({f, +
p( gl p( g} e,

per a qualsevols f(x),q(X)E S Per tant l'i-&ssim element dfa-

L
questa subllista &s:

1

c(i} + ele-1) + ez{i—l),

S]]

si c{i) denota 1'i-&ssim element de la llista Sy,

Les e-1 primeres subllistes sén les "dades" gue permeten
confeccionar totes les dem&s llistes i subllistes, dades que
ara per ara ens sén desconegudés. Denotem Xy k 1l'element k-~8ssim
de la r-&ssima subllista, per a tot k=1, 1<r<e.

La llista SE l'cbtindrem escollint el “millor" element
de cadascuna de les e subllistes, perd fem observar que a dife-
ré&ncia del que passava al Capitol 3, ara no tenim Rp(f,g)=0 sem-
pre gue f(X} i g(X) pertanyin a diferents subllistes g#r' sino
Rp(f,g)=e-inf{r,r'}. Per tant haurem de teniyr en compte quants

elements de cada subllista portem incorporats a la llista Si

per tal de saber la real contribucid que aportaria cada nou ele-
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ment de cada subllista. Si en portem kl,...,ke ja incorporats,
tocard escollir per al seglient lloc de la 1lista Si el minim

d'entre els valors:

r-1 e
c_ =X + e I ik, + er Z k 1€<r<e
+1 . ' ’
r r'kr i=1 . i=r+1 1
1 2 e-1
= +1) + = -1) + i
e c(ke 1) 5 e{e-1} e ke + e 'E 1ki.
i=1
Finalment, iniciarem la 1llista SL amb el valor Xy 1=0 repetit
F

p vegades. Ceorrespon a escollir un polinemi Eisenstenia qualse-
vol i els derivats seus al fer el canvi de variable y=X-a2, a=l,

r--«,p-l. Ja podem enunciar l'algoritme:

Tecrema 4.1. Denotem k,kr les longituds respectives de la llis-

ta S)I{‘ i la subllista r, 1<r<e. Denotem c{n) rXe o 1'n-&ssim e-
r

lement de 1la llista‘SL i subllista r, 1%r<e, respectivament.

L'algoritme que descrivim a continuacié permet anar obtenint

la llista S; sense interrupcis.

c(n)=0, l<nsp; ¢ =X o k=kl=l
C =e[.£.].'l. o o= +a: k =k =0
e S A 4 R -
condicions
per a tot 1<i<e. inicials

Busquem quin 1<r<e fa ¢, minim

ampliem la

c(n) =cr, pk<n€p (k+1);k=k 1, k]::kr 1. llista SL

l ____________

= = + g B | l
= ci+ie, c:.I Cj re, per a tot i<, ij>r

¢
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L4

obtenim el nou
cr=Cr+xr k_+1"*r,k
r e valar de <,
™
NS

Demostracid. L'linica exigéncia perqué no s'encalli el procés é&s

que ke+ls;pk en tot moment. Es obvi que se satisfa.#

Falta provar que aguest procé&s permet obtenir I_(aL):

Kk
Proposicié 4.2, Si per a tot l<r<e i k>1 &s I' (k)= & Xp 5o
n i= '

1
aleshores Ip(nL] = 2 c(i), per a tot n.
i=1 ’

Demgstracid. La prova &€s an3loga a la de la Proposicié 3.13 i
no la detallem per no avorrir al lector. En comptes d'induccid
mltiple podem pensar gue funciona per recurréncia. Si denotem
H{n) per indicar que la proposicibé és certa per a tot ksn i
Hxln) per indicar el mateix perd restringits als elements de
Si, clarament H(n} &s certa per uns primers valors (n<p), per
tant la subllista e-&ssima té& la mateixa propietat, per tant
Hx(m} &s certa per a un m bastant més gran, per tant H{pm) é&s

certa, etc,etc.#

E]l Teorema 4.1 i la Proposicif 4.2 mostren que ens hem
reduit, tant en la faceta de la descripcis dels conjunts com

en la resolucib del problema combimatori, a l'estudi dels SE,

108



lg re e, Aguest estudi.el limitarem zl cas moderadament ramifi-

cat, cas en elgual ens situem 4'ara_endavant.

r

§3. Descripcid de SL'

{r,e)=1, p{e

Conservem les notacions dels pardgrafs anteriors perd su-
posarem &'ara endavant que pfe. £s ben conegut gue en aguest cas
L est3 biunivocament determinada, mddul conjugacis, per un ele-
ment W(L)€ IF;/FF;E de la segllent manera: L=Qp(3), essent @
l'arrel d'un binomi X“+pa, amb a €N(L} (veure [ Hasse,1980,ch.16}).
Si tenim un polinomi Eisenstenid gqualsevol no bindmic tamb& podem
saber guina extensif genera només mirant-1i el terme independent.

I no només pels Eisenstenians, podem afirmar M8S generalment:
: e . .
Proposici®d 4.3. Sigui £(X)=x%+ T aiXe_lEZp[ XJ, pye. Suposem

. i=1
gue vp(ae)=r, {r,e}=1 1 vp(ai};air/e per a tot i. Aleshores f({X}

genera el mateix element de E gue g{ﬁ)=Xe+ae.

Demostracid. En primer 1loc tant f£{X} com g{(X} s&n irredulbles
per tenir un poligon de WNewton amb un sol costat de pendent r/e
i ser (r,e)=l. Sigui § una arrel de g{X} i { una arrel primitiva
e-&ssima de la unitat. Les altres arrels de g{X} sbn ﬁi=§i§. Al

ser pfe, Qp{;) €s no-ramificada i:
i3,
vp(f «r43=0 si iZj {mod.e).
Per tant, si ﬁi’ﬁj sén dues arrels diferents de g({X} tenim:

- = i3y = =
vp(ﬁi le vp(ﬁ} + Vp(f £ Vp(ﬁ} r/e.
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Per altra banda, per la Remarca posterior al Teorema 2.6:
R {f,g} = min {ev_{a,)+ r(e—i)}.
P Ii<e Pt
Sigui k l*finic subindex pel qual es pren aguest minim. Si Y=Y
et Ye s6n les arrels de £(X} tenim:
R_{f, = Z v {y.8.) =eX v (y-B.},
o (E0 ) 2y p7i7# g p 7By
i per tant existeix vuna arrel § de g{X} tal que:

v_f(a,)
_ Pk r{e-k}
vp('y 8) = - + 2

Perd al ser (r,e}=1l, a la forga vp(ak)Zikr/e, de manera que:

kr r{e-k) _ r _ _
Vp{7'5> > ;5 + -—25"— =z vp{ﬁ BiY. !

per a gualsevol arrel ﬁi de g{X} diferent de §. Pel lema de Kras-

ner, £{X)~gX).#

En consegliéncia, si per a tot polinomi Eisenstenia defi-
nim N{£{X}}= ae/p . denoctem S§-2¥a-Ezmiel pas al gquocient do-
nat per conijugacié i N &s la bijeccité comentada al principi del

pardgraf, ha guedat provat el:

Corol.lari 4.4. El segllent diagrama &s commutatiu:

£ N, g

A"
gan___ N, pte
e o/ Vp .t

El Teorema 1.8 del Capftol 1 utilitza aquest resultat i
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1'esté al cas general no necessiriament. moderadament ramificat.
Com a conseqiiéncia de la Propeosici6 4.3 un polinomi Eisenstenid
genera l'{inic element M€ E tal que 5;7EG'E(M]. De passada també
mostra que per tenir un resultat similar en el cas r>»1 només

cal mirar-ho pels binomis:

Proposicid 4.5. Suposem gue pfe i (r,e)=1. Sigui f(X}=Xe+pra,

pfa i sigui M l'element de E generat per f£(X). Aleshores a€ N(M)T.

Demostracid, Si B &s una arrel del binomi i n &s un enter positiu
tal gue nr:z1 (mod.e), clarament Qp(ﬁn)=Qp(ﬁ) i el polinomi mini-
mal de ﬁn/p(rn—l)/e serd Eisenstenii. Ara, el terme independent
d'aquest polinomi &s pan; per tant ae N(M). Si denotem ¢ la

- . _k _xg . . * * e
classe de a dins Ikp/lkp , al ser (r,e)=1 existird un 8'€ IFp/ﬂ:p

tal que 5'T=9. Per tant N(M)=08"=0'T"=5'_ %

_— *
Remarca. Al ser (r,e)=1 elevar a r &s una bijeccid dins 1Fp/ Fp%
per tant la Proposicib 4.5 realment caracteritza l'element de

E generat per un bincomi a través del terme independent.

Aquesta observacif junt amb les Proposicions 4.3 i 4.5

permeten obtenir una bona descripeid de Si:

. e
Teorema 4.6. Sigui f(X)=x"+ I

a.x® ez [X] i sigui 9=N(L). Si
i=1 * P

r,e}=1 tenim:
f(X1€8) = v la)=r, v la) Bir/e i 9 =9F,

P 0

ro.. * * e
on 9, denota la classe de a,/p  dins !FP/IFP .
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Demostracid. Si £({X)€ Si ja hem comentat gque t& per polligon de

Newton un sol costat de pendent r/e. Per la Proposicif 4.3, si

r
L

plica que 00=§r. Reciprocament, per la Proposici6 4.3 f(X) vg(X)

g(x}=xe+ae tenim tamb& g(X)€ S; i per la Proposicid 4.5 aixd im-

i per la Proposicif 4.5 i la remarca posterior g(X)E€ Si.#

Hem fet servir tantes vegades i de manera tén decisiva que
(r,e}=1 que no caldri buscar exemples que mostrin que cap resul-
tat d'aguest estil no es pot somniar en el cas (r,e) >1. Fem ob-
servar gue ni tan sols se sap gquan un polinomi amb poligon de New-
ton d'un sol costat de pendent r/e &s irredulble.

Passem ja al ci2lcul de 1% (n). En primer lloc chservem gue
ip[f) €s constant per a tots els elements de Si ja que al ser
(r,e)=1 el polinemi associat al costat del poligon de cada £({X)
€ 5T ts& sempre grau 1., Per tant els elements de sX sén tots regu-

L L
lars i pel Teorema de Ore:

ip(f) = (r~-1) (e-1}/2,

En consegligncia:

I¥(n) = 3(r-1) (e-1)n + min 0 OR(£,£)). Q)
: £,0,.-, £ & eSL i<y
Pel Tecrema 2.6, essent {r,e)=1 sabem que si f(X},g(X)F€ Si:

Rp(f,g} = eVp(ak-—kar(e—kJ,

essent k 1'abscissa del primer punt d'entre els {(i,vp{ai-bi]],
1<i<e)} que troba la recta Y=£X enlairant-se. Pel Teorema 4.6,
al variar f(X) i g{X), aguest conjunt de punts coincideix amb el

dels punts de coordenades enteres amb abscissa 1 <i<%e gue hi ha
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situats per damunt de la recta ngx, incluint el punt {e,r) {(ve-
gis dibuix). Per cada parella £(X),glX)€E S£ hi un d'aguests punts

{(x,y) tal que Rp(f.g)=ey+r(e—x)‘ $i (x',y'} &s un altre punt d'a-

quests, evir{e-x)<ey'tr{e-z'} é&s i
equivalent a que la recta Y==X tro- o |~} 38 capa
e ‘/,/;7
bi abans el primer punt al despla- ] 29- capa
- ini- L~ ta capa
car-se. Per tant, de cara a mini s //<;T P
it 1 dels R_(f,,£.) LT %] 2
mitzar la suma dels R, (f,,f,) pre 43"5 .”’,,/ )
nent elements de Si ens interessen i
dues coses: e

1) En quin ordre troba aguests punts la recta Y=£x al des-
placar—-se?

2) Quins valors va prenent eytr{e-x}?

Si subdividim el conjunt d'aguests punts en capes delimitades
per les rectes paral.leles a Y=£X gue tallen l'eix d'ordenades
en punts de coordenades enteres, com s'indica en el dibuix, tots
els punts d'una capa s6n trobats abans de gualsevol punt d'una
capa superior. Dins d4'una mateixa capa tenim e-1 punts sense
comptar l'extrem, el gual &s cbviament el primer gue sempre es

troba., Si denotem dl,...,d les distancies de cada punt de la

a-1

capa & la frontera inferior, &s cbvi gue aquestes distdncies

s6n les mateixes per a cada capa 1 valen:

3. = 1-(if _ (ir
g = 1= - (in,

Com gue (r,e)=1 &s facil comprovar que:

(i -

e

preerTg

ol

1, 1s1<e} = (2, e-ly,

ity

encara que potser en diferent ordre. Ara bé&, a la mti-assima ca-
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pa els valors ey+r(e-x) pels punts d'aguesta capa sfn e{rtm) per

1textrem i:
e(% +m+d) Frie-i) melr+tn+dy, 1<i<e,

pels dem&s. Per tant aguests valors sén, en el mateix ordre en

que la recta va trobant els respectius punts:
e{r+m), el(r+m)+l,....,e{rtmj+e-1.

Aix3 ja permet adonar-se de com hem de prendre els fi(x}G Si
per minimitzar la suma de les resultants i quins valors prendrd
aquest minim:

i,
Proposicid 4.7. Si denotem qi=%€i§:i% per a tot i 0, tenim:

n-1

"(n) = Jr-Dte-lin+3rentn-1) + = E (L1,

2 i20 4=1 YU

Demostracib. Podem considerar pel Teorema 4.6 gue els polinomis
de Si sbn de la forma:
kl k

£0 = x® +p ta ™l 4 p®Tha x +pTa,

ir . R
= — E
egsent ki b els Ay, ---08, Z totalment arbitraris i

8,€Z no divisible per p i tal que a, pertany a una classe de-
terminada de F;/ F;e. Considerem el desenvolupament p-ddic de

Byreverdy:

- 2 ;
ai—ai‘]. +ai'2p+ai'3p +““”.' 11 <e.

Siqui SyrecerSgy la permutacié de 1,2,...,e~1 gque f£a que:
s, r s, r
i i _ i
- - R
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Classifigquem els polinomis de SE Segons a polinomis de clas-

e,l;
ses diferents fan Rp(f,g}=re i els de la matelxa classe Rp(f,g)>

>er. Dins de cada classe classifiquem segons a polinomis

s ,1;
1

de diferent classe fan Rp(f,g)=re+1 i els de lLa mateixa classe
R_{f,g) >re+l, etc, etc. Dins de cada grup amb a ra Ferres
P e,l sl,l

,a fixos classifiquem segons a polinomis de classes di-

Se—l’l e, 2}
ferents fan Rp(f,g)=e(r+l} i els de la mateixa classe Rp(f,q]>
> e{r+l), etc,etc,etc. El fet de que en cada nova classificaclé
Rp{f,g) augmenti sempre en una unitat exactament fa gque si consi-
derem n polinomis distribuits equitativament entre les classes

per a totes les classificacicons, igual com féiem a la prova de
la Proposicié 3.3 poguem comptar:

r e (f,,f£) =28bre 4 p,
1i<jgn P13 2

on m compta el nombre de parelles de polinomis. en una mateixa
classe, sumat considerant les successives classificacions efec-

*
tuades. Com gue els a varien entre (p—l)/(e,p—l}=card{!Fpe}

e,l
possibilitats {1 els ay 3 per a ife 6 j#1 entre p possibilitats,
agquest nombre &s:
= n-1 j
m = E[-—](n--—-[-—]+1)) =z (2.
120 94 i#0 =1 93

De la mateixa manera com féiem a la prova de la Proposlci§ 3,3
es mostra que aquesta manera de considerar els pelinomis minil-
mitza aquest valor. (1) acaba la prova de la proposicis.#

Corol,lari 4.8. Si fem una llista d'elements de S* (r,e)=1,

Ll’
minimitzant la contribucis de cada element amb els anteriors,

la contribucif de l'element k-&ssim &s:
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X, ) = 3(e-1)(e-1) + (k-ller + 3 = (2)
: izo 9j

n
A més a m&s, per a tot n, Ir(n) = X x #

k=1 ErX’

* En conseqgii®éncia, el calcul de Ip(nLJ queda totalment resolt si

e &8s primer:

Coral.lari 4.9. Amb els valors de x l1€£r<e, k&1, donats

r,k’
a (2) el Teorema 4.1 permet calcular Ip(nL) si L &s una exten-

sid totalment ramificada de Qp de grau primer diferent de p.#

.Donem a continuacié una taula amb el valor de Ip(nL) per
p=2,3,5,7 i e{L/Qp]=2,3,5,?, e(L/Op)#p. La taula ddna en reali-
tat la 1llista Si, de manera que per calcular Ip(nL} s'ha de su-
mar cada valor de la llista repetit p vegades fins arribar a su-

mar n valors.
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Taula 4.10.

a=3 e=5 =7 p=2 e=5 e=7 a=2 e=3 e=7 a=2 e=3 e=5
0 0 0 0 0 o 0 ] 0 o c o

4 6 8 3 5 7 2 3 7 2 3 5

7 12 17 s 11 15 5 6 14 4 7 i0
12 18 24 8 16 22 7 9 21 7 10 15
16 24 32 11 22 30 $ 13 29 g 13 20
20 32 42 14 27 37 12 16 36 11 17 25
25 38 50 17 32 45 14 19 43 13 20 31
29 43 59 19 38 53 17 22 50 i6 24 36
33 50 67 22 a4 60 19 25 58 18 27 41
37 56 74 26 50 68 21 29 65 20 31 46
41 64 85 29 55 75 24 32 72 23 34 51
46 70 93 32 61 83 26 35 79 25 37 56
51 76| 102 34 66 90 29 38 87 27 41 62
55 83l 110 38 72 93 32 42 o4 29 44 67
5% gg | 118 41 78 106 34 45 | 101 32 48 72
63 95 | 127 44 83 114 37 48 | 108 34 s1 77
67 | 102 135 46 89 121 39 s1 | 115 35 56 82
72 10B| 144 49 a4 129 41 55 § 123 3g 5% 87
76§ 1is{ 152 531 100 136 44 58 f 130 41 52 92
80| 121 160 561 105 143 46 61 1 137 43 66 93
85| 126 171 sei 113 153 49 64 1 144 45 63 | 103
89{ 136 17% 61| 118 160 51 67 | 153 48 73| L08
92 142 188 621 123 168 s3 72 1 180 50 76 1 113
92! 149 196 67 129 175 56 75 1 167 52 80t 118
1031 154 203 70| 134 183 58 78| 174 55 83 7 123
107 160] 213 72| 140 190 62 g1 ] 182 58 86| 12¢
112 | tes| 221 751 145 199 64 85| 189 80 a0 | 134
116 174 | 230 80] 152 206 67 88| 196 62 53| 139
119 | 180! 238 83§ 157 214 69 91| 203 65 97 | 144
125] 1861 248 85| 163 221 71 94§ 211 671 100 | 149
129| 192] 256 88| 1e8 228 74 g7 | 218 691 104 154
132 200| 264 911 173 236 761 1611 223 71| 107 | 160
137 | 208| 273 941 179 243 76| 104 232 747 111 | 165
1a1{ 212| 281 97] 184 252 gt | 107 240 76| 115] 170
1451 2190 291 ge| 191 259 g3l 110] 247 78§ 118 175
151} 225{ =298 102 196 267 861 114! 254 g1 | 122/ 180
1551 2321 306 106 202 274 g8y 117] 261 83| 125] 185
160 | 238 315 1091 207 282 91| 120 26% 85| 129| 191
163 2447 323 112 213 289 o4l 123] 276 g7l 132] 196
167¢ 251} 335 114] 218 298 961{ 1271 283 90| 135} 201
172 257} 343 118§ 224 306 gg| 1301 290 92| 13s| 206
176 | 263 351 122 23t 313 101§ 133 297 ga| 1421 211
1807 273| 360 124 2136 321 103 136| 306 97| 148] 216
185 279| 368 1271 242 328 106| 139 313 ag| 149} 222
188| 286 378 130 247 336 108{ 144| 320 ipi| 1s53| 228
192§ 291 385 134] 253 343 i11|  ta7y 327 1031 156 233
ig9] 2971 1393 137]| 2s8 352 113] 150! 335 1061 159% 238
204 | 305 402 139 264 359 $15] 153} 342 1081 163] 243
208| 311 410 142 270 367 i18| 57| 349 110| 166] 248
2121 317 420 125} 2757 - 374 120| 160| 356 114 171} 253
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84. Un resultat de teoria de coss50s

L'objectiu d'aguest pardgraf &s provar el seglient:

Tegprema 4.11. Sigqui K urn cos commutatiu de caracteristica zero.
Sigui L=K{§) una extensid finita de K de grau n i sigui
f(X)=Xn+aan_l+...+an=Irr(9,K) . 8i K conté les arrels m-2ssimes
de la unitat, [K(Bm):K}=n/d, on d és el mixim divisor de (n,w)

tal gue tots els ceoeficients de f(X) amb subindex no miiltiple

de 4 s6n nuls. #

Sigui § una arrel primitiva m-éssima de la unitat, Consi-

dérem €ls polinomis:
g, =M ewnty, o<i<m.

Les arrels de fi(Y) sén §iﬁf...,§18n, essent 8381""’8n les

arrels de £(X}.

Lema 4.12. Sigui E}X)=Irr(8m,K}. Les seglients condicions s&n

equivalents:

1) L=x(8™
2)  Els {;iaj}, 0<i<m, 1<j<n sbn tots diferents.

_ =M
3) g i¥yc....ef _(¥) = M.

Demostracid. w és arrel de E}Ym) » " 85 arrel de Efx) -
dn=8r§ per algun 1€£j<n =« w:i‘lﬁj per alguns 0<i<m, 1<j<n.

En consegliéncia, L = K{8™) o gr(glx)}=n e gr(E(Ym})=mn hd
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. - . m-1
o els {£19.) sbn tots diferents ¢ £(¥")= M (Xt =10 £ (¥).#
3 i,5 I =gt

Lema 4.13, Les segilents condicions son equivalents:

1} Els fi{Y) sbn tots diferents.

2) Per a tot divisor d>_1_dem existeix un ceeficient ap
de f(x) tal que d}fk i ak#O.

3) Per a tot primer p{m existeix un coeficient a  de

£(X) tal que pf{k i a, #0.

Demostracib. §K1=§k] &s equivalent a k(i-j}s0 (mod.m), per tant:
kl=ak§k3 per a tot. k ® a =0 sempre gue

fi(Y)=fj(Y) < a K

kS
- m
—_ - = L S—
k(i-3} £0 (mod.m]) a, 0 sempre que k#0 (mOd'(m,i—j])'
Per tant 1) &s egquivalent a que aquesta Gltima condicid
sigui falsa sempre que i#j. Ara bé&, quan 1¥j prenen els valors

m

o,1,...,m1t, i-j val 1,2,...,m-1 i (m—l-j)
'

pren els valors
de tots els divisors no trivials de m. Aixé prova que 1) &s e-

quivalent a 2). Es obvi que 2) i 3) s$8n equivalents. #

Es clar que les condicions del Lema 4.12 impliquen les

del Lema 4.13. El reciproc no &s cert en general. En canvi:

Proposicid 4.14. Si € K les condicions dels Lemes 4.12 i 4,13

s&n totes equivalents.

Demostracid. Sota aguesta hipdtesi els f,(Y) g6n tots irredul-
bles a K| Y] i divideixen ?{Ym). 5i s6n diferents el seu produc-

te també el divideix i per tant coincideixen. #

hAquesta proposicib caracteritza quan g™ &s primitiu, &s
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a dir, prova el cas d=1 del Teorema 4.11. El cas general s'en de-

dueix facilment:

pemostracif del Teorema 4.11. h{x]=f(xl/d) &s un polinomi irre-

duible de K[X] de grau n/d i té& uFGd com arrel. Per la Proposicid

4.14 i 2) del Lema 4.13, ™9 genera la mateixa extensié que w. #

5. Descripeis de S (r,e)>1, p¥e, le,p-1)=1

r
L'

L'estudi de SE quan {(r,e)>1 només el fem en el cas
(e,p-1)=1. En aquest cas L &s, mddul conjugacié, l'lnica exten-
516 totalment ramificada de QP de grau e.

Sigui r=r,m, essent ry el maxim factor de r tal que

(ro,e}=1. Tots els factors primers de m divideixen e, per tant,

en particular tenim (m,p-1)}=1. Relacicnarem els elements de SE
r

amb els de SL0 els quals s6n ben coneguts; pel Teorema 4.6:

r k r
0 e 1 e-1 0
S, = {X +p al}{ +...4p ag ! al,...,aeEZZ

L pkae},

pl
ir Tk
on k.=[—-—0]+1, l<i<e; ja gue ara Fre=iF.
i e P P

En primer lloc observem que l'aplicacib H(f)=8" defineix

r r. +1
una bijeccib entre P C'—P 0 i l’r-Pr+1

. en efecte, els elements
d'aguests conjunts s'escriuen de manera finica com:

r
n %at, n°bn, a,bER, abr0, M€ U,

respectivament, essent ® el conjunt de les arrels p-l-&ssimes de
la unitat de Qp' Uy el grup dels unitaris »€ L tals que

vp[u—l) >0 i 7 un uniformitzant fix gqualsevecl. Com que pfm exis~
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teix un fnic t€ U, tal que ™= [Hasse,1980,pag.21l7| i com que
(m,p-1}=1 existeix un Gnic a€ & tal que a"=b.

Si denotem per A' el subconjunt de l'anell d'enters de
L format peis elements primitius, el conjunt de les arrels dels

r
pelinomis de Si i SLO &s, respectivament:

Ar = {Pr r+1}nA,

r r r.+1 r
A% PPC% yna =p

Ty r0+l Ty .m
ja gque P "-P C A'. 5i definim ¢ =€ & "/ EA'} ha quedat

provat el:

Lema 4.15. L'aplicacid H(ﬁ]=ﬁm defineix una bijeccid entre

r
al-g 1 aY. #

Ara hem de baixar aquesta bijeccis a nivell de polinomis.
r
En primer lloc necessitem saber quins polinomis de SLO tenen les

seves arrels a ¢. Aixd ens ho contesta la Proposicid 4.14. En
efecte, si t &s una arrel primitiva m-&ssima de la unitat, com

que pfm, M= q) {t) &s una extensié no-ramificada de Qp i per tant

Fo
L

rel seva, f(k}=Irr(ﬂ,M) i per tant € ¢ si i només si per a tot

linealment disjunta amb L. Per tant, si £(X})€ 5 .~ i § &s una ar-

divisor d de m existeix un coeficient noc nul de f(X) en una po-

sici6 no maltiple de a‘™

. Definim per tant:
To
= (f(x)€ s °/3d|m tal que a =0 per a tot k#0 (mod.d)},

i considerem el diagrama:

* . £y 4
(*) D'ara endavant ja no repetirem més aquest argument i aplicarem directa-

ment la Propeosicid 4.14 sense justificar-ho cada vegada.



A o _ s H aF
r

4 r
SL —q;-————-—-;—SL,

on les fletxes verticals assignen a cada enter el seu polinomi

minimal sobre Qp. Es una simple comprovacid gque:

r

Proposicid 4.16. L'aplicacid SLO—¢ ——li~§ sT

L
H(f(x)=1rr(ﬁm,®p), essent § una qualsevol de les arrels de flX]),

definida per
€s bijectiva.#

Aquesta bijeccit ens proporciona una parametritzacis de
SE. Perqud siqui {itil hem d'aprendre a calcular ip i Rp d'ele-

ments de SE en funcid de les seves antiimatges per H.

r
L

0

calcul de 1'fndex. Sigui f£(X)=x%+a x® '+ . +a_€ s °. Definim per

a cada divisor d de m, d>1:

x (£} = ‘min {ev_(a }+r,le-k)}.
d k£0 (mod.a) P % O

r
De la Proposicid 4.14 es dedueix que f(X)€ SLO-fD si i només si
xd(f)<:m per a tet djm, 4 >1; supocsem gue estem en agquest cas.

Sigui E(X)=H(f(X)J; sabem pel Lema 4.12 que:

£y = £,(¥}r

o ¥y,

AR

essent £ (v)=x'® £(v/t"). Relacionem el discriminant de f(y")

d'una banda amb el de E]X) i de 1'altra amb el dels fi(Y)'s:
af ™) = (-1%a™ 0N g Fa™,
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m
G(FY™) = M ate, ). T R(E (¥),£.49)) 7,
i=1 i< 3

51 p denota l'ideal primer de M={%(§), com que &s no-ramificada:

dp(fi(YJ) = dp(f(x}) = dp{f(X)) = 2ip(f) + fe-1) =

= {e-1) (ry~1) + fe-1) = rgle-1).
Per altra banda, pel Teorema 2.6:

- ; ik_ .3k -
Rp{fi,fj) = 12;2e {evbtif P a0 ¢ rgle-k) ).
Ara bég&,
vp(ak) si k{i-j)Z0 (mod.m)
ik_eik _
ﬂ,((f a0 =
= si ki{i-j}=0 (mod.m).

m

La condici® k(i-3j)=0 {mod.m) &s equivalent a k=0 (mOd'TE_IZET)’

per tant Rp(fi,fj) ){ﬂ. En particular Rp(fi,fj} només

= *n/umi-3
depdn del valor de i-j, el gual, quan i<j varien entre 0 i m-1,

pren els valors l¢2,...,m-1 repetit m-k vegades el valor k. AixI:

m—1
L R_(f ,£.) = T {m-kix (£} =
i< i'™3 K1 m/ (@, k)
= Z | b3 {m-kix d(f)) = r x £ ¢ Z {m-k}).
djm  0<k<m m/ djm B 0<k<m
d<m  (m,k)=d a<m 9 (m,k)=4

En agquesta Gltima suma podem canviar m-k per k. La suma val:

Lema 4.17. T k = .g ¢(g).
O<k<m
{m,k}=d

Demostracid. 8i d=1 i 1,n . ...,nh_<m s8n els enters primers

t

l r

ambk m, clarament n, = m-1, Ry _ =R, etc, i it'afirmacib del Lema
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€s clara. En el cas general:;

T kK = z
0<k<m 0<s<g
{m,k}=d m -

(a,s)—l

ds = d-%%—w(g). #

Per tant:

T ORUELE) = 2 x . (£)-39(2) =T T otd)x,(£).
i<y P i3 a| m m/d 2 d 2 | m ad
d<m a>1

Ara, igualant els dos cilculs fets anteriorment de £(Y"'} tenim:

{m-l)r+mdp:§(x)) = ap(Ezym)) = r{e-l}+m = w(dixy(£).

d|m
.1 N a>1
De ip(f)=§(dp(f{xli-{e-lo treiem:
~ r -1 ~
Proposicié 4.18. Sigui f(X)€ S, - Sigui £{X)=H "{f(X)). Aleshores:
i (£ = & 1) - {r-
lp(f} =3 e(r0 1) {r-1} + dfm w(d)xd{f}). #
da>1

Cdlcul de la resultant. Siguin £(X)=X"+a Xe"l+...+ae, gi{X)=

1

I
=x%+b x° 1+...+bee sL°—¢. Per a tot divisor d de m definim:
v.{f,g) = min {eR_ + r.{e-Xk}},
a 1Seee 5T T o

essent:
inf{vp{akJ,vp{bk)} si kZ0 {(mod.d)
Rk =
Vp(ak)—vp{bk) si k=0 (mod.d).
Observis que yl{f,gJ=RpEf,g) pel Teorema 2.6. Siguin E(x)=H(f(x)},
E(X)=H(gfx}): per la Proposicib 4.14 sabem que:
—~ m-1 ~ m m-1
f(Y"h = n £,00), g(¥") = T g ().
i=0 i=0

Per tant:
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RUEC™,g(™) = M RIE (D ,gy (1) = (BRIEW g0 N

1,] ]
per altra banda:
ROEY™ ,g(f™) = T g™ = n gl =
i, g - 3 0<i<m ]
1<j%e
S (n gB™H™ = Re£(XD), g™,
1<<e ] :
m-1
En consegiligéncia, Rp(f,g) = Z Rp(E,gi}. Ara, pel Teorema 2.6:
i=0
R (f,9,) = min {ev.(a -t "b ) + r (e-k)}
p \tr94 2%k k 0 :

lek<e
I clarament:
i inf{vp(ak},vp(bkﬂ si ikZ0 (mod.m)
vptak-f by =
vp{ak*bk} si ik=0 (mod.m},

de manera gue Rp(f,gi)= ym/(i,m)(f'g)' Per tant:

m-1

T R (f,g.,) = T ( Z vy . {(f,g)) =

gm0 P77 gim osi<m ™ (M)
{i,m)=d

= T oMy ,.(£,9) = Z pldyylf,g).

Queda provat per tant:

Proposicidé 4.19. Siguin ka),g{X}E Si i f(x)=H_1(§(X]), g{xX)=

=H_1(§TX)). Aleshores:

R (F,9) = = eld)y (f,g).#
p d]m d !

Remarca. Les fdrmules de les Proposicions 4.18 i 4.19 engloben
guan m=1 les gue ja coneixiem del cas (r,e)=l. En els dos cassos

si dfe, xd[f)=yd(f,g)=er0. Apart d'aguesta petita simplificacid
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es dedueix del Teorema 4.6 gque els valors de xd[f) i yd(f,gl sén
molt variables. En particular comprovem que ip(h] pels elements
h{X) € SE ara dista melt de ser constant.

Hem aconseguit finalment una bona parametritzacid de S
r

L

r
L
En efecte, el conjunt S Ola el tenim perfectament parametritzat;

si deflnlm.’
i f} =i H(f ¢ R f,g = R R H g ’

r

per a gualsevols f(x),g(X)€'8L0~¢, les formules de les Proposi-
cions 4.18 1 4.19 permeten calcular ip(f} i fip(f,g] en funcib
dels parametres que caracteritzen f(X} i g(X) (els seus propis

coeficients) i per la Proposicié 4,16:

r N = -

I'(n} =min{ £ R _(f.,£.) +Z i (£,)},
. i<y 1 i P2

o

L

la resolucid 4'aguest problema combinatori serd ara particular-

prenent n elements de 5. "-%, No obstant, ja es veu clarament gue

ment m&és complicada gue en el cas (r,e}=1. Potser fins 1 tot ens

veuriem abocats a considerar una solucid algoritmica particular

per obtenir els X,y que necessitem per aplicar l'algoritme ge-
r

neral del Teorema 4.1. Ho deixem estar.
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SIMBOLS

Al costat de cada simbel indiguem la p3gina on es defi~-

neix per primera vegada.

i (K}
iig)
ip(K}
R(E,qg)
Irr{ . )
i(f)

i {8)

i

(£)

b N ]

R _(£f,q)

jis)

v (k)

=]

8,62

17

dp(K)
o (k)

e

E

22

23

24

25

28

a9

39,105

72

74

76

79

le, ]

Jd{n)

(S T T L
HEP+ekpo xR

L]

(n}

g3

84

89

100

101
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index terminoldgic.

I'-configuracid

contribucid.-

d.c.i.

discriminantal, enter

diseriminantal, polinomi

P~-familia

generar, un polinomi un LE E

index, d'un cos de nombres
d'un enter algebraic
d'un polinomi

longitud, d'un pelinomi de ST/Td

normal, T=configuracid

- ordre de conjugacid

v (X)-poligon

¢(X)-poligon principal

pelinomi associat

primitiu, enter

regular

w(k)—regular

p-regular

t.d.
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89

g2

74

28
23

88

36

80

52

52

54

55

55

55
45
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