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ALGORITMO PARA DETERMINAR UN FLUXO DE CUSTO MINIMO .

Ernesto Q.V . Martins

Instituto de Matemática

Universidade de Coimbra

Abstract - Network flow problems arise whenever items must be shipped through
a capacitated network to meet customers demand . In the minimal cost flow pro-
blem, the items must be distributed so as to mínimize costs. We present a new
variant of the dual-simplex algorithm to this problem which is valid when there
are no cycles with negative cost .

1 . ierminologia

Designamos por R(N,A) uma rede orientada, onde N é o conjunto

(finito) dos nodos e

	

Ac N x N, o conjunto dos arcos . Cada arco é representa

do por um par ordenado

	

(í,j), com

	

i,j e N ; sem perda de generalidade supoe-
-seque

	

i qÉ j, para qualquer

	

(i,j) EA .

Dados dois quaisquer

	

i,j e N, define-se um caminho de

	

i

	

para

	

j em
R(N,A), Pij, como sendo uma sucessáo de nodos e arcos que permite atingir j
a partir de i, sendo qualquer nodo utilizado quando muito uma vez . Usando os
arcos independentemente da sua orientagáo, a sucessáo assim definida toma o
nome de cadeia, C . . . Os arcos duma cadeia dizem-se directos ou reversos con
forme sao percorridos no sentido condizente ou no sentido oposto á sua orien
targáo . A um caminho pii ,BiCN, chama-se ciclo .

A cada arco (i,j) associam-se tris constantes inteiras
cij,1ij

e
uij . A primeira designa o custo do transporte de uma unidade de fluxo pelo
arco (i,j), sendo 1ij e uij , respectivamente, o limite inferior e supe-
rior da capacidade de (i,j) .

0 custo de um caminho p, entre dois quaisquer nodos, é dado por

c (P)

	

=

	

1

	

ci .
(i,j)EP



sendo um caminho mínimo de i para j, aquele para o qual c(p ij ) 1 mínimo .

Para determinar um caminho mínimo numa rede, existem vários e eficientes al-

goritmos, L1,2] .

No que segue
pij

designará sempre um caminho mínimo .

A cada

	

i E:N, associa-se uma constante inteira e finita, r i , dita o

requerimento de i . Um nodo i diz-se fornecedor, consumidor ou de passagem

se

	

ri > 0,

	

r i < 0

	

ou

	

ri = 0, respectivamente .

Para um dado ieN, seja

Designando por xij a quantidade de fluxo era (i,j), o problema da

determinagao de um fluxo de Gusto mínimo era R(N,A), (PFCM), equaciona-se na

seguinte forma:
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P (i)

	

=

	

{j EN I

	

(j,i) EA}

	

e

	

S (i)

	

=

	

{jcN I

	

(i,j) EA}

s .a .

min c(X) =

	

z

	

c i . xij
(i,j)EA J

(1 .2)

	

1

	

x. .

	

-

	

1

	

x . .

	

=

	

r i

	

BIEN
jCS(i) iJ jFP(i) Ji

(1 .3)

	

O<1 . . < x . . < u . .
- 1J - 1J - 1J

e(i,j)EA

Uma qualquer solugáo X deste problema, diz-se admissivel quando sa

tisfaz ás restrigóes (1 .2) e (1 .3) .

0 algoritmo que apresentamos, exige a existéncia de um único nodo for

necedor s e de um único nodo consumidor t . No entanto tal imposigáo nao é

restritiva, dado que o problema mais geral é equivalente a um PFCM numa re

de aumentada, era que existe um único nodo fornecedor e um único nodo consumí

dor, E3] . 0 algoritmo exige ainda, a náo existéncia de ciclos de Gusto < 0

era R(N,A), o que na prática é normalmente irrelevante .

2 . Algoritmo

Com o algoritmo obtem-se uma sucessao de solurgoes {Xk} , convergen-

te para X ; se existir uma solugáo admissivel para o problema, entáo X é

uma solugáo óptima . Os termos de {Xk} , excepto X quando óptima, sáo so-

lugóes náo admissiveis do PFCM, pois náo verificara as restrigóes (1 .3), em-



bora o mesmo nao acontega com as restrigóes (1 .2) .

No algoritmo, Xk+l é determinada por alteragao de Xk ,(k>0), num

dado arco (m,n) e nos arcos de uma cadeia Cmn de R(N,A), correspondente

de um caminho

	

pmn

	

ou

	

pnm

	

determinado numa rede orientada R* L(N*, A*) , X 1

rede incremental associada (a Xk).Nesta rede, N* = N sendo A* definido

do seguinte modo :
ki)

	

8(i,j)cA

	

tal que

	

Cij <x
ij
<U

ij,

	

entao

	

(i,j) EA*

	

e

	

(j,i)cA*,

com c* . = c . . e c* . _ - c . . .1] 1] 31 1]
kii)

	

V(i,j) e A

	

tal

	

que

	

xij
> uij,

	

entao só

	

(j, i) e

	

A*

	

com c*31.=-c .

iii)

	

V(i,j) c A

	

tal que

	

xij <2ij ,

	

entao só

	

(i,j) e A*

	

com cij=c ij .

iv)

	

V(i,j) c A

	

tal que

	

1ij = xij = uij , entao

	

(i,j) 1 A*

	

e (j,i)dA* .

A solucgao inicial Xo , é determinada "enviando" r s unidades de flu

xo ao longo dos arcos de pst'
Para um dado

	

mn em R* (N*,A*),Xk	,p

	

_L

	

~ (k>0), sejam

A+ _ {(i,j) cA ' J (i,j) Epmn}

	

e

	

A = {(i,j) EA

	

(j,i) epmn} ,

	

respectivamente
o conjunto dos arcos directos e reversos de Cmn'

Algoritmo :

Passo 0 :i) k=0 .

ii) Determinar pst (se nao for admissivel, fim do algoritmo - nao

existe solugao admissivel para o

	

PFCM .

iii)

	

xkij

	

= rs ,

	

8(i,j)cpst	e

	

xk
ij

=01	V(i.j)í p st'

Passo l : i)

	

SeE (m,n) c A

	

tal que xk	> umn , continue no passo 2 .
ii) Se 3 (m,n) c A

	

tal que

	

x<1mn, continue no passo 3 .
iii) Fim do algoritmo . Xk é uma solugao óptima do PFCM .

Passo 2 :i) Construir a rede incremental associada a Xk.

ii) Determinar pmn (se nao for admissivel, fim do algoritmo - nao

existe solugao admissivel para o PFCM) .

iii) Determinar :

	

dl= min {uij - xij , V(i,j) eA+ } ,

d = min2

	

{x
k
ij

	

- .cij . V(i,j) EA- },

0 = min {xmn - umn' dl . d2} .



iv) xi~1=
xij

`, V(i,j)EA+
k+l k

	

-
xij = xij -A, V(i,j) EA u{(m,n)}
k+l kx
í
.

.J

	

=

	

x
1J
. .

	

, restantes casos .

v) k = k+l .

vi) Se A = xmnl - umn, continua no passo 1 . Caso contrário, no inicio

do passo 2 .

Passo 3 :i) Construir a rede incremental associada a Xk .

ii) Determinar pnm (se náo for admissivel, fim do algoritmo - náo

existe solugáo admissivel para o PFCM) .

iii) Determinar :

	

d l = min {u . . - xij , V(i,j) E A+}
13

,

d2 = min {xij -

	

Y(¡, j) E A-} ,

A = min {1mn - xM ' d l ' d2 } '

iv) xij1= xij + A, V(i,j) EA+u{(m,n)}

xij 1= xij - A, V(i,j) E A

k+l kxij = xij

	

, restantes casos .

vl k = k+1 .

vi) Se A=1mn - xMn , continua no passo 1 . Caso contrário, no inicio
do passo 3 .
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