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Abstract - Network flow problems arise whenever items must be shipped through

a capacitated network to meet customers demand. In the minimal cost flow pro-
blem, the items must be distributed so as to minimize costs. We present a new
variant of the dual-simplex algorithm to this problem which is wvalid when there
are no cycles with negative cost.

1. Terminologia

Designamos por R{N,A) uma rede orientada, onde N & o conjunto
{finito) dos nodos e ACN x N, o conjunto dos arcos. Cada arco e represanta
do por um par ordenado (i,j), com 1i,j&N; sem perda de generalidade supae-
-se que i j, para qualquer (i,j)eA4.

Dados dois quaisquer 1i,j€eN, define-se um caminho de i para j em
R(N,A), pij’ como sendo uma sucessaoc de nodos e arcos que permite atingir j
a partir de i, sendo qualquer nodo utilizade quando muito uma vez. Usando os
arcos independentemente da sua orienta¢do, a sucessac assim definida toma o
nome de cadeia, Cij' 05 arcos duma cadeia dizem—se directos ou reversos con
forme sao percorridos no sentido condizente cu no sentido oposto a sua orien
tagdo. A um caminho p;;,¥ieN, chama-se ciclo.

A cada arco {i,j} associamse tres constantes inteiras ¢.,,f e

ij*7ij
uij' A primeira designa o custo do transporte de uma unidade de fluxo pelo
arco (i,j), sendo £i' e Uiy respectivamente, o limite inferier e supe-
rior da capacidade de (i,j).

0 custe de um caminho p, entre dois quaisquer nodos, & dado por

e(p) =}

Ci.
(i,dep
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sende um caminho minimo de 1 para j, aquele para o qual C(pij) e minimo.
Para determinar um caminho minimo numa rede, existem varios e eficientes al-
goritmos, [1,2].

No que segue ;ij designara sempre um caminho minimo.

A cada 1i¢N, associa~se uma constante inteira e finita, s dita o
requerimento de i. Um node 1 diz-se fornecedor, consumidor ou de passagem
se r,>0, r.<0 ou r, =40, respectivamente.

Para um dado 1ieN, seja

P(i} = {jeN | (j,i) e 4) e S(i) = [jeN ] (i,j) A} .

Designando por xij a quantidade de fluxo em (i,j), o problema da
determinagao de um fluxo de custo minimo em R(M,A), (PFCM), equaciona-se na

seguinte forma:

(1.1} min c(X) = z c.. %
(i,j)ea MY
5.4d.
(1.2) _ z x,. — z ¥.. = r. . ¥igh
jes{iy M ey 7

{1.3) O<. ., <x..<u,, ,  ¥(i,3)eA

Uma qualquer soluggo X deste problema, diz-se admissivel gquando sa
tisfaz as restrigoes (1.2) e {1.3).

0 algoritmo que apresentamos, exige a existencia de um unico nodo for
necedor s e de um Unico nodo consumidor t. No entantc tal impasigao nao e
restritiva, dado que o problema mais geral € equivalente a um PFCM numa re
de aumentada, em gue existe um unico nodo fornecedor e um unico nodo comsumi

dor, [i] . 0 algoritmo exige ainda, & nao existencia de ciclos de custe < 0

em R(N,A), o que na pratica & normalmente irrelevante.

2. Alporitmo

Com o slgoritmo obtem-se uma sucessao de solugCes .{Xk} y Convergen—
te para X; se existir uma solugao admissivel para o problema, entao X e
uma selugao optima. Os termos de (x5} , excepte X quando optima, sao so-

lugoes nac admissiveis do PFCM, pois nao verificam as restrigces {1.3), em-
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bora ¢ mesmo ndo acontega com 3s restrigoes (1.2).

Ne algoritmo, Xkﬂ' e determinada por alteragao de Xk,{k?_()}, num
dado arco {m,n) e nos arcos de uma cadeia cmn de R{¥,A)}, correspondente
de um caminho an ou Snm determinado numa rede orientada R¥ [(N*,A*),X%]
- rede incremental associada (a Xk).Nesta rede, N* = N sendo A% defipido

do seguinte mode:
k

i} ¥{i,}er tal que zij <xij<uij, entzo (i,j)e€A* e (j,i)eA*,
com c¢c%*, =¢.. e e¥, =-¢..,
1] 1] ]t 13
ii i,] T.> L. 3o so {5.i * % =m
i1y ¥{(i,jdea ral gque Xj; > Uj;s entao so {3,ide A* com c¥i=me,
c ey .. k ~ - ..
S ¥ * £ = P
iii) ¥{i,j)ea tal gque x13 —ELJ, entac so (i,jYchA com cij ciJ
iv) ¥{i,idecA tal que £., = xl.(. =u,., entac (i,i) ¢ A* e (j,i)dA

1] 13 1]
A solugao inicial }{0, £ determinada “enviando" Ty unidades de flu
xo0 ao lomgo dos arcos de Bst.
Para um dado $m em R* [(H*,a*),xkj , (k>0), sejam
At - {i, 1 EAII(i,j) Ssmm} e A= {(i,idea I(j,i}s:ﬁmm} » Tespectivamente

o conjunto dos arces directos e reversos de C .
ikt

Algoritmo:
Passo 0:1) k=0.
ii)} Determinar 6st {se nac for admissivel, fim do algoritmo - nzo
existe scolugdo admissivel para o PFCM).
k k

ij = rS’ V(i,j)Esst e X--=0, v(isj)¢ Sst’

1ii} x i

. k . :
Passo 1:1}) Seﬂ{m,n} £ A tal que xmn>umn’ continue no passoc 2,

ii} Se 3 {(m,n) €A tal que X f'mn’ continue no passo 3.

iii) Fim do algoritmo. X & uma solugio optime do PFCHM.

. . . . k
Pagso 2:1} Construir a rede incremental associada a X .
ii) Determinar ﬁmn {se nado for admissIvel, fim do algoritmo - nzo

existe solugdo admissivel para o PFCH).

fas . .- k .. +
111} Determinar: dl= nin {uij - xij’ V(l,])eA } N

. k P -
d2= min {xij - zij’ ¥(i,jded },

. k
A = min {xmn LI dI’ d2} .
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k+1 k +4, V(i,j}€A+

iv ). = x..
Lh) 1]
k+l k .. -
xij = xij A, ¥{i,j)ea u{{m,n)}
witly K tant asc
ij jj » Testantes casos.
v) k = W+l
vi) Se A= x;;I - u_, continua no passo 1. Caso contrario, no inicio

do passo 2.

. . . . 4
Passo 3:1) Construir a rede incremental associada a X .

ii} Determinar §nm {se nac for admissivel, fim do algoritmo - nao
existe solugao admissivel para o PFCM).
. . k .. +
iii) Determinar: d; = min {uij %350 ¥{i,jdeA } ,
. k .. -
d2 = @in {xij - L., ¥{i,deAal,
& = min {Emn T X dl’dz}'
. k+1  k . s +
iv) Xy Xy + A, ¥(1,3) g4 ui(m,n)}
k+1 k - -
Xij = xij A, ¥(1,j)eaA
k+1 k
X,. = X , restantes casas.
ij ij
¥) ko= k+l.

. k-1 . - . .
vi} Se &:ﬁmn = %+ continua no passo 1. Caso contrario, no inicio

do passo 3.
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