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A TRANFORMA(;ÁO DE FOURIER NO ESPAC,O DAS ULTRADISTRIBUIC,OES DE

SUPORTE COMPACTO

J . Silva Oliveira

Escola Naval . Lisboa

Abb .th.act . It is defined an homeomorfism, designed by Fourier
Transform, of the compact support ultradistributions space on
the whole plane exponential growth analytic functions space .
It is refered iseveral properties of this applícation, formally
equals to classical properties . It is refered also an inversion
formula and mencioned a discretized form of the same applícation .

1 . - Os espagos Uc e He .

Seja Kn= {z :Iz1>n}, n = 1,2, . . ., e -1 o espago das fungóes'

continuas em Kn , holomorfas em Kn e nulas no m . Considere-se

em .Jñ a topologia definida pela norma I~ ¢ ~~ n = Sup l~(z) I .
zcK

0 espago U c das ultradistributións de suporten compacto

identifica-se entao, vectorial e topológicamente, com o limite

indutivo

	

dos

	

espagos

	

Os

	

elementos

	

de Uc
podem pois

	

ser
n

representados por fungoes holomorfas numa vizinhanga de W e nu-

las no - . U é portanto um espago de Silva, logo completo, se-
c

parado e reflexivo .

Se f é uma distribuigáo de suporte compacto a aplicagáo

\e / -> U , onde le 1 representa o espago das disttibuig-oes de
c

suporte compacto, definida por
_

	

1

	

1b

	

f (t)
S(f) mi a t, dt

onde ja,b[ é um qualquer intervalo que contenha o suporte de f,

é uma aplicagáo linear, injectiva e continua relativamente á
i

topologia natural de ~ . Esta aplicagáo, designada por trans-
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formagáo de Stieldges, permite entáo identificar 19 , com um

subespago de Uc' Em particular a distribuigáo ó de Dirac

identifica-se com a ultradistribuigáo representada pela fungáo

Seja Sk, k = 1,2, . . ., o espago das fungóes inteiras ~ tais
que Sup ~~(z

	

< + - e nele considere-se introduzida a topo-
zel e

k z

logia definida pela norma

relativamente á qual é um espago de Banach .
0 limite indútivo dos espagos Sk, que designamos por H e e

que se identifica com o espago das fungóes inteiras de cresci-
mento exponencial, é entáo um espago de Silva tal-como U .c

2 . - A transformagáo de Fourier . Propriedades .

Se ~cU c chama-se transformada de Fourier de ~ á fungáo
inteira de crescimento exponencial,

	

(¢), definida pelo inte-
gral

onde P representa una circumferéncia , que contén no seu inte-
rior as singularidades de ~, orientada de modo a deixar á es-
querda os pontos interiores .

g.-co .

No espago U c definen-se um operador de derivagáo e um ope-
rador de translacgáo (complexa) que se reflecten nas fungóes
holomorfas que representam as ultradistribuigoes pela deriva-
gáo e

	

translacSao - usuais .

	

Representando por

	

D e por T h ,

	

he( ,
respectivamente os operadores de derivagáo e de translacgáo
ten-se
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'¡k = Sup
z e4:

l
ek

(
Z
)

Tem-se entáo

Teorema 1 : jr :U .c } H e Q üm tibomoh6tibmo vectohíal topo1o-

Teorema 2 : Paha todo o ~cu

i),T(DO) _ - iz,Jcm
ii) 3~(T h ~) = eihz

iii) Ít(8) _ S,(- _1 1) = 1
2iri z



Pode ainda ver-se que a transformagáo de Fourier atrás definida

é um prolongamento da transformagáo de Fourier usual no espago

das distribuigóés de suporte compacto .

Como resulta do Teorema 1 Y' é uma aplicagáo invertivel ; 0

teorema seguinte estabelece uma fórmula de inversáo

Teorema 3 :

	

Se

	

~e Uc ,

	

o = S(~)

	

e A e uma

	

(qualquen)

	

semí.-

teeta eom anígem na oxí.gem do sí4temade coondenadas,

	

é o pno-

longamento a uma víz.ínhanga de - da bunrao de z de6íní.da pon

2rt

	

J

	

e- iza
~(a) da,

n
0 integral anterior e convergente apenas para os valores

de z pertencentes a um semiplano que depende de A . A ultra-

distribuigáo entáo obtida por prolongamento ana-

lítico a uma vizinhanga de .

Tendo em atengáo a nogáo de produto de ultradistribuigóes

por fungóes inteiras introduzida . por Sebastiáo e Silva em L1l

é também possivel estabelecer o resultado seguinte ainda em

concordáncia formal com. resultados habituais relativo á trans-

formagáo de Fourier

Teorema 4 : Palia todo o ¢cü C tem-ee

i)

	

;~'(z .O(z))

	

=

	

-i

	

Dzó-,~(~)
ii) 7(eihz,

~(z)) = T-h~(~) . hez

3 . - Discretizagáo da transformagáo de Fourier

Dado que todo o elemento de U se pode representar por umac
série de poténcias de z é natural que aos resultados anterio-

res se possa dar- uma forma discretizada .

	

A pripria definigáo

de imagem de Fourier podia ser dada em novos termos como resul-

tado do teorema seguinte :

Teorema 5 : Se ~cu c e entao exíbtem conbtanted complexab
an ,

	

n

	

taíb

	

que

	

~(z)

	

=

	

1

	

an.lñ

	

, tem-be
z



Repare-se que a convergéncia numa vizinhanga de - da pri-
meira serie nio só garante a convergéncia em todo o plano da
segunda como também que esta última representa uma fungao in-
teira de crescimento exponencial .
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