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LIMITES PROYECTIVOS DE MEDIDAS Y CONVERGENCIA DE MARTINGALAS
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ABSTRACT

In this paper are studied the martingales associa-
ted to a projective system of topological spaces, Theo-
rem 1 proves that an arbitrary martingale is "essentia
lly" a martingale associated to a projective. system of
compact spaces . A formulation of the Radon-Nikod~m pro-
perty for Banach spaces is given in Theorem 2 .
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i E I

	

denotaremos

por Bi el o-álgebra de los conjuntos de Borel en T i y

escribiremos

	

8 i = 7T -i
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bra de los conjuntos de Borel en

	

T, La familia {B l ,iL I}

es una familia crecientemente dirigida de sub-o-álgebras de

B .

En primer lugar estudiaremos la forma que tienen las

martingalas sobre T asociadas a la familia (B ¡ ,iE I) . Con

este fín se establece el Lema siguiente :

Lema 1,
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Si. ahora

	

(f1,B1,ie I)

	

es una martingala sobre
en virtud del lema anterior, esta martingala es de

i .la forma

	

(f ¡o' ¡ ,B

	

lc I) donde, para cada iE I, f i :T i -> E
es una función B 1.-medible y

u i-integrable . Si para cada iE I
definimos

	

v i=f
P.,

	

se tiene,

	

por ser - (f in n i , B 1 ,ic I)

	

una
martingala,que (v i ,iEI} es un sistema proyectívo de medidas
vectoriales numerablemente aditivas tal que, para cada ic I,
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En

	

este

	

caso

	

diremos

	

que

	

{vi , iE I}

	

es

	

un

	

sistema
proyectívo de medidas vectoriales absolutamente continuo res-
pecto del sistema {u i ,ie I} .

A continuación se prueba que toda martingala,con valo
res en un espacio de Banach E, definida a partir de un espa-
cio de medida arbitrario

	

y una familia creciente-
mente dirigida {L 1.,¡E I} de sub-o-álgebras de F. es "esencial-
ment.e" una martingala (topológica) del tipo considerado ante-
riormente . Más precisamente , se tiene el siguiente Teorema
de Representación :

Teorema 1 .

Sea (2,E,u) un espacio de medida arbitrario . Sea
{E .,ie I} una familia crecientemente riiri.gida dP s1_,b-rt-a'_1ga-1 _

	

_

bras dé E . Sea E un espacio de Bánach . Sea T el espacio
de Stone asociado a (9,E,u) y sea Jr la medida de Radon so-
bre T asociada a U . Para cada is I sea Ti el espacio de
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medida de Radon sobre T i . Existen aplicacíones continuas
canónicas u i :T -> T i y
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:Tj -> T i (i ; j) tales que
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familia {g i ,is I} de funciones continuas (g i :T i -> E para
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a
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(f i ,E i , ie I)

	

de

	

tal

	

ma
nera que

	

(gion i , 8l,¡e I) es una martingala y tal que la
aplicación

	

(fi,Ei,i.6 I) -> (g ioir i ,B l ,i E I)

	

es inyectiva .
Además la martingala

	

(f1.,E1.,i.E I)

	

converge si y s81ó si.
la martingala (g ioiri,B1 ,icI) converge,

Este teorema, junto con las observaciones que -siguen
al lema 1, muestra la estrecha relación existente entre la
teoría de martingalas y la de los límites proyectivos de
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medidas . Examinamos ahora el problema de la convergencia de

martingalas desde este último punto de vista .

Sí (£ 1 ,B l ,¡e 1) es una martingala acotada del ti-

po considerado al principio y v = (v i , i C I) es el correspon-

diente sistema proyectivo de medidas vectoriales de Radon

se verifica :
Proposición l .-

E1 sistema v define una medida vectorial. finita

mente aditiva sobre el álgebra C =

	

l R)
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te aditiva sobre cada B 1 ) que es de variación acotada y tal
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v« p(C)
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tal que 1Iv(Af < c siempre que AC C y u(A) < 5) entonces

v

	

se puede extender a una medida numerablemente aditiva

sobre a(C) .
La demostración consiste en probar que v es débil-

mente numerabl iemente aditiva en C y en utilizar el Teorema

de Extensión de Caratheodory-11ahn-Kluvanelc (Cf.[1], pág,27),

En el estudio de la convergencia de martingalas,

las martingalas uniformemente integrables (Cf .[l1 ,pág .126)

juegan un papel fundamental . Si continuamos con las notacio-

nes anteriores, se verifica :
Proposición 2 .

Una martingala acotada

	

(f l ,B 3_ ,íc- I) es uniforme

mente integrable en L í (T,B,u ;E) si y sólo si

	

v«li(C) .

Este último resultado nos vá a permitir establecer

una nueva formulación de la propiedad de Radon-Nikod§m para

los espacios de Banach .
Puesto que decir que una martingala es acotada se

traduce en que v sea de variación total acotada , el que

la martingala sea uniformemente integrable en que v<<U(C)

y el que la martingala sea convergente se traduce en que exis-

ta una densidad de v respecto de U . 61 siguiente resultado

Teorema (Cf[1],pág .127)
Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Radon

Nikody'm si y sólo si cada martingala uniformemente integrable

y acotada, con valores en E, es convergente .



puede ser enunciado como un teorema genuino del tipo Radon-
Nikodym .

Teorema 2 .
Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Radon-

Nikodym si y sólo si para cada sistema (T,U ;T i ,ir ij I) y cada
medida finitamente adítiva v con valores en E definida sobre
C , numerablemente adítiva sobre cada B i , de variación acotada

y absolutamente continua respecto de p enC tiene una densidad
respecto a u .

Corolario

Si E = b". , u es una medida de probabilidad y v
es un sistema proyectivo de probabilidades de Radon tal que
v-P(C) entonces v viene inducida por una probabilidad de Ra-
don . `
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