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ABSTRACT

In this paper are studied the martingales associa-
ted to a projective system of topological spaces, Theo-
rem 1| proves that an arbitrary martvingale is "essentia
1ly" a martingale associated to a projective system of
compact spaces, A formulation of cthe Radon-¥ikod¥m pro-
perty for Banach spaces is given in Theorem 2.

Sea T wun espacio topoldgice, Sea 5 = {Ti,njj,iél}
un sistema proyectivo de espacios topoldpgicos tal gque para

cada 1€ 1 existe una aplicacidn continua 'ﬂi:T - Ti tal

que, si i £ j , m,o= ﬂijnﬂj ., Para cada i I denotaremos
por B, el wo-&lgebra de los conjuntos de Borel en T, 'y
escribiremos B: = ﬂll(Bi). Denotaremos por B el o-Flge-

bra de los conjuntos de Borel en T, La familia {Bi,ie 1}
es una familia crecientemente dirigida de sub-o-Algebras de
B .

. En primer lugar estudiaremos la ferma que tienen las
martingalas sobre T aseciadas a la [amilia {Bl,iE'I}- Con
este fin se establece el Lema éiguiente:

Lema 1,

Sea py una medida de Radon sobre T, sea E un espa-
cio de Banach y sea i 1I. Definamos IR La condicidn
ngcesaria y suficiente para que una fgnciﬁn fe Li(u;E) sea
B '-medible (es decir feg Li(T,Bl,ufBl;E) ) es que exista una
funcién fi:Ti + E Bi—medible v ui-integrable tal gue

i
f = finﬂi {mod /8 )
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83 ahora (fl.Bl,iE I} es una martingala sohre
Li(u,E), en virtud.del lema anterior, csta'martingala es de
la forma (fioﬂi,Bl.iE I} doude, para cada ie¢ I, fi:Ti + E
es una funcidn Bi—medible ¥ ui—integrable. Si para cada i€l
definimos vi=fiui, se tiene, por ser -(ficwi,ﬂl,ie I) una
martingala,que {vi,iel} es un sistema proyectivo de medidas
vectoriales numerahlemente aditivas tal que, para cada i I,
v, << u,. En este caso diremos que {vi,ie 1} es un sistema
pProyective de medidas vectoriales absolutamente continue res-

pecto del sistema {ui,iE i}.

A continuacibn se prueba que toda martingala,con valo
tes en un espacio de Banach E, definida a parcir de un espa-
cio de medida arbitrario (#,¥,n) vy una familia creciente-~
mente dirigida {Si,ie I} de sub-¢-3lgebras de £ es "esencial-
mente" una martingala (repolégica) del tipoe considerado ante-
riormente, M&s precisamente , se tiene el siguiente Teorema
de Representacifn;

Teorema 1.

Sea {Q,L,u) un espacioc de medida arbitrario. Sea
1

a -

11N
[1}+]

{Ei,ie'II una familia crecientemente diriﬁida de sub—g-
bras de L. Sea E wun espacio de Baunach, Sea T el espacio
de Stone asociado a (f,L,p) y sea A 1la medida de Radon so-
bre T asociada a py , Para cada i€ 1 sea Ti el egspacio de
Stone asociado a (Q.Ei,u/Zi) ¥ sea Ai la correspondiente
medida de Radon sobre T,. Existen aplicaciones continuas
andni T > T, Lt T. = T, i 2 3
candnicas _“1 T T1 ¥ ﬂlI i T1 (i i) tales que
T, = M., e¥®,., A, = 10X Lk, = @w_ _ XA
i ij J i i i ij 3
familia {gi,ié 1} de funciones continuas (gi:Ti + E para

= . Existe tambi&n una
ie I) asociada a :1a martingala (fi,Ei,iE 1Y de tal ma-
nera gque (gioﬂi,gl,ie I) es una martingala y tal que la
. = . i, . .
aplicacidn (fi,zi,le Iy - (gieni,B yi€ 1) es inyectiva,
Ademds la martingala (fi,Zi,iE.I) converge si y sblo si

la marcingala (gioni,Bl,iEI) converge,

Este teorema, junto con las observaciones que siguen
al lema 1, muestra la estrecha vrelacibn existente eantre la

teoria de martingalas y la de los limites proyectivos de
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medidas. FExaminamos nhora el problewma de la convergencia de
martingalas desde csle iltime punte de vista.

Si (fl,Bl,iE I) es una martingala acotada del ti-
pe considerade al principiov y v = {vi,i& 1} es el correspon-
diente sistema proyectivo de medidas vectoriales de Radon
se verifica:

Proposicidn !.-

El sistema v define una medida Yectorial finita
mente aditiva sobre el élgebra ¢ = }gl 3t (y numerablemen-—
te aditiva sobre cada B') que es de variaciBn acotada y tal
que si w<<p(C) (es decir si pare cada e>0 existe un %20
tal que E|U(A)|l < ¢ giempre que A& C y p(A) < §) entonces
v se puede extender a una medida numerablemente aditiva
sobre o (C).

I La demostracifn consiste en probar que v es débil-
mente numerablemente aditiva en € y en utilizar el Teorema
de Extensidn de Caratheodory-lHahn-Kluvanek (Cf{l], pag.27}).,

En el estudic de 1é convergencia de martingalas,
las martingalas uniformemente integrables (Cf.[11 W PEE126)
juegan un papel fundamental., Si continuames con las notacion-
nes anteriores, se verifica:

Proposicidn 2.

Una mattingala acotada (fl,Bl,iE 1) es uniforme
mente integrable en Li(T,B,u;E) si y sblo si veey(C).

Este fltimo resultade nos v3 a permitir establecer
una nueva formulacidn de la propiedad de Radon-Nikedym para
los espacios de Banach,

Puesto que decir que una martingala es acotada se
traduce en que v sea de variacidn total acotada , el que
la wmartingala sea uniformemente integrable en que veep ()

y el.que la martingala sea convergente se traduce en que exis-
ta una densidad de v respecto de pu . &) siguiente resultado

Teorema (Cf[ll,pﬁg.i27)

Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Radon
Niked$m si y sdlo si cada martingala uniformemente integrable

y acotada, con valores en E, es convergente,
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puede ser enunciado como un teorema genuine del tipo Radon-
Nikodym,

Teorema 2.

Un espacio de Banach E tiene la propliedad de Radon-
Nikodym si y sbdlo si para cada sistema (T,w;Ti,ﬂij,l) y cada
medida finitamente aditiva v <c¢on valores en FE definida sobre
C , numerablemente aditiva sobre cada Bi, de variacidn acotada
¥ absolutamente continua respecto de p en(Mtiene una densidad

respecto a .

Corolarie

51 E =M , p es una medida de probabilidad vy v
es un sisfema proyective de probabilidades de Radon tal que
v<<p(C) entonces v viene inducida por una probabilidad de Ra-

don,
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