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Abstract.- Several results describing the behavior of the Fourier transform
in Rn, ns 2, are presented, namely restriction theorems and multipliers results.
An intreduction to these problems is intended conecting them with the theory of

X-rays difraction and the uncertainity principle of Quantum Mechanic.

[A] LA TRANSFORMACION DE FOURIER

Uno de los hechos mds espectaculares de la Matemitica Contempordnea es el papel,
cada vesz mds importanté,-que la transformaciin de Fourier desempefia en dreas tan
diversas como las ecuaciones diferenciales, teorfa de nimeros y ffsica matemditea,
entre otras. Dicha transformacidn estd definida, para funciones adecwadas f, por
medio de la formda

—onix.
e

£¢) =J Eftaldz.

R

Una porcidn importante del Anélisis Matemdtico moderno estd relacionado con el
estudio de dicha integral y de las relaciones enire las propiedades de f y las
de su transformada. A continuacidn vamos a enunciar algunas de las piezas bdsi-
cas de la maguinariae de la transformacidn de Fourisr.

fa) Férmuld de inversidn y Teorema de Plancherel.— Para las funciones adecuadas

tenemos que:

(1) frx)=f . 21T E g )dg

[71) [ |£(2) | 2dx =j |F(g|* dg o, més gemeralmente: [ . Flaiglz] ozxé[ F(eIgleide
" R Jo R

Un espacio de funciones adecuadas (para quienes las férmulas I y II tienen sen-
tido! es, por ejemplo, el espgeto de Schwarts fr"r =
={f e Cw(Rn)| sup !Xa DB ffx)l<m5 Fa ,R o Nn}.

xI
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Claramente la férmula [II] nos permite extender la transformacidn de Fourier como
wn opevador unitario del espacio LE(F ).
b} Comportamiento con respecto a la derivacién,— Para toda funcién f del espacio

£ y todo multi-tndice qe V' se verifica que o N
pYrlg) = (evig)® foE).
Es decir, la transformaciin de Fourier convierte a wna operacidn compliecada, co-
mo la derivacion, en otra rﬁuaho mis sencilla como es la multiplicacidn,

(e} Comportamiento don réspecto a las transformadionés dé &' traslaciones, rota-

etones y dilataciones. _ . .
(1) 8¢ definimos la traslacion Taf(a:)_ =flz+al, resulta que 'raf‘(g);e mg'af'(g).

(11} Si P es una rotacidn alvededor del origen tememos que

£o P(E) = 7 (PCE)).
(it} Dado >0 consideramos la dilatacién fglx) = Fidx}, entonces

Fs(6) =5 " }(5'1.?) i
(d) Una_férmula.- La funcidn blxtze " z| ‘cotncide com su trans formada $=¢
Podemos combinar lazidentidades (d) y (1i3) de () para-obtener la familia de

fér*mu las i gF
=

e_né;!-x|2(€J =sE T

¥
que expresan una primera versidn de la dualidad entre fy f en el sentido
- sigutente: S5i f "vive" en-una bola de didmetro d-su transformada "uvive" en

la"bola dual”, de didmetro d ', eteétera.

[_B] EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Una de las maneras posibles de precisar la cbservacidn precedente puede ser

la desigualdad de Heisemberg: Supongamos que f es una funcidn de cuadrado in-

tegrable y sean = ,§  dos puntos arbitrarios de Rn, tenemos gue,

2 ey (202) ol 21 Fre 120 B € Q1712
Rnﬂ::r::u | flz) | %3 ; R”‘”g £°|2|Fred|?de| Z7n 2

donde C >0 es una constante que s6lo depende de la dimensidn. En particular

1
podemos tomar CI ==

La demostracidn es tan corta que podemos presentaria en un momento. Conside-—
remos el caso sencillo, pero tipico, en el que n=l, z.=£°= 0 y fiR =R es una
funeidn real. Por un argumento de densidad basta con probar la desigualdad
paraq funciorzes lisas f. Tenemos que

1/2 ¢ pae _1/2
Jmf(::)zdx:—[m 2zf(x)f (z)dn < 2Hf‘;x2frx) zdm] U |f(‘5”2d5] <

- -t —on,

< 4n ”.rzb"(.z:ﬂzdx JJ/‘? . Uazlfrs)lzda]j/‘? ‘
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Esta sencilla demostracidén se debe a H. Weyl. Una cdracteristica importante de
ella reside en ila utilizacidn de la transformada de Fowrler come instrumento
matemitico adecuado para modelar la meednice eudntica. Merece la pena que nos
detengamos un poco en este punto, considerando el formalismo de la mecdnica
de wna particula unidimenstional:

{1} Un estado de la partfcula es una funcién¥e L (R}, llamada la funcidn de
ondas o amplitud de probabilided. La interpretacién se basa en la hipdlests
de que la probabilidad de encontrar a lo particula en el intervalo ICR viene
dada por |¢(x)2de; naturalmente la probabilidad total debe ser igual & 1,
es decir 1 bz =1.

(2) Un observable es un operador simétrico T. La media de T en el esta-

do Ve D(T) viene dada por la integral
ui(Ti=| vfx) Pelxzldx.

Dos observables muy importantes, la posicidn y el momento, estdn asocia-
dogsa los operadores sigutente

Py(z) =x. ¥, DIP) ={¥|¥ ¢ L%, zpel?})

My(x) = (2ni) TDw(z), DIM) =(y|v e L2, ¥' e L)
En particular, si caleulamos el valor medio de ot =Me...oM en el estads Y,

resulta que u(M”) = gn |@r’g)|2 dt por eE teorema de Plancherel.

Resulta por lo tanto natural considerar a f | ¥ie|? dy como la probabi-
I

lidad de que el momento de la particula se encuentre situado em el inter-
valo I CR . '

La interpretacidn de la desigualdad de Heisemberg es ahora muy sencilla:r Si
sabemos, con un error pequedic, que la particula estd em punto r. , la integral
(J(x—:: )2 |yiz))2 an )P
que sea el punto £°, la integral {| |e-€°|% |¥(g/|? dg)

de (ya que el producto de las dos es > (41)" , es decir que el error cometi

debe ser muy pequefia y, por lo tanto, cualquiera

172 debe ser muy gran-

do al medir el momento es muy grande, ete,ete.

[C]DIFRACCION DE RAYOS X
Entre los problemas mds diffeiles de la Quimica se encuentra el de descubrir

la estructurg espaciai de moléeulas complicadas y wno de los métodos mds po-
derosos que tienmen a su aleance log quimicos para resolverlo, estd basado en
las propiededes de difraccidn de rayos X a iravés de cristales. Desgraciadamen
te no disponemos de tiempo ni espacio para considerar con mds detalle el mode-

lo ftsico y nos contentaremos con esbozar las matemiticas: Sea plx) la funcidn

utiliza ung radiacidén incidente en forma de un haz paralelc de rayos monocromd-
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ticos. Sea P un punto cuya distancia al cristal es muy grande en comparacion

con el ftamafio del cristal. En estas cirewnsiancias la radiacidn difractada que

Llega a P, que podemos supomer que lo ha sido por el mismo dngulo por todas las

particulas del eristal, deserita por la funcién de ondas difracteda ¥(y). la re

lacidn entre ¥ y p viene dada por la férmula de Fourter {cuando las normalizacio

nes aedecuadas han sido tomadas en cuental:

' Yyl = J eiz'yo(:cldx.
o

En la prdctiea tan sélo el valor absoluto de Y es conoeido por experimgntos
puesto que ta fase de wna fumcidn de ondas se pierde, por lo gemeral, en las
medidas. EL PROBLEMA DE LA FASE consiste en encontrar p conoctendo el compor-
tamiento astntdtico de |;;| . En wun caso especial mwy importante, sé€ la
densidad pestd concentrada sobre une curva de curvatura y torsidn po-
stitiva, la respuesta es afirmativa, Este resultade estd relacionado con

el descubrimiento de la estructurakelicoidal del DNA.

{0] TEOREMAS DE RESTRICCION

A comtinuacidén vamps a comsiderar el resultado sigutente de (. Fefferman,
E. Stein y A. Zygmund: y '
([ 2 170e01%aate)] Tt W o
5 .

Siempre que § e X (F?), 1.<p< 4 éi 5 |2 -—%].-
Este resultado es el prototipe de "Teoremas de restriceién” por la razdn
stgutente: La desigualdad "g priori” enterior implica que = IPir?) -—-»Lq(Sl)
tiene una ertensidn inica acotada. En principio ;‘, fePm?) p>1, sblo
estd definida en casi todo punto (es decir, salvo conjuntos de medida cero)
y, stn embargo, el teorema de restriccidn permite hablar de }‘/SJ eomo fun
etén de Lq(SI).
Teorema.— Consideremos en }?n, n>2, una curvalde clase Ck, k*n, de ecuacidn

(0,7} — R* y supongamos que para todo punto t e [0,1] el conjunto de
vectoras [y (t.)]k_ n ©5 linealmente independiente. Entonces existe

" n'+-2n
Cp‘qaoml que |If||Lq”..)J p,q ”f”[,p(}?n) para toda f e S R

1 n(n 1! [1 ] (Este teorema de E. Prestimi ha sido recientemente exten-

chdo por A. Rufz al caso de curvas tales que, para todo t, existe Nin tal que

(k) R
{y (£} e N general el espacio R J. '
Ideq de la demostracidn.— Consideremos el casc tfpico siguientp Yit)=(t,¢%,t%1,
0<t<i , n=3, Observemos que, en este caso, _p%% yp'> i'i (>6}.

La primera idea constste en usar un argwmento de dualtdad {desigualdad de HE1-
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der, teorema de Hausdorff-Young...) para eonvertir el teorema de restriceidn

en otro de extensidn (es deeir, de difraccidn de rayos X siguiendo con nuestro

lenguaje anterior). .

Sea fft) una funcidn lisa y fdo la transformada de Fourier de la distribu-
eidn fdo . Qué podemos afirmar acerca del gngﬁo de ’;0? Con un &>0 pequerio
constderemos un collar de Y dado por . & ¢ £}, donde w es la fun-
erén caracteristica de un recténgulo adap%aéo a la curva en el punto £ =
=(j8, 726

S-en la direccidn tangencial, S%-em la normal y &%-en la binormal).
-1

F (£) =5 § ‘Jf(g.) W) . ;Q

4

/
5i hemos sido cuidadosos en la eleccidn del collar es fdeil ver que

, 378%) fes decir un recidngulo centrade en E. y con dtmenszones

Sea

FG(g)dg-+ fdo en el sentido de las digtribucionss.
fluestre resultado seria entomces una consecuencia inmediata de la siguien

te desiguaidad: /g’

N '
5 Ea; [0 <Ol zfaz)? 8
donde 1/p+1/p'=1, 1/g+1/q' =1 son los erponentes duales de los considera—
dos en el teorema.

Si tenemos en cuenta que p 's6 y def%nimos g por medic de ta férmula §,+§ =1

i/8.1/38
|J|Ea aay w Vk ¢Z‘ dg! < C'”|ZczjakaZ ¢j*¢k*¢lfx)|sdx 8.1/

.|A

3
1
e

tn}"-*

< ot z|ajakal|sj Vet (@) | °az)

bida a que el solapamiento de los conjuntos sop(wjﬁwk*wz) es finito, unifor-

, stendo la dltima destgualdad de-

memente en §. Hecho que puede probarse por un sencillo argumento geométri-
co que depende, crucialmente, de que la torsidn y curvatura de y son positi-
vas.

Por lo tanto nuestre problema queda reducido a caleular:

(Sl 507 1.,

(L) y{ 30p(¢j*¢k*¢l)}'

Teniendo en cuenta que el vector tangente comsidsrade en el punto Ej vie~

ne dado por §(9,2684,36%72), es fdeil ver gue 1 7 ;

u{ SOP(wj*wk*Wg)} < c ¥ J+I, ki, 1Lzl
(F+1)%, (ke1)2(1x1)2
donde la suma estd extendida a todas las posibles eleceiones de signo en cada

une de los términos. Es decir

p { sop iy sl by dt < s’ (|d=l|+2)( [=t1}( | I-F|e
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Gbservemos ahora que ¢j*¢ﬁ*¢z coincide con “wj*¢kﬁ¢lum en mds de la novena
parte de sop{wjﬁwkﬁwz} . Es deair
18 1 .
& ={¢j*wk*¢1(m)dx 3.E}h%ﬁ¢kﬁ¢1”m-u{soprwj*wkﬁwz)} Y, por tanto:
12

ijﬁwk*wlnm <€ : § quedando nuestro problema
(fg-%|+120 {k-1|+2)0 |17 |+2)

reducide a caloular
g 5 P
ai Ao ey

€ |G-k +2( |g=2]+12( | 1-K[+1 |

.S_l .

Caleulo que puede llevarse a cabo por los método usuales de integracidn
fraccionarid e tnterpolacidn.

Este resultado es el mejor posible en el caso n=2, pero para n> 3 es un
problema abierto decidir si se puede o no mejorar las restriceiones sobre
el exponente p. Otra extensidn muy importante del teorema de Fefferman-
Stein-Zygmund consiste en mantener la codimensidn igual a uno. Por ejem
plo, la siguiente pregunta estd por decidir em el caso n>3:

éPara qué parejas de exponentes p,q existe la desigualdad a priori siguiente

- 1
171 < gl e,
- sﬂ,—I .
El mefor Tresultado concoido en sote semtide so debe g P, Tomas:
. 2 1 .
Teorema.- Si 1 < p 5_—~£5$—%— , n > 1, eriste Cp<w tal que
- 1/8
f (e)|?% dofe) ) < .
| s 1012 do <2, 17,

Egtos resultades tienen aplicaciones al problema de swnabilidad esférica
de series de Fourier. Bl teorema de Tomas ha sido extendido por otvos
autores, Cérdoba-5tein y Strickharta, a otras superficies como el cono en
b » utilizando el métode de interpolacidn compleja de E.M. Stein. Resul-
tados que tiemen aplicaciones al estudio de ciertas ecwaciones, del tipo
de la de Klein-Gordon, y que, junto con los fendmenos enconctrades en teo-
ria de diferenciacidn de integrales (econjuntos de Kakeya y NikodyﬁJ, pa-

recen gpuntar hacia una teorfa de la medida mds fina que la de Lebesgue.
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