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Abstract.- We study the relation between the degree of a conti-
nuous map of the cicle into itself with its periodics points.
We give a complete answer if the degree is different from
-1 and 1. '

En els darrers anys problemes concrets en Sistemes Dinadmics
1 en Biologia han portat a 1”estudi dels punts periddics de les
aplicacions continues de la recta en la recta i posteriorment de
la circumferéncia (veure (4)).

Previament donem algunes definicions gque valen en ambdbs ca-

R . . . 1 n-1

s0S. Deflnlm'f? inductivament com segueix : £ =f, £n=£°f ;
[e} . . . . . . . 1 . ,
£~ serd 1’aplicacib identitat, Sigui xe€R 6 S , direm gue x &s

punt fix de £ si f(x)=x 1 x serd un punt periddic de £ si exis-—

. s m .
teix un enter positiu tal que f (x)=x. Al més petit n tal que

fn(x)zx 1°anomenem periode de x i a x punt n—peribdic._gifl és
el conjunt dels enters positius que sbn periode d”algun punt
periddic de Ff.

En el cas de les funcions continues de la recta tenim molta

informaci6, bidsicament en el teorema de Sarkovskii (veure (5)).

Teorema (garkovskig). Sigui EECO(ZR,IR) i suposem que neP(f).

Llavors meP(Ff) per a tot m a la dreta de n en la segllent orde-
nacié : 3,5,7,9, ...y 2.3,2.5,2.7,2.9, ..., 4.3,4.5,4.7,4.9,
ceey 8,4,2,7.
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D’aci es dedueixen immediatament els segfients corol.laris:

Corol.lari,.1., Sigui feco(:m,.m) i suposem gque té un nombre fi-

nit de punts periddics. Llavors existelx npo tal que P(f) =

1,2, ..., 2.

Corol.lari.2. Sigui feCo(ZR, R) i suposem que 3€P(f)., Llavors
P(£)= N. '

Ccal dir gue el teorema &s igualment valid si considerem fun-
cions continues d’un interval tancat de la recta en ell mateix.

En el cas de les funcions continues de la circumferéncia,
que &s 1’objecte del nostre treball tenim poca informacib. Els
resultats més recents elsdevem a L.Block (veure (1)). Dels dos
que exposem a continuacibé, el primer ha estat provat simultania-

ment. per J.Llibre a (3) utilitzant altres técniques.

Teorema (Block-Llibre), Sigui feCO(S1,'S1) i suposem que té& un

nombre finit de punts periddics. Llavors existeixen n i m, en-
ters positius, .amb n»o i m»1 tals que P(f)={m,2.m,4.m, ...,
.n )

L ~

2 .mp

. . 1 1
Teorema (Block). Sigui feco(s ,S ). Llavors les seglients propo-

sicions sb6bn equivalents:

1) P(F)=N
2) P(f£)o]1,2,3]

Observem que aguests resultats sén completament andlegs als
corol.laris que s’obtenen quan feco( R, R).

D" altra banda és conegut gue |1—grau(fﬂ és el nombre minim
de punts fixes que t& una funcid continua de la circumferéncia
(De fet ‘1—grau(fﬂ &s el numero de Nielsen de 1l”aplicacid f).
Es clar, per tant, que si grau(f)¢{-1,0,1 £ t& infinits punts
periddics. Aquest resultat l’hém pogut millorar de la segllent

manera:

.o, '
Teorema.A. Sigui fecC (8 ,$ )} i sigui grau(f)e{-1,0,1} . Llavors

P(£f)= N, excepte quan grau(f)=-2 que tenim P(£f)DON -={2}.
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Amb el corol.lari,1 és immediat el seglient corol.lari:

. . . o, 1 1
Corol.lari.3. Sigui feC (S ,8 ) i suposem que té& un nombre fi-

nit de punts periddics. Llavors grau(f)e |-1,0,1}. Sim # 1,
cssent m el donat en el teorema(Block-Llibre), tenim que grau(f)

= +1,
Per provar aquest resultat, utilitzem les técniques que ex-—

posem a continuacio.

Siguin R,K 1 L arcs propis tancats de S1. Direm que R f-reco-
breix K si existeix I, arc tancat, tal que ICR i £(I)=K. Analoga-
ment R f-recobreix Kul si existeix J, arc tancat, tal que J > Kul
i R f-recobreix J.

El segllent lema &s andleg al gque van utilitzar Li i Yorke en

el seu article "Period three implies chaos" (veure (2)).
- ]

. . 1 .1 . . . .
Lema.1. Sigul feCO(S ,5 ) 1 suposem que existeixen R 1 L, arcs
. 1 . .
propis tancats de S , tals que R f-recobreix RuL, L f-recobreix
R i &s certa una de les seglients afirmacions:

a) fz(RnL)r\R =g
b) RNL = |p} , F(p)=q punt fix de f i gq¢lL.

Llavors f té& punts n-periddics per a tot n=2.

o, 1 1 C ., =
Es sap que per cada feC (s ,S ) existeix una elevacid f con-
tinua que fa conmutatiu el seglient diagrama:
TR— R

o= f o |
€xp exp
S1 £ s‘l

La utilitzacié acurada de les elevacions ens permet provar
1’existéncia d’intervals adeqllats per utilitzar el nostre lema.
Semblants té&cniques permeten provar el segllent resultat quan

grau( £)=o0.

. . 1 .1 . .
Teorema B, Sigui feCO(S ,S ) i suposem que grau(f)=0. Llavors si
1 1 . . . 1 ..
£(s')=S tenim que P(f)=N i si F£(5 ) # S1 val $arkovskii. Es
a dir si neP(f), per a tot m a la dreta den en 1’ordenacid del

teorema (Barkovskii), tenim que meP(f).
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Fins aqui aconseguim resoldre el problema completament, en
el cas grau(f)=+1; tambého aconseguim si £ és homeomorfisme. Si
feCO(S1,Sq) solament arribem a un resultat parcial. Per enuncia{

-ho necessitarem una definicib prévia,

1 . ’
Teorema C, Sigui f: S1—-———»S un homeomorfisme., Llavors sbén

certes les tres proposicions segllents:
1) grau(f)=+1 6 -1
2) si grau(f) = +1 1 P(f) # # existeix n, enter positiu, tal que
P(f) = |n)
3) Si grau(f) = -1 tenim que P(£f) = [1} 6 P(Ff) = [1,2}
Per a cada'pes1 éigui Tp el conjunt dels qes1 tals que f£(p)
= £(q). Considerem els intervals que f-recobreixen S1 amb ex-
trems a TP ordenats per inclusié., E1 minim de cada cadena, sera,

per definicib, una branca de f de punt base p.

. . 1 1 . . .
Teorema D. Sigui feCO(S ,S ) 1 suposem que grau(f)=*1, Si exis-
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teix pes1 tal que f t& més d’una branca de punt base p tenim que
P(f)= N.

Si per a tot pes1 £ té& una sola branca Bp,de punt base p,-
sbn certes les segllents proposicions:
1) si f(S1—BP) = 51\ tenim que P(f)2 W - |1} _
2) Suposem que existeix pes1 tal que 51—Bp F-recobreix BP i és
certa una de les segllents afirmacions:
a)existeix A, arc propi tancat de s1, tal que f(A):E(S1—B )
1 Ame =g p
b)pe F‘r(Bp)
c)p és punt fix de f.
Q)£%(p) ¢ B, |
Llavors si grau(f) = +1 tenim que P(£)>N - |1} .1 si grau(f)=-1
tenim P(f) = N, -
3) Suposem gque existeix pes1, punt fix de f tal que per a tot ¢
i E,'amb quP, E entorn de q a S1 i p¢E tenim que perr(F(E)).

Llavors val arkovskii per a f.



. R 1
4) sigui p 1’Unic punt fix de f i suposem que existeix qes tal
. 1
que q¢B_, £(q) € B, i £(s —B§)=[V.f(q)1 amb [v, £(q)1 arc
propi de S1. Llavors existeix n, enter positiu, tal que P(F) =

[T,n,n+7, ..o .
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