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pbstract.- Let M* be a cormected n-dimensional Riemarnian manifold immersed into
an Cn+p)—dﬁne$sional Rignarmian manifold §P+p(c) of constant sectional curvature
c. In the present paper we prove a theorem on reduction of codimension of the
immersion in terms of the normal curvature tensor when the mean curvature

veotor of the immersion is parallel in the normal hundle. This theorem extends a

result of A. Q. Colares and M. P. do Carmo [2].

§1 . -Fdérmulas bdsicas.- Sea (M,g) una variedad de Riemann y M una sub-

variedad dotada de la métrica inducida, de dimensiones m y n respecti-
vamente. Por v (resp. R) se denotara la conexidn de Levi-Civita (resp.
el tensor de curvatura) de M y con v (resp. R) la conexién de Levi-
Civita (resp. el tensor de curvatura ) inducida en la subvariedad.

Las férmulas de Gauss y de Weingarten vienen dadas por

oy =

Vy Y + o(X,Y) {L.1)

X
vxg = -‘-AEX + VXE' (1.2)
para todo X,¥YeTM v £eT M. A ¢ se le llama la segunda forma fundamental

de M en M v la subvariedad se dice totalmente geodéisica si =0, equiva-
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lentemente, A€=0 para todoc geTlM.vl es una derivacidén en el fibrado
normal y por Rl se denota el tensor de curvatura en el fibrado normal
asociado a vl. Si Rl=0 se dice que el fibrade ncormal es llano o que vl
es llana. Un campo de vectores normales ¢ es paralelo en el fibrado
normal si v§£=0 para todo XeTM.Un subfibrado , del fibrado normal sé
dice paralelo en el fibrado normal si v;geupara todo teu, XeTM, Un ope-
rador r:S(TlM)———— S(TiM) sobre el conjunto de secciones normales se
dice paralelo en el fibrado normal si (v;r)gtv;rg —rv§g=0 {1.3>

L
para todo XeTM y£eT M. El vector curvatura media de M en M estz dado
m-n o
por H =% {Traza AE )gadonde a =1,,...,m-n es una base de campos

ortonor;Zles en TLM.aSi el espacio ambiente tiene curvatura seccional
constante ¢, entonces

RX,VZ = ctg(Z,DX-g(Z2,2Y) (1.4)
para cualesquiera campos de vectores X,¥,Z sobre M. La ecuacién de

Riceci viene dada por

el

£

XY, g, w3=R {X.Y,¢,n-g{({A,A_K,Y) (1.5
1
para todo X, YeTM y £,n¢T M. Se define el primer espacic normal de M

en M como el complemento ortogenal en TLM de

Ng = EaTiMng = 0} y se denotard por Nl‘
Una subvariedad M de dimensién n de una variedad de Riemann M de di-
mensidn ntp se dice de codimensidn substancial k< p si existe una sub-
variedad totalmente geodésica N de M de dimensidn ntk conteniendo a M.

2.~ Resultados. -

Lema I.- Sea M" una subvariedad, de dimensidn n, en una variedad de

Riemann de dimensicdn n+p, En+P. Sea F:S(Tan)-——S(T-Mn) un ogeradof

sobre el conjuntc de las secciones del fibfado normal de M7, paralelcg

en el fibrado normal de M. Para cada mgMn sea u(m)={ggT;{Mn}/r(m}g=0}

Entonces y es un subfibrado paralelo en el fibrado normal,
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Demostracidén, - Primeramente se pfueba que la dimensidn de y es local-
mente constante. Para ello si meM" v la dimensién de u(m) es r se

toma una base de campos ortonormales en un entorno normal U de m
gl""“gr'5r+1""’€p' extendiendo una base ortonormal de T;M“, anlr
ada de una base de u(m), por desplazamiente paralelo respecto de v a
través de las geodésicas de M™ que salen de m. Si neU y p(t) es la

geodésica que une m con 1 con B(0)=m, g{l)=n, se define

h (£) = g(r(g (), re (£))),0=l....,p

B(e) (h () = 28(r (5 (), V5 ()5 (£))=0

luego ha es constante para todo o=1,....,p, & lo largo de g(t). De
ahi que ha(l) = 0 si y sélo si ha(O) = 0, equivalentemente

F(Ea(l)) = 0 si y sélo si.r(gm(O)) = (0 que ocurre cuando acf, lo
que prueba que u es un subfibrade del fibrade normal. El ver queu es

paralelo se deduce fdcilmente por la propia definicion de u.

Teorema 2.- Sea MY una subvariedad conexa de dimensidn n, con

vector curvatura media paralelo en el fibrado normal, de una varie-

dad de Riemann de dimensién ntp, con curvatura seccional constante ¢,

B'P(c). Si el tensor de curvatura de la conexién normal es paralelo

en el fibrado normal y el primer espécio normal de la subvariedad

N . N . T - .
tiene dimensién constante k, entonces la subvariedad M tiene codi-

mensidén substancial k.

Demostracidn.~ Se considefan dos casos:
CAS0 I.-La conexidén normal vl es llana.
En este caso existe en TM" una base de diagonalizacién similtanea de
todes los AE con geTan, que se dencta por {xl,....,xn}
SigaNO, de ser el espacio ambiente de curvatura seccional constante
i

y 7 llana se sigue que
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ArY—AlX=O (2‘1)

para todo X, ¥eTM".

De (2.1) se sigue que A ., X, = 0 para todo i#j, 1,j=1,....n.

]
Vi g
Xi

Se trata de demostrar que Ny es paralelc en el fibrado normal, para

lo cual basta ver que Traza A , =0 para todo i=1,....,n ¥ £elg.
vxg

El vector curvatura media H no tiene componente en Ny ¥y si

vxig = ri+si, donde ri(resp. si) son las componentes de vxii en Nl

(resp. en NO) se sigue que AS =0 y si ri#O, se puede elegir una base
i ' .

en N; que contenga a r; por lo que al ser {eN, y H ortogonales y ser

H paralelec en el fibrado normal se deduce gque Traza Ar =0. Asi

i,
Avl =0 para tode i=1,...,n y para todoEcNO por lo que v_£eN. para
x5 X0
i
todo&eNo, en consecuencia Ny es paralelo en el fibrado normal y por

BN

tanto N, también es paralela. El resultado del teorema se sigue
este casoc, de un Teorema de J.Erbacher([ 2]1,pag.333).

CASO II.- La conexién normal v° no es llana.

Sea v={ EETLMH/RL(X,Y)E=O para tedo X,YeTM"1 .Del Lema I se sigue que
v es un subfibrado paralelo en el fibrado normal.De (1.4) y (1.3)
Noc v y todos los Ag con £e¢v pueden ser diagonalizados similltaneamente
Se aplica ahora el argumento del Caso *I, donde el papel de Tlﬁn lo

hace ahora v y se concluye el tecrema.
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