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EL LEMA DE GAUSS PARA LA CONEXION CARACTERISTICA DE UNA VARIE-
DAD CASI-HERMITICA

V. Miguel Molina

Dpto. de Geometria y Topologia
Universidad de Valencia

Sean (M, €,7,J} una variedad casi-hermitica, D sv conexidn

caracteristica, i.e., la Gnica conexidn verificando
(i) D«,» =0
(ii) DI =0
(iii) T(XY) = ~T{Ix 3Y)

donde T es la tersién de D.

Sea of{m,p) la distancia entre dos puntos m y p de M medida
a lo largo de la geodésica que une m con p. Se define la esfera geodé-

sica asociada a la conexidn D come
P
Son (vi = {peM/ o (mp)= r}

El tecorema de Gauss para la conexridn de Levi-Civita de una
variedad riemanniana establece la ortogonalidad entre las geodésicas
y las esferas geodésicas asociadas a esta conexidn. Nos proponemos a-
qui caracterizar las variedades casi-hermiticas en las gue se sigue ve-

rificando el lema de Gauss para 1la conexidn caracteristica.

DEFINICION: Una conexidn D sobre una variedad riemanniana

(t; <, >) se dice que es métrica si y sblo sI D&,>= 0.

PORPOSICION {2): una conexidn métrica D sobre una variedad

de Riemann tiene las wmismas geodésicas que la conexifn de Levi-Civita

¥ =i y sélo si CTRYY> 20 VX Yex(m)
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TEOREMA: Sea {M; <;)} una variedad de Riemann y D una conexidn
métrica sobre ella. El lema de Gauss se verifica para las geodé@sicas

y esferas geodésicas asociadas a D si y sdlo si < T{XY Y2 < 0

DEMOSTRACION: Si D tiene las mismas gecddsicas que ¥,
T ~ v o -
Sm {r} = S:m {YJ} y el lema de Gauss se verifica trivialmente.
Supongamos que se virifica el lema de Gauss para D. Sea
c{s) una curva en 4 (espacio tangente a M en m) tal que HetsIfi=v
Sea exp la aplicacibn asociada a B. Consideremos la superficie

ait,s) = exp,, {tcts)

Para cada g, fijo, t — "f[tfﬁ,j es una geodésica, y para cada t, fijo,

S a’f%,s] es una curva sobre S‘,r,, fr) . E1 vector (34 t}n;.g es tangen-
te a la gecdBsica fl’(f}%} en f((;, Sa} , ¥ el vector {Q‘Vbt—}f;,s.) es tangen-
te a la curva d(to,s) en el punto foo,fo}- El lema de (3auss, pues,
establece que

___a_(_ 2 =0
( }{6'0,'59‘) P at /(tmsf’} >
por tanto
gx AN -
< 9"5_' Pos & > "o_
y, como D es métrica,

P! 9& =0
<9Q€9; ? <3s"atat>

Teniendo en cuenta que tr» & {f;§] es una geodésica y que La—d %_—]:9
resyulta

) 2%y - P2y
oq<9t 9 ) <9r"959t>+<g‘+ { 15o) >
. 1 2 24 90( ool et
como s alt, g} es una geodésica,
22 - . B 12 A
< gt 3& >“}5} <9t JQ{' >{0;§j

¥, por lo tanto,

P L -
(1) <22, T(2%,2%) > =0
Sea p €M, Ype Mp , A Y? =1 . Sea @ff) la finica geodési-
ca tangente a ,Yp en p. Sea Q:l’&fﬂ} un punto de A [t} tal que exp esté
definido sobre @[Eﬁ;b]) {‘3(5};}’). Reparametricemos f de modo que (;_-_ﬁ{'{}}
(ﬂ :i‘fhpte]}(l'!'tm‘-'l]
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Enteonces existe un V€ Hc!_ 3 ”W!:Ital ql;le 'Q“'} z Ex& 1-""1 0’!?,?} =F
= er&vv ¥ ){,: upa*v {considerando Vé{"fg}w).

Sean Xl,...,X vectores ortonormales en Mp tangentes a

-1
P 11
S@ {r}. Tomemos ¢; (s) curvas sobre Mq verificando

Cdol = Ty HeetsHl =Y el to) = equﬂi (1)

Definamos

d; lts) = expy (tcots))

se tiene entonces

ey x-;%/
P %t Lol ©T s kol

y, por verificarse el lema de Gauss, aplicendo {1) se tiene
< T(Xt‘;yp),?'y > =0
¥y como fxg ﬁf es una base ortonormal en p,
ST V), ¥p> 20 Vhelp
y como YPE f?P ¥ PeM son ar'bitr:ar'ias, el teorsma gueda demostrado.

PROPOSICION: {3):Una veriedad casi-hermitica (ﬂj{,);J}es
Nearly-Kaehleriana si y sdlo si el tensor torsién T de la conexidn ca-

racteristica D verifica <« TfX|Y}, Yy =0

CORCLARIO: La conexidn caracteristica de una variedad casi-
hermitica M verifica el lema de Gauss si y s6lo si M es Neariy-

-Kaehleriana.
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