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By means of the concept of pseudo-diver
gence operator, wich is defined in this pa
per, the weakest structure allowing a para
1lel displacemente of volume forms is esta
blished on a difterentiable manifold, The
study of this structure leads to some re--
sults relative to the parallel displace---
ment of volume forms associated to a linear
connection on the manifold.

Motaciones y Definiciones Preliminares

in este trabajo M trepresentrid una variedad diferenciable para-
compacta y conexa de dimensidn finita n, ¥ (M) el algebra de Lie
de los campos diferenciables en M y F{M} el dlgebra de las fun--
ciones diferenciables en M con valeres reales.

Una densidad @ en M subordina un operador divg: X {M)— F{M)
que seri denominado operador divergencia usual (0.D.U.}. Si M es
orientable, una forma de volumen & en M da lugar a una densidad
denotada por [Ql{véase [1J) y se escribird aiv. en lugar de divg
Dicho operador viene definido por la £6rmula:(div Xje= L, ,

i X
donde Ly denota la derivada de Lie respecto al campo X. {véase

(3.
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Una seccidn S en L{M), fibrado de referencias en M, se --
identitica con una base local de campos (e],...,en) en el domi--
nio abierto U de definicidn de 3, y st (C(I,...,an] en su base --
dual de i-formas, Qs=a]1\...hun es una forma de volumen que da 1lu

gar a un 0.D.U. en U denotade por divg.

La traza W de una conexidn lineal lMes la traza de la ma-

l . .
triz {wj) de proyeccionesverticales de T en L(M) (véase[2]).

Por Gitimo, si ¢ es curva integral maximal de un spray X%-

en M, al conjunto imagen de ¢ se denominarid trayectoria del spray

{véase 4 ).
Definicién |

Un operador div:¥ (M)——3f (M} se llamara operador pseudo-divergen-
cia (0.8.D.) si satisface las siguientes condiciones para X,Y& ¥ (M),y
fe F(M):

1) div(X+Y) = div{X)+div{Y)
2) div(£X) = Lyf ¥ £divx

Si ademds se satisface la condicidn
33 div(LxY) = Lx(divY)-LY(divXJ, se denominard operador divergencia --
{0.D.}. Se demuestra facilmente que cualquier 0,5.D. {respectivamente
0.0.) puede obtenerse a partir de uno dado por adicibn de 1-formas en
M (resp. 1 formas cerradas).

Teorema |

‘Un operador div: ¥ (M)—> F{M) es 0. D. si y s6lo si, para cada p& M
existe un entorno aiburto y conexo U de p, y una forma de volumen & en
U univocamente determinada salvo constantes multiplicativas no nulas -
por la condicidn:{div X} U = div {X/U} para todo Xe& X({M), ¢ mé&s bre-
mente, div/U = div
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i1 teoremua 1 muestra que un 0.0, es "localmente un 0.D.U.,y esto -
permite ecstablecer respecto a &1 una definicién localmente trivial de
transporte de formas de volumen, que se extiende de forma natural parn
un 0.5.D.:

Definicién (¥ Proposicign) 2

a) Sea div Q.D. en M, o:LaJﬂ —> M un camino continuo con origen --
en pe My ﬂp forma de volumen en TM. Exite entonces una (nica forma

de volumen continua a lo large de o, G(t) = [ggp)div(t] agtsb; tal que:

1; &la} = Q)

23 ¥ t, € [at b) existe U entorio abierto de g(te), y ¢ forma de volu--
men en U con div/U = divy , ¥y tal que g(t)= fi(c(t) para t é:[;,b] , 5L
ficientemente préximo 2 to. ' :

b) Pro otra parte, si div' = div +oes 0.5.D. & es 1-forma en M) ¥
g es diferenciable a trozos, la f6rmula que siguc establece sin ambi--

gliedad una detinicién de transporte de formas de volumen respecto al -

operador div':

R )gi, () = lexpfo, 0 ) (o0)y;, ()

div
Un 0.D. div. en M determina de manera natural una J-forma en L{M},
w que queda bien definida por la condicidn:

w/L(U)= —%9--

para cada forma de volumen  definida sobre un abierto U de M, tal que
div/U = diyn . esta idea se generaliza para un 0.5.D. en el siguiente

Teorema 2
Dado un 0.5.D. div en M, existe una Onica 1-forma w en L(M) tal gu

para toda seccidn local 5:U——F L(M) es div/U = divs 4+ 5% w. Ademéds -
se verifican las equivalencias:
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1) div es U.D.¢=v es cerrada
2} div es 0.D.U. & w es exacta

Por otra parte sc demuestra que la traza w de una conexidn lineal

en M, es la 1-forma en L(M) asociada a un cierto 0.5.D. divr, que -
define el mismo transporte de formas de volumen que la conexidn. Si w
es cerrada por el teorema 2, div es O.[}. y dicho transporte es localme
te trivial.

Por otra parte para conexiones simé&tricas T , el caridcter cerrade
de w equivale a la simetria de su tensor de curvatura de Ricci, obte--
niendose el siguiente resultado:

Teorema 3

Una conexidn simetrica [ conserva localmente formas de volumen po:
transporte paralelo si y sdlo si su tensor de curvatura de Ricci es si

métrico.

Finalmente el teorema 4 tratard de precisar qué tipo de restriccic
nes deben imponerse a una conexidn lineal en M para que gquede univoca:

mente determinada por su 0.5.D. asociado:

Teorema

Sea £ un spray en M. Entonces para cada 0.S. D div existe una Gni-
ca conexidén lineal simétrica T en M, con diﬁ, = div, y cuyc spray de
geodésicas posee las mismas trayectorias que el spray X¥.

3u demostracidn estd relacionada con las té&cnicas y resultados ob-
tenidos en [hla
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