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Abstract.-

This paper contains the statement without proof of a residue formula
relating some characteristic classes of G-vector bundles &(for G a torus)
to local invariants at the fixed point set of the action of G on the base
of £. An article with complete proves will appedr in Topalogy.

1. Planteo general del problema

Sea £: N —%» M un G-fibrado vectorial real diferenciable, siendo G
un toro de dimensidn v y supongamos gue M es una variedad diferenciable com-
pacta orientada de dimensidn n.

Sea A={x e M| dim G, >t} , en donde G designa el subgrupo de isotro-
pia en x e M de ta accidn de G en M, y consideremos la aplicacisn
jx: H (A} = R (M) inducida por la inclusién j: A + M (utilizamos 1a homolo-
gia con ceeficientes reales).

5i « es uma clase caracteristica de £ de grado p, es natural formuiar-
se las siguientes preguntas:

(1} En gque caso Da e Imj,? (D designa aqui 1a dualidad de Poincaré).
{2} Supuesto que Do € Imj, Como construir explicitamente un representante
zde B e Hn_p(A) tal que j (8} =Dez,

Una tal férmula, para merecer el nombre de férmula de residuos, debe-
ria expresar z en funcifn de datos locales en A, esto es, en funcidn del
"G-fibrado g[A" y del "G-fibrado normal de A en M",

E1 siguiente teorema contesta a la primera pregunta (ver [3; teorema
16] }.
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(3) Teorema

Si A={x e M| dim G, > r+p-n}, entonces Da € Imj, .

Naturalmente este teorema sfle tiene interéds cuando p=>n-r, pues s
pen-r es A=M y el teorema es trivial.

Cuando A=g¢, el teorema anterior nos dice que o=0. Es decir, las
clases caracteristicas de grado p> n-r+m se anulan, siendo m la mayor de las

dimensiones de los subgrupos de isotropia de la accidn de G en M,

E1 teorema anterior fue obtenido por J. Pasternack en el case particu-
lar de ser £ el fibrado tangente de M con la accidén inducida por la de G en
M, como un corolario de un teorema mis general sobre foliaciones riemannia-
nas (ver [4; Coralario 2] ).

Es facil ver como el teorema (3) puede utilizarse para obtener obstruc-
ciones a 1a existencia de ciertas acciones de grupos de Lie. Por ejemplo, se
deduce inmediatamente gue si M4k+1 es una variedad compacta orientada de di-
mensidén 4k+1 cuya clase de Pontrjagin k-&sima es no nula, entonces si un gru-
po de Lie compacto G actéa casi libremente sobre M, ha de ser G de dimen-
sién 0 o 1.

§2. Una férmula de residuos

El toerema (3) respende a la pregunta (2} si p>n-rtm, ya que entonces
e = 0. Por consiguiente, quedan por contestar 10§ ¢asos en 105 que n-r<p <
< n-r+m. La férmula de residuos que exponemes a continuacién resueive el caso
p=n=r+m {m>1) (ver [3; teorema 21 ¢ 40]). Esta f&rmula es una generaliza-
¢ion de Ta dada por P. Baum y J. Cheeger (ver [1l; theorem C]), la cual es
andloga a la obtenida par R. Bott en el caso complejo ([ 2; theorem 11).

51 Ti {i=1,...,5) son los subtoros de G que aparecen como l-componen-
tes de 1os subgrupos de isotropia de dimensidn m {m>1) de la accidn de G
en M, entonces

A=f_U ... UF s Fe NFL =4 siifj
1 T5 Ti Tj
T (i=1,...,s) el conjunto de puntos fijos de la accién de Ti en M.
i .
Se sabe que FT. es unidn disjunta de subvariedades compactas conexas
1
orientables Fil""’Fiti de rndimensidn par 2m11, . ZmTt
Eiijamos una arientacidn en cada Fij ¥ orientemos el fTbrado normal
"ij de F‘ij
Entonces, si p=2q (las clases caracteristicas de grade impar valen
cero) tendremos '

siendo F

en M de forma compatible con las orientaciones de Fij y M
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(4) Do =j.{ £ Dg, J)
ij

en donde U designa a l1a dualidad de Poincaré y Bij € Hth'mij)(Fij] son las
clases de cohomologia de de Rham que describimos a continuacion.

Sea K un subtoro de G de dimensién r-m que actie casi Tibremente en
M con 12 accifn inducida por la de 6. Designemos mediante G, X, 11. las al-
gebras de Lie de G, X, T1. respectivamente. Evidentemente tenemos K N ;=0
(i=1,...,s).

Elijamos ho e G tal que expthD sea densc en G, Es facil ver que
- dim(K + (ho'>} ﬂ_‘[i =1 {i=1,...,5), en donde (h0> designa el subespacio de
dimensidn 1 generado por ho. E1ijamos h1. € Ii tal que (5_+(ho>} nli =4 h‘i)'
Es facil ver que expthi es denso en Ti‘

Sea WC: S{Sk(d;R))I ~———— H*(M) el morfismo de Chern-Weil del fi-
brado ¢, siendo d el rango de &, Sk(d;R) el espacio vectorial de los en-
domorfismos antisimétricos de R¢ ¥ S{Sk(d;R)}I el &lgebra graduada de las
aplicaciones multilineales simétricas sobre Sk{d;R) que son invariantes
por la representacidon adjunta de SO{d;R)u 0{d; RYseqlin qué £ -esté arentadoo ro.
(5) Supongamos que a = wg(r), siendo Te Sq(Sk(d;R})I

Entonces, las clases B4; Que aparecen en (4) vienen dadas por la compo-
nente de grado 2(q-m1.j) de l1a clase de cohomologia de de Rham no hon_mgénea

E.s
Wy, ()
-1
n..
thJ(pf]
en donde Pf e Sm1J{Sk(2 sR)) es el pfaffiano Ng'ij wn"ij son
RE s0(2m, P ano y w, " W,

£; i
son los morfismos de Chern-Weil generahzados W J S(Skfd; R)}I —t H*(F‘J),
Nis i
1 . *

whi : S(SKtzmij’R})SO(Zm.j] H (Fij) que definiremos segu1damente.

Comencemos observando que la accidn de T en £, J(resp. n; .) induce
representaciones en las fibras. Sean 8, (h1)(x} (resp. Lij(hi)(x)] las deri-
vadas de dichas representaciones en 'Ia fibra sobre el punto x ¢ Fij’ aplica-
das a hi' Se demuestra que eij(hi} {resp. Lij(hi)) definen secciones diferen-
ciables en el fibrado de los endomorfismos LE {resp. Ln ). Ademds, si do-

ij ij .

tamos a los fibrados gij(resp. “ij) de mé&ricas de Riemann T.-invariantes
y elegimos conexiones riemannianas Ti-invariantes. las secciones eij(hi)

{resp. Lij{hi” vesultan ser antisimétricas ¥ paralelas. Definimos entonces
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los morfismos wﬁij, wEiJ imitando la definicitén del morfismo de Chern-Weil
pero substituyenéo en todas partes el tensor de curvatura R por R+ eij(h1}

(y andlogamente para n,,). Se demuestra, utilizando la identidad de Bianchi,

E..

L
y el hecho de ser o, .(h.), L..(h,) paralelas, que Tos morfismos w TJ, w
it ijtii hf hi

sdlo dependen de 1a accion de T1 en Eij’ "ij y de la eleccién de hi en Iﬁ‘
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