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1. INTRODUCCION.

Vamos a tratar de algunos problemas elipticos y parab8li

cos que pueden formularse respectivamente de la forma

u+ Au=f en QCIB.N

)
+ condiciones de contorno en I = 3Q
¥
ut+Au=F en QT= QX]O,'I-‘{
(Pev) u{x,0} = ug{x} en &

+ condiciones de contorno en ST = 30 x [0,T]

donde § es un abierto de ]RN de frontera regular, f: @ +R,

F: Qp R y vp: & +R son funciones medibles o medidas y A es
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un operador en general no lineal y multivoce que generaliza el opera-

dor laplaciano -A,

En el presente articule expondremos algunos resultados pa

ra problemas del tipo (P ¥ (Pev) vilidos cuando alguno de los

El}
datos f, F, up son medidas de Raddn acotadas, Fisicamente ello es
de extrema importancia al permitir tratar como datecs impulsos locali-
zados, cargas puntuales, puntos de control y una varjada clase de fe-

némenos que se describen en t&rminos de la "funcidn delta de Birae,

§ .
Dado un abierto I de Rﬂ, se define
M@ = {f e ico@®)": [laf| < 4o},

Si Cg(f2) es un conjunto:de las funciones éontinuas en §I gque tien
den a cerc "es el infinito" (es decir, segin el_filtro de los comple
mentos de los subconjuntos compactos) con la topologia 'sup", resuel
ta que M) =1Cy(M]'. Ademds L'{(R) es denso en M{N), si

teie@ Jig|l, = y todo conjunto acotado en M(Q) es re

hedl (g

lativamente compacto para la topologia ch,C') {cf. como referencia

Edwards [10], pp. 280-288].

Estos resultados pueden ser utilizados para resolver
{Pel), {Pev) con datos en i () siempre que cqno?camos una buena
teoria en L'(Q) {per ej., m—acrétividad. ver mds adelante) y ademis
la aplicacidn solucidn sea acotrada de. LI en‘gn espacig funcional
adecuado que nos permita el paso al limite, .El procedimiento a seguir

consiste en aproximar (Pel)’ (Pev) por



u + Au = £ con f € LI(QT}, fn—= f en af ,C)

n n
(B0
+ cond. contorno
- 1
(un)t + Aun Fn con fn 6 L {QT), Fn.. F en o
= 1my
{Pev) un(x,O} =u con Yin e LM, uonw* u; en ¢

+ cond. conterno

Dos palabras sobre técnicas y notacifn: Un operador {(en general mql
tivoco) en un espacio de Hilbert H, p.e. L%*{(Q) es una aplicacidn
A: D(A) H =+ Pp{H), pP(H) = partes de H. Por abusc de notacidn

escribiremos A: D(A) + H. Se dice mondtono si
{1) Vx, v € D(A) <AX - Ay, x~y> >0

U operador mondtonc es maximal {o.n.m.) si lo es en
sentido de inclusifn de grafos (en H x H}. Segln un famoso teore-
ma de Minty, A: D{(4) * H es un o.m.m. 5ii el rango R{I + &) = -

= H (I = identidad)}.

En adelante B tepresentarid un grafo {u operador) maxi
2dl mondtono (g.m.m.) de R; en particular £ suele ser una "petren-
”

cia

Bls) = Isiq_I s, gq> 0.

En {5} se recoge la informacidn sobre operadores monSto-

nos con vista a la aplicacidn a problemas estacionarios y de evolucién.

Si X es un espacio de Banach, p.e., LF(Q), 1 <p <o,

el concepto de operador mondtono es favorablemente generalizado conel
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concepto de operador acretivo: A: D{A) X >+ P{X} es acretivo si

(2} la aplicacidn RA = {1 + AA}_l es una contraccidn:
D(R,) € X » X para todo X > 0

A es m-acretivo (generazlizacidn de o.m.m.} si R{I + XA} = X, es de
cir, en términos de ecuaciones, si u + A4u = f tiene solucidn u

parz toda f 8 X y todo X > O.

tna referencia de operadores acretivos y resultados pus
de verse zn 2],

Finalmente LP{Q}, i ﬁ p < = son los espacios de Lebgé
gue sobre un abierto QI de IRN,: ﬁ > 1;5 Hptﬂ). 1 < p <« gon 105.
espacios de Marcinkiewicz {cf. {4}, apéndice} & 'L? débiles {cf.
[14], §9). Es de notar que uP< Lioc’ ”1 4 q<p., Para k>0 ¥
1 < p<oe, Wk’p{ﬂ) v N%'pkﬂ) son los espacioé de Sobolev usuales.
Un resumen de todos los resultados a utilizar puede .ver.

ge en [157.

2. ALGUNOS PROBLEMAS COM MEDIDAS.

2.1, La ecuacifn-de Thomas-Fermi.

La TecrZa de Thomas-Fermi es un modelo de tipa electros—
tdtico que representa una buena aproximacifn de la Teoria de Schrodin
ger para la Mecdnica Cuﬁngicé y se aplica con éxite por ejemplo en la
determinacidn del radio efectivo de un dtomo o en el estudio de la in
teraccifn entre Zromos neutros, c¢f. E.H. Lieb - B, Simon [12] para
una exposicidn de resultados scbre TF hasta 1977. Dado el funcio-

nal



£ (o) = 3 Jms.o(x)s“dx - [ Voo + 1 J] GO axey

.

. 5
+ U,  definido para p € L' L Ts@m3y, p>0

k
-1 - .
donde V = ): zjlx—Rj| : es la energia potencial electrostitica de
3=l
bida 2 los nilicleos de carga 2, situados en R, y U= é
S ] : 1<igk
z; z:1 |R1.-Rj| es la energia de repulsibn nicleo-niicleo, se trata de

minimizar £ (p) en la clase de densidades de carga electrdnica o)
especificada, obtenifndose la existencia de una densidad ppp Para

una energia °E'IF = minok(p).

Tras una serie de cileculos, la ecuacidn de Euler corres

pondiente se puede presentar de la forma

¥

3
) R R e

[l are k-

. &{x-R.
zJ (x J)

j=1

donde & es la masa de Dirac.

H. Brézis, cf. [7], aborda directamente el estudio de
(3) mediante las t&cnicas de operadores m—acretivos desarrolladas en

[8] v {4]. El problema (3} es un casc particular del problema
(P} -hu + B{u)} 2 §

donde B es un g.m.m. de R tal que 0 € B{0). Si f 8§ L!GRN} gse

obtiene una buena teoria - L':
Teorema 1. [4].

i) Sea N > 3. Para todo f € L’GRN) existe una inica

s HN;"N—I tal que |%u] € ”Nfﬂ_i y existe una (nica w 6 'L“(IRN)

tales que -du + w=Ff, w & B(u} ctp, es decir, resuelven (P;).
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ii) Sea N =2 y O & Int B0R). Para todo f & L'(R?)
existe u 8 w;;;GRZ) tal que iVuI '] MZGRE) y _existe w € L'QRE)

Gnica cumpliendo {P;): -fu +w=§f, w& B{u) ctp.

iii) Sea N =1 y 06 Int BQR). Para todo f € L'(R}

1 - .
existe u € W 'mﬂn) y existe w € LR} {nica cumpliendo -Autw = f

w € B(u) ctp.

. . A » . .
Ademds si u, U, w, W son soluciones correspondientes

respect. & f, f se tiene [[(w-87 ||, < fee-Hr L y la splica—

cidbn £ + (u, grad u} es acotada

5 si 8>3 de L' en MN8N

i) si N=2 de L' en WP xM 1cpea,
iii} si N=2de L' en L xL.

Los resultados anteriores implican que el operador
A= -A o 8”1. definido de forma apropiada, es m-acretivo en L10RN)
¥ la aplicacitn f + B GI+A)_IE) es acotada de L‘GRN) en los es-

pacios antedichos.

En [3] Ph. Bénilan y H. Brézis realizan el procedimien-
to de aproximacidn -L! previsto em §1 para (P;) cuando f eg

una medida acoctada y se obtienen para N > 3:
Teorema 2 [3]:

Sea N>3 y B ung.mm. tal gue 0 & B{0). Las afir

maciones siguientes son equivalentes:

2{N-1}/N-2

i) DB =R y riso:) - B(-0)]r dr < 4o (Cp)
t
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ii) para tode f € CRN) existe u € l“(NfN_sz),|VuEG

6 W/ ayiste weal'®Y) y we B, -Butw=f ctp.

iii) idem para el caso particular f = #§.

AdemZs en caso de verificarse 1), 1i), iii) las sclucio

nes u, w son iinicas y se tiene (T-acretividad de A).

(4) N 1y = BB |

Este resultade lo extendemos parz dimensiones N = 1,2

en el trabajo [15}:

Teorema 1: 1) Sea N=2 y B un g.m.m, tal que 0 6 B{0),

I
0 € Int B{0). Entonces son equivalentes:

i) D(B) =R y J (B(r) - B(r)] e *dr < =
0 (c.)
para todo a 0.
ii) para todo f € M r?) existe u € Hi;::CFRZ), |Vu| 8
€ H &Y y existe w € L@ y w6 B{u, -bu+w=£f, ctp.
iii) jdem para f = e, ¢ E6R

2) Sea N=1 y £ un g.m.m. tal que 06 g{0} ¥

D 6 Int B(R). Entonces son equivalentes:

i) D(R) =R (Ci}

ii) para todo £ € M (R) existe u & Wl’mﬂR) y exis-

te w € LM y wé&pBl, -dv+w=f ctp.

En ambos cases w es dnica y v es5 {inica salvo (posible

mente) una constante adiriva. Se cumple la desigualdad (4) {[T-acre-

tividad]l.

181



2.2. El problema (P;) tiere también interéds cuando el
espacio base es un abierto acotade @ de RN. Sea como antes B un
g.m.m. de R cal que € € B{0). Planteamos

—fu + Blo) en
(PQ)
u=0 en T =30
H. Brézis y W. Strauss muestran que el operador

1 . . .
A==-A o« B es m-acretivo en L'(2) en el siguiente sentido:

Teorema 4. [B]: Para tode f € LY(8) existe u € w;'q(ﬂ)

l<qc¢< NTl finica y existe w & Ll(ﬂ) finica tales que -Au + w = £,

w € B{u) ctp.. Ademds si u, w cortesponden a f° se tiene

oo < Na-H7 1,

y la aplicacién f + u es acotada: Ly - w;’q(ﬂ).

A partir dc estes resultados A. Bamberger en [1] aplica

1

el procedimients de aproximacidn -L' del §1 para obtener solucio-

nes de (PQ) cuande f es de la forma g + éxl; g & gy ¥

i ¢
GXQ(x) = §(x-x9), dimponiendo a B ciertas condiciones de crecimien
to.

Este resultado puede ser mejorado utilizando las técni-

cas de §2.1. Asi nosoctros ohtenemos:

Teorema 5. [16]: Sea B un g.m.m. de R cal qué "0 & B(D). Son

equivalentest

i) B cumple la condicién (cy) de los Th. 2,3.

ii} Para todo f B MM (R), existen u 6 w;'q(ﬂ),

l £q¢< ﬁgT Gnica v w 6 L'(Q) d{nica tales que

-bu +w=£f, we& B(u ectp.
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iii} . idem para f = cd, ¢ €RR,

Ademds en este caso H (w-G)+ || 1 £ l|(f-?)+ H , en el

sentido va apuntado.

ANANASAANANNAN

En el casec en que I sea un abierte no acotado de ]RN
carecemos de una buena teoriz de existencia em L'(R), salvo en el
caso en que f € L;(Q), es decir f tenga soporte comf.lacto, pues

entonces se tiene,

Teorema 6. [17]: Sea QCHRN un abierto acotade de B@N de frontera re

gular T v sea £ un grafo m.m. de R tal que 0 & B(0) y que

1

s -
J dS(J B(t)dt)
=1

a

11"2 ¢ ® ‘ (SC)

N . . .
Entonces para toda f € L;CIR } existe una finica

N
N-1

y existe una {inica w & L'(Q) tales

u GW;'Q(QJ, 1 < g«

que -hv +w=1f, w& B(u ctp., es decir u resuelve el problema

-Bu + B(u}) 3 f en 0

Ademis u y w rienen scporte compacto.

Para otros resultados ver [6] v [9].

Aplicando la t&cnica de aproximacidn L! obtenemos

: N "
Teorema 7. [16]: Sea § ¢ B un abierto no acotado de frontera re

gular T y sea B un g.mm. tal que O & B(O) y c¢umpliendo (SC).

Entonces son equivalentes:

i) cumple (C.).
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ii) para tedo f € MM o(Q), medida acotada de seporte

compacte, existen u y w ¢omo en el Th. 6.

2.,3. Un problema de evoluciln.

A. Bamberger trata asimismo el problema

u, - Au ¥ Blu) D + glt) Gx (x) en Q = Qu(0,T)
o

(P ) u(x,0) = ug(x) en _

u = 0 en P =aTx[G,T]

1.2
donde T >0, f€L%Q), up 6 B =W> @ vy g € 120, 7).

Asi se tiene,

Teorema 8 [1]: Si

i} B es uns funcida C'(R) creciente tal que 0 & (M

0<8 M) <d Al P +4,, A ER con p> 1,

dy > 1, dz > 0.

.. . +2 N
ii) 1 < p < q*(@) = inf (-—N—-Z— , _N:_Z_)'
NS

Entonces (P;) tiene una solucifn {inica u € Lq(O,T:Lq{Q))

Vq: 1 £ g < q*{n). Ademds si 1 < r < r*(g) = inf( N+2

N,
N4 = M1
v & L (0,T; LY. a

Esta ecuacidn tiene interés en ciertos modelos fi.:ices,

por ej. en técnica de reactores nucleares en que la variable de con-

trel es la posicidn xp del punto en que se aplica el impulso .Sx
o

En {1] se estudia la dependencia de u respecto a x,.



2.4. Impulsos comodato inicial de una ecuacign de evolu-

cifn: soluciones tipo fuerte.

S. Kamenomostskaya, estudia en [1l], [12] el problema

u = (B(u))xx para x €R, t >0
(P3)
u(x,0) = un(x)_

en gue ug(x} = E§(x), E constante, es un dato inicial localizado.
(P;) puede describir la densidad de fEiltracidn de un gas en un me-
dio porose o, ciertos fendmenons que ocurren al comienzo de una explo
5idn nuclear. Definidas las éorrespondientes soluciones generaliza-
das (F3) que S. Kamenohostskaya denomina "de tipe fuente" se demues

l
tra:

Teorema 9 {11]: Ses £ una Funcidn continua: [0, B} + R, de cla-

se C® en {0,®) tal que R(0) =0, B'(0) > 0, A=) =; Blw)>0

y B'(w) >0 si u > D; ademds para todas m,M: 0 < m < M, B{u)

¥y B'(u) son acotadas en [0,M] y B"{(u) hasta g"' (u) son acora—

das en 0 <m< u <M Entonces (P3) tiene scluciones tnicas gene-

ralizadas para tedo E > 0.

El Teorema 9 puede ser extendido con t&cnicas como las
anteriormente expuestas a grafos maximales mondtonos B tales que
0 6 B(0). Asimismo las soluciones tipe fuerte existen para diversos
problemas de evolucién con operadores mondtonos de tipo divergencial.

Sobre ello tratames en [1B].
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