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1.- 1INTRODUCCION

En [2] se introducen formulas multipasos lineales (MML) de

la forma

X
=h J B (b £

N
(1.1 ey y
3 520

L, k> 1, he(d,h J, b >0
- - Lo [a]
i=0 _

ntj nt)

para el tratamiento numérico del problema de vdlor inicial {PVIY

(1.2} Syt o= E{t,y), telo0,7]

yiey = vy £ [O,Tﬂ x B° —> ®° continua lispchitziana

siendo Yo la aproximacidn a y{tn) obtenida al aplicar la f&rmula

(1.1} al PVI (1.2)-con longitud de pase h, £ := £{t., ¥ ), t := nh.
R n O 41 n n

Los coeficientes aj(h), Bj(h) satisfacen las siguientes condiciones:

i) &j, Bj : [0, hGJ ——> R, § = 0{1)k son funciones acotadas en

: - + . -
[O,'hO] y continvas en 0O , dependientes de la longitud de paso h.

ii} luk(h)| > hLlSk{h)I para Fle[O, hé], L constaﬁte_de Lipschitz de £,

e mil s , )
111)  fo_tn) |+ |8 (n)| > 0 para he[0. ]
3 , . _
iy} Los polinomios pi{L} := Z &j(h) EJ, oLy := Z Bj(h} QJ no tienen
j=0 7. - =00 :
ceros comunes para hingun hg]:o, h;}.

En dicho trabajo se estudia la clase de tales formulas carac
terizada mediante operadores lineales en diferencias LE:CTEO;Tﬂ-+C[0.Tj,
definidos wediante expresiones de la forma . ' ’

k

[¥] 1) := § Jo, ) yitesn) - h B ) yodessm |,
by
s L 3 3 _



anuladores de espacios lineales I (w} engendrados por familias de fun

ciones {¢o' ¢1; ey ¢p} dadas por

cos vE 51w < O €
.= & = . ,whi= R , =1, 2, ....
¢°(t,w) 1 siw=0 ¢n{t w} Jo¢n_t(x widx, n
coshvbsi w > O

1/2 P
donde v := le / , w pardmetro real.

Los esquemas multipasos lineales asi construidos integran
exactamente polinomios algebrdices, funcicnes trigonométricas y funcio
nes exponenciales. En [3], mediante la introduccidn de una cierta
transformacion, se amplia el espacio de funciones integradas exactamen
te, para incluir las del tipo

ut -
e ¢n(t,w}. u, weg R, neab.

En el presente trabajo se generaliza dicha situacidn para
- - B - C i = . _noomt .
integrar exactamente iz clase mas general de funcicnes t© e cos Vi,
n  ut . .
t e sep vi, U, ve« R, nelN qgue aparecen como scluciones del PVI li-

neal de coeficientes constantes

{3.3) . A matriz constante real s ¥ s,

yi®) = Y,

Comoc idea uwnificadora del trabajo se analizan las preopie-
dades estabilizadoras de un grupo de transformaciones ya sugerido en
[3]. -Como consefuencia, partiendo de un MML gue integra exactamente
las funcicnes e 1t, kle ¢, 1 =1{1)s se construye un MMl que tiene
a llh, 1 = 1{(l})s como puntos interiores de su regidn de estabilidad

absolutsa.
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2.- EL GRUPD DE TRANSFORMACIONES Ty,s

~ o N
Sea (p,0) un esguema multipasos lineal definido por los

polinomios

k
(2.1 B =3 Ej(h}aj GeL) := 7 Bjth)cj

v consideremos el esquema (p,d) obtenido a partir de (p,g} median-

te la transformacién TY 5 ° (5,8) ——2> {p,g} definida por las rela-
clones

a,(h) := [a.m + GhB,(h):! o IYR

] J ]
(2.2)

By (hy == 'éj(h) e~ IYR j = 0(1}k

donde ¥,6 son nfmeros complejos. Es evidente gue si ambos esguemas
L)
{(p,o) y (p,0) hande ser.de coeficientes constantes, necesariamente los

parametros y,é6 de la transformacidn han de ser reales.
$i se utiliza la notacién

o ) 1 en| la.m
_ dn !
(2.3) . =001k

. {h a 1 8. (h
BJ() BJ()

resulta inmediato comprobar que el conjunto T de aplicaciones T 5
*
Y,8e C definidas por (2.2) es un grupo biparamétrice con respecto

a la operacidn composicidn de aplicaciones, siendo la identidad TO
-1

y T =T
Yra

0

_-Yr_a-
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Observese gue, en general, se puede considerar la transfor-
macidn TYPG actuando tanto scbre el estuema multipasos lineal como so-
bre el problema de valor imicial. En efecto, aplicar el esquema
TYrY {6,8) al PVI {1.2) supone calcular {yﬁ} como solucifn aproximada
del PVI (1.2) mediante la ecuacifn en diferencias

K . - . K o .
(2.4} E [aj(h)-+ Yth(h)}' e Ivh vy .=nh E Bj(h)e ivh £

o
§=0 n+j =0 n+j

la ¢ual se puede escribir ﬁara cualquier ¢ C come

k
(2.5) J | &. (n)+6hB, () el v
j: 3 ] E .t

" by _
;azoéj(me [ (Y- 6)yn+3]

. PO .
pudiendo interpretarse como el esquema T (p,0) aplicade al PVI

v,
y' o= £(E, y) - (v-8)y, te[0, T]
(2.6)

y{0) = Y,

Es interesante conocer en términos de los parimetrosy y §
ta relacién existénte entre aplicar el MML (5,8) al PVI (1.2} v apli-
.car. el MML (p,0) = T .5 (D G) al PVI (2.6)}. En particular, cuﬁndb
6=y , éiqué. 1nf1uenc1a tiene gue usar unco u otro de los esquemas (p 0).
(g3 para-tratar-numerlcamente el mismo PVI? Evidentememte, dicha 'in-
flﬁencia véndré dada a través del comportamiento de dichos esguemés con

respecto a convergencia y estabilidad.

Léma:2.1;—_-si {p,0) = TY 6_(3,3), cualquiera que sean Y, &, A € ©

h > 0 "las dos proposiciones siguientes son equivalentes

12 X i=1{xk Ison'iaé raices de la ecuacion p(L) - Aho(L)} = Q.
24 §1_= e_yh xi,_i 1(1)k son las ralces de la ecuacidn
BTy - (-8 no(D). =
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Demostracidn : Basta considerar que

k 1 k . .
pigy o= [ aymiz’=] &.(h)+6h8,(h)}c_3Yh'c]
j=0 7 j=gb 3 | ;

&) .

&, th) (
o ]

L
I

k
+6h § B. () (e
3=0

3 - pe Moyesnate M)

.ok, avh s Koa - iy o~ -
Bomed =} Bime M = JR o M0 - o™
| L

=0 3

olL) =
]

I~ <

3

En consecuencia,

~ -Yh

pix.) ~ Ahof{x.) = 0  <==> ple ~"x,} - (A-&) he(e‘th_) =0
i i i i

i=1(k i= 1{1k

A continuacién se desarrcllan algunas aplicaciones de este

Lema.

35.- CONDICION DE LAS RAICES

La "condicidn de las rafces" de Dahlquist [4] juega un papel
fundamental en la teoria de convergencia para métodos multipases lineales
con coeficientes constantes, pucs equivale a la propiedad de cerc-estabili
dad. HWo obstante, es poco eficiente en cuanto a la determinacidn de esque
mas cuya aplicacidn con longitud de paso h fija presente estabilidad nu-
mérica; por ello se recurre a otros tipos de estabilidad, frecuentemente

basados en propiedades de las ralces de ecuaciones de la forma

{3.0} _ p{g) = Xho(L) =0

Con el fin de superar las limitaciones de los MML coh coe-
ficientes constantes, algunos autores (Gautschi [5]; Horsett [10];
Bettis [1]; Lambert [6} y [?]; Sigurdsson [?] ¥ [8]; Mikela, Nevaulinna
y Sipild [9]: Sarkany y Liniger [111] han introducide MML cuyos coefi-
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cientes dependen de la longitud de paso h, pero conservan en general el
misme concepto de "condicifn de las raIces" que para MML de coeficientes
constantes. Sin embargo en [2] se introduce la c¢lase de esquemas multi-
pasos lineales (1.1} con coeficientes variables (aj, Bj' j = 0{1)k fun-
ciones reales definidas y acotadas en [0, ho] , ho > 0, y continuas cn
0+,Iao(h)| + 1Bo(h)| >0 en [0, hoj) para la integracidn numérica del
BVI (1.2). En dicho trabajo se define la siguiente "condicidn de las

raices" :

Pefinicidn 3.1.- C-condicidn. El esguema (p,0) satisface la C-condicidn
para el nimero complejo A si existen constantes h, > 0, cy >0, i=1{1k

tales gue para tode }1eED, h*] las raices x5 de la ecuacidn {3.0) wve-

rifican
h o,
12 .1 <e., i=1k
1 - 1
28 |xi| <1 si x, es miltiple.

La correspondiente definicién de "condicidn de raices" de
Dahlquist para los MML con coeficientes variables propuestos en rZ] seria

la siguiente :

Definicidn 3.2.- D-condicifn. El esguema (p,0) satisface la D-condicién

si existe h, > 0 tal que para todo he [0, ht] las raices X, de 1la

ecuacion p{L) = 0 verifican :

14 ]xi|_<_1,i=1(1)k

2% ]xil <1 =i x, es miltiple.
1

Observacion 3.1.- 5i el MML es de coeficientes constantes entonces
h, = +® en Definicibn 3.2.

A continuacidn se considera la relacidn existente entre los
dos conceptos de C-condicidn y D-condicidn de las ralces introducidos
en las Definiciones 2.1 y 3.2, en el sentido siguiente : For una par-

te, la D-condicidn es caso particular de la C-condicidn; y por otra,
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se muestra que dado un cierto MML {3,3) que no cumple la D—condicidn
de las raices, (y por lo tanto no cero—estable en el sentido de la teo-
ria de MML de coeficientes constantes}, pero si la C-condicifn, se pue—
de transformar en otro MML (p,0) que si sea cero-estable (en ese mismo
sentido) . Este procesc cero-estabilizador se consigue haciendo que la
transformacién correspond:iente actue sobre las raices de la ecuacidn
caracteristica a{(_.] = 0 modificandolas de tal manera que las ralces

de la nueva ecuacidn caracteristica p(f) = 0 cumplan la D-condicidn

Si se considera la transformacion T actuando sobre un

L.
MML (p,0), la ecuacion caracteristica del MMIL. {p,0) resultante es

Yoo

it

a.{h (e
j

J=0

con lo cual tamando ¥ con ReYh suficientemente elevado se puede con-
LY
sequir e (p,F) satisfaga la D-corndicion {estricta) de las raices.

De manera general, se tiene el sigquiente resultado.

Teorema 3.1.-

(i) Todo MMI, que verifica la D—condicién werifica la C—condicidn.
~ A
{ii} Para cada MML {p,0) que verifica la C—condicion, existen MML(p,0)

que verifican la D-condicion.
Demastracidn :

{i) Es evidente gque la D—condicidn es un caso particular de la C-con
dicidn para A = O, ci =1, i = 1{1)k.

(ii) si (p,g) satisface la C-condicién para Ag C, existe h, » 0,
c; >0, i = 1{1}k tales que las raices )?i i = 1(1)k de la ecua
cidn B(C) - Ams(E) = 0 satisfacen - i

e [§1| _f_c? para todo h e (0, h], i =101k

2= IQi[ <1 si 21 miiltiple.

S5i todos los ci <1 no hay nada que demostrar, pues basta tomar
ip,0) = (p.O).
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Si algun c; > 1, témese Ye C tal que ReY = log midx ¢, vy obtén-

A A i=1{1x! .
gase [(p,d) = T'Y X {p,0) . Entonces, segiin Lema 2.1, las ralces
[ “h ~
de X, de pi{Z) = 0 son x; = e Y X, ¥ cumplen
Ix,| = e 2.1 = RO % |,
1 1

luego

e_ReYh ch <

i < 1 para tode hel0, h*]

|, | <

-Revh

v si xi miltiple |xi| < e < 1, ya que Rey > 0.

4,- CARACTER ESTABILIZADOR DE.LAS TRANSFORMACIONES TY,é'

Uno de los objetivos fundamentales que se persiguen al intro-
ducir MML de coeficientes variables (v, [1], [6}, [8], [10], [11]) as con

seguir medores propiedades de estabilidad con respecto a los MML anilogos

- - - o ’ -
de coeficientes constantes. A cohtinuacidn se muestra como mediante
transformaciones TY 5 adecuadas se consiguen MML estabilizados en
L

algiin sentido. Introduciremos previamente la siguiente definicidn.

Definicidén 4.1.- Un MML {(p,0) dependiente de un parimetro X es loeal-
mente A-estable si cada A con Rel < 0 pertenece al intericr de la re-

gidn de estabilidad absoluta.

FL Y
Teorema 4.1.- Para cada MML (p,0) que cumpla la D-condicidn de las

raices el esquema (p,d)} = Tl 3 {6,8} es localmente A-estable.

Demostracién : Témese y = 6 = A en Lema 2.1 Entonces, si las raices

§;, i = 1{1)k, de pIZ) = 0 satisfacen la D-condicidn se tiene que las
" Ah A7 .

raices x, = e Xy de p{f) - AhC(Z) = 0 son de mddulo menor que 1

para Re Ah < 0, BAdemds, por continuidad de las raices de un polino-

mio con respecto a sus coeficientes, para cada Ah con Rel h € 0 exis-
e

te un entorno Vv de Ah tal que para cada A h ¢ v las rafces de

e d
(L) - Aho(Z) = 0 son de mddule menor gue 1.
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Teorema 4.2.- Cada MML (a,G) y cada regidn de estabilidad relativa
SY = {Xhe Cllas raices ﬁi de B(Q) - iha(ﬁ) = G cumplen lﬁii <

nel[o, 0], Reyh > 0

se transforman por T__ _. en un MML (0,0} con regidn de esiabilidad

absoluta So := {lhe.CTlas raices X, de 0L} - Ahg{Z) = 0 cumplen

x| <1, ne[0, n,]

Uy b

- &h.
v

Demostracidn : Segin Lema 2.1, para cualesquiera v, §,% ¢ C i

. - . - .o h

i = 1(1)k, son raices de p{LY - AhC(L)Y = 0 si vy s&lo si xi = eY ®
son raices de S{C) - A+ §) ha(ﬁ) = 0. Entonces, para cada

(A + 8)he 8, se tiene ]xil < R

= e"Yh ;i cumple que

y como  x.

*X i _ e—ReYh

i [§i| <1,

resulta que *h € S . Es decir, 5 = s - &h.
o o ¥

5.- INTEGRACION EXACTA DE FUNCIONES

Los MML de coeficientes wvariables introducidos en [2] v
. . ut
[3] integran exactamente las funcicones e ¢n(t,w), u, we R, ng M.

esta seccidn se establece un resultado gue permite la construccidn de

MML gue integran exactamente las combinaciones lineales de funciones
la forma

n ut n _ut
{5.1}) t e cos vE, t e sen vt, u, VveR, nel

¢, lo que es lo mismo, a las funciones

i

En

de

eReYh}
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A
e t¢ﬂﬂnWL e C, weR, nei.

Teorama S.1.- El esguema

It

) k/\
aj(h) Yppy = P z Bj(h} £

=0 3 j

. n n .
1 exactamente z las fumciones t cos vit, t sen vt, n = 0(1jp si

y su_u sl se verifican las condiciones

k . -~
k R "
D, : .; [aj(h) ¢1<3.A} - Bj{h) ¢°(3,R)] = 0
=0
....................................... ,
k jr—1h r2a jr—1 -
Dzr :jgo [F?—ajfh)—] Bj(11)]¢o(J,A" 3 }Bj(h}¢1(3:;\) = 0
k jr_1“ o2 r=1
apel jée [ r_1aj(h)~j Bjth)]¢1(3.K>— %;:rﬁj(h)¢o(3,k) =0
r = 1{1}p, donde A = —V2 h2 < 0.
Demostracidn : Para =» = 0 ya estd demostrado en [2]. Para n = i

basta anular idénticamente las funciones ¢t exp{+ ivt) mediante el ope-

rador Lh para obtener Dz Y D3. El resto se completa por induccidn.

Es un cilculo directo demostrar zhora el siguiente

Corolario 5.1.- El esquema

X X
¥ a th) y . =h ‘E

B. (h} fn
3=0 =0 3

+J
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: . ut
integra exactamente 1 las funclones trl EUt cos ve, tn =] sen vt,
LAY ~ oA
n=0{(p si y sole si {p,q) = Tu u(p,ﬁ), donde el MML (p,0) satisface
L

las condiciones Di, i = 0{1) 2p+1, del Teorema 5.1.

A continuacién se considera la existencia de MML estabili-

zados a partir de los MML considerados en el Corolarie 5.1.

Teorema 5.2.- Para cada MML (p,0) que integra exactamente a las fun-
clongs exp(ll t), kle C, 1= 1{1)s existen vY,6e C tales gue el
MML (p,C) = v 6(6.3) contiene a (Xl - 8,1 =1(1})s en el interior

de su regidn de estabilidad absoluta.

Demostracion : Sea (8,8) un MML gue integra exactamente a las Ffuncio-
nes exp{kl t), 1 = 1(1)s. Entonces ([3}) la ecuacidn

pit) - {legh) 6(g) = 0 tiene a exp(l1 hy, 1-= 1{1)s como ralces.

En consecuencia, cada ecuacion p{f) -XihO(Cl =0, 1=1{1ls polindmica

de grade k posee la raiz exp()\l h} y otras k-' ralces.

La acotacidn de dichas raices se tiene como aplicacién del

Teorema de Gerschgorin, de modo que la ecuacidn

k .

Pla.t -2 nBm g =0 con a (n) -A hB(n #0, heto, n],
5200 3 1 3 k 1 k ’
tiene sus raices X i = 1{1)k acotadas por

1

< x| Suyp+ 1, i =1k
0, o+ 1 :
1
donde

a.(hl - A_ n B.{h)

My e max b 1 bl
j=0(1}x uk(h) - kl h Bk{h)
a.thy - &, h B.ih)

”1 = max 2 1 !
3=0{1)k ao(h) - )\l h BO(hJ
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Temando L := uin —_———  , U = mdx TR

1=1({1}s n, o+ 1 1=1(1)s :
resulta gue el conjunto de ralces de las ecuacienes
pLo) - A ha) =0, 1=1(s
verifican
L < x| <u.
TR E T
8i U < 1 es evidente que th, 1= 1(t}s, estdn en el in-

Fa T
terior de la regidn de estabilidad absoluta del MML {p,d}. En este ca-

so el Teorema 5.2 se cumple trivialmente con v = § = O.

|
Si U > 1 tdmese Y tal que Revh > log U y definamos

J Ah e Cllas raices gi de f(g) - Aha(C) = 0 cumplen que
[ eReYh }

1A P | T
l |xi'| < , e O, T, |, Re¥n > &

Evidentemente, klh pertenecen al interior de §Y, 1= 1{1)s.

De acuerda con Teorema 4.2, el MML {p,0) = T—Y - (p,d)
tiene a (kl - &8h, 1 = 1{1}s come puntos interiores de la regidn de

estabilidad absoluta S_ = EY - &h.

6.- APLICACION A PVI LINEALES.

y' = Ay
Para integrar exactamente los problemas lineales:
Q) =
yio) =y,
donde A maktriz real constante s * 5y ll valor propio de A de orden

de multiplicidad Py L=1{1m, p, = S, siempre es posible referirse
i=1
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a la correspondiente forma candnica de Jordan y construir un esguema
que integre exactamente las correspondientes funciones de la forma :

n _ut n ut i
t e cos vE, £ e sen vt, n = 0{1} p-1.

Para conseguirlo, de acuerdo con el Teorema 5.1, basta im-

poner para cada valor propilo Al las condiciones siguientes :

i) si Al eg valor propio real de orden de multiplicidad pl, debe
tomarse p = pl. v =0, u= kl. imponiendo las condiciones Co'

C,r «u. € vy aplicando a continuacién la transformacidn T .
i pl—i u,u

ii} 81 ll = u + ivl, es valor propioc comnlejo de orden de multiplici-

dad p1 debe tomarse p = Ppr V= Vye 0= 0, imponiendo las condicio-

D D 'y aplicande a continvacifn la transfor-—

nes D, Dy, Dy, .on 291_1,
macién T .
u,u
Chservacidn.- Las condiciones Ci' i = 0(1}p1~1, son las conocidas ex—

presiones para esquemas multipasos lineales con ceoeficientes constantes.

Le]-
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