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Introduccidn

Se desea eshozar una extensidn del método de Poincaré-
Lindstedt para el estudio de la existencia y construccidn de scluciones
periddicas de cierto tipo de ecuaciones diferenciales funcionales. Mds
concretamente, se trata de extender dicho método a ecuaciones con un pa-
rametre de retardo, desarrollando un algoritmo recurrén%e para la cons-
truccidn de un desarrollo asintético unifermements vilido, y presentando
el estudio de modo que, en ciertas condiciones de regularidad, si el al- -
goritme puede establecerse en general a nivel formal, entonces existen
realmente soluciones periddicas gque admiten come desarreolles asintéticos
los obtenidos mediante el algoriimo citado.

Este punto de vista tiene como objeto el presentar la
posibilidad de efectuar cdlculos aproximades de soluciones periddicas,
lo cual no es posible cuande los métodos empleades para determinar su
existencia nc son censtructives. Asi, por ejemplo, los trabajos realiza-
dos hasta el womento sobre la ecuacidn del girasol (Casal y Somolinos {1)
¥ Somolinos (u4) ) centran su atencidn en la demostracign de la existen-
cia de una solucidn periddica, y en este sentido la extensibn que se pre-
tende del métode citado vendria a complementar loya realizaao proporcio-
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nando expresiones aproximadas de la solucidn peribdica obtenida, Sin em-

barge, el contexto en que se estudiard el problema es bastante mds gene-

ral que lo gque requiere la ecuacidn mencionada.

En el presente trabajo se expone sdlo una forma en que
el método en cuestidn puede extenderse a cierto tipo de ecuaciones con re
tardo, y por razones de longitud excesiva, tanto en la exposicidn como en
la presente redaccién,.sélo se inclﬁyen los'pfeliminares formales, pero
preparando las cosas para el estudic analitico directo. El trabajo comple
to, tanto en el aspecto formal como analitico, asi como la aplicacién a

la ecuacidn del girasol, aparecerd proximamente (Casal y Freedman (2)).

Se considera, pues, la ecuacién diferencial retardada
(1) 2{t) = £{A,x(t),x(t-2))
donde x,fER", n>l y A es un pardmetro real no negative. Se estudiard
dicha ecuacidn en el enterno de un punto x, en el que f£(},x,,x,) = 0,

para todo A > 0. Puede tomarse x, = 0. sin pérdida de generalidad,

Hipbtesis y notacidn

En la ecuacién (1) se supone que f es de clase Ck+3

(k > 0) en un entorno de x = 0.
Sea
(2) n = ACAIM + B(A) n(t-3)
la gcuacidn linealizada, en la que
Aty = 200y B = Edxy)
24 % ¥

=y=0’ x:y:o'



$e supondrd que la ecuacidn (2) posee solucicnes perif
dicas no nulas para algin valor del retarde A= 4, >0, y se desean estudiar
las posibilidades de existencia y construcéién de soluciones peribddicas
para valores de } prdximos a Ayt Bajo ciertas condicicnes, la mera exis-
tencia de esas soluclones puede considerarse como un problema de bifurca-
citn de Hopf, pero muestro interés primordial serd el de la existencia y
construccidn de desarrollos asintdticos uniformemente vilidos para tales
soluciones.

. Se dencotard mediante P al espacie de funciones vectc-
riales continuas 2q-periddicas, al cual se puede dotar de producto esca-
lar en la forma integral habitual, y mediante Pk (lék<m) al subespacio de
P de funciones de clase k.

Mediante L se denotard al operador diferencial con re-

tardo

Lalt) = () - A(xy) Alt) - B(Xo) nlt-he)

y N{L) seré el subespacic nulo de L en P . La dimensidn £ de N{L) serd
mayor o igual que dos, porque se ha heché la hipbtesis de que {2} posee
al menos una solucidn periddica Z,» Y zo{t- o) es linealmente indepen-
diente de zg para al menos algin & . Sea {vi(t), e vz(t)} una base

de N(L).
El cperador adjunto de L, L viena dado mediante
It . T T
La(e) = n{t) + & (o) nlt) + B {Ay) nltsiy)

h--d
sobre P . En la expresidn anterior AT ¥ BT denctan las traspuestas de A
y B respectivamente. Se tiene también que dim H{L } = dim N(L), vy se toma

rd en N(L“} una base ortoncrmal {wl(t), . wz} , es decir, tal que

T
[a < wi(t), wj(t) » dt = 854"
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El sistema de ecuaciones

Para el estudio de scluciones peribdicas de pequefia am
plitud, puede introducirse naturalmente un pequefic parametro de la ma-

nera siguiente:

o
e’ = oo - J e e (3)
un periodo
Puede entonces efectuarse la sustitucidn de la variable dependiente
X = gz, con 1¢ gue se obtendrian de (1) y {3} un gistema de ecuaciones en
z{t,c) en el que ensayar un desarrollo‘formal en términos de potencias de
€. Sin embargo, comoc es bien conocido, el hecho de que el pericdo de

2(t,g) dependa de ¢ impide que los desarrollos deseados sean uniformemen

te vdlidos por 1o gue, de acuerdc con el método de Poincaré-Lindstedt, se

T{e)

cambia también la variable t mediante t = 27

7. La nueva Z(1,2) serd
oM-peribdica para cada £ si y sblo si z{t,£) es T{€)-periddica. La imposi
cifn de algin tipo de condiciones iniciales {lineales), conduce a la con-
sideracidn de un funcional lineal real y contin » B definido en P tal que
Bzo = ¢, donde z, es la solucién 2T-periddica supuesta para (2), de modo
que el sistema de ecumciones a estudiar es

Lz = G{t,&),
27
{uj ;ﬁ IO 1'2(1,5) u?d‘( =1,

sz{1,g) = 0,

donde
_ T{e} 2n
6{1,6} = S fix{e),e2i1),e2{z - ey Ael)y) -
- A0 32(1) - B(AO)Z(T - AO), g # 0,
6(1,0) = 0.



Una primera condicidn necesaria para la existencia de
soluciones peritdicas de (4) es que G(.,g) sea ortogonal a N{Lﬁ), as de-
cir
(%) r“< 6(t,e), wi('r}>:0, i=1, ..., L.

i}

Solucidn formal

Se supondré en esta seccidn gue las ecuaciones (4) po-

seen soluciones Z{tT,e), Alg) y T(e) con desarrcllos asintdticos

. K i k1 Cs
Z{t,e} = I OZi(T}E + Qe }, (con Zi(T) 2n-peribdica)
1:
K .
(5) Me) = 8 aLet v o(eRTh,
i=o *
k -
T(c) =L T.e' + O(¢k+1), {con T_ = 2u).
izo * ©

Se trata, pues, de determinar un algoritmo recurrente
para calcular las funciocnes 2Zq-perifdicas Zj(T), asi como los coeficientes
Ai y Ty 1 21 £ k. Para ello se introducen las expresiones (5) en las e-

cuaciones (4), y se igualan los coeficientes de las sucesivas potencias

de £ en los correspondientes desarrellos de Taylor. Llamande
=Lz e
R(T) = 5 (20(T) + A B(A )2 (A-X })

s(t) = A‘(AO}ZO(T) + B'(Ao)zo(r - )\o)

dA dB
(A3 ) = =5 » B'(A ) = 55 }
a dX A'-_)\o o] di A

u
o~

F{t) = C(AO; Zo(r), ZO(T)) + D(lo; ZO(T), ZO(T - XO}) +

E()\O; ZO(T - 3\0), 2(t - J\O))
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(en la expresidn anterior C, D y E son las formas bilineales que corres-

ponden a los términos cuadrdticos en el desarrollo de Taylor de f),

W(Ov = eO s 2 (1), v) + DlAgs v, 50“ = Ag))

D(Ags Zaltl, v)
2

N{T) v = + E(ko; ZD(T - lo}, v,

{Obsérvese que M y N son operadores lineales de ﬁn en R") se obtiene lo

siguiente
P = : = T T
i=1; | LZ, = T,R(T) + kls( ) + F(T)
P4l
(6} [o <Zo(r), 21(1)> 41 = 0
B(Zl} =0
2<i<k Lz, = T,R(T) + A5(T) + ”(T)Zi-l(“. + p, (1)
2
<z {1}, Z.{7 Tz g
(7 Ja 20{ L1 ) > A 2
B(Z.,} = 0O
1
donde pi(T) aon funciopes vectoriales 2n-periddicas de ZO(T), ...,21_2(1),
Tys =oen Ty g XD, kl’ «» A; 4 ¥ q; son escalares reales que dependen
sblo de ZO(T), ey Zi_i('r).

Las dos {iltimas ecuaciones de (&) o de (7) no son sufi
cientes para determinar todo lo gue es desconocide, pero en cada paso éqg
de hacerse uso de la condicidn (¥*}, que proporciona las condiciones que
se necesitan para esa determinacifin. En efecto, introduciende en (#) las

expresiones (5) se obiiene

21z
Iﬂ <Ti+1R(r) + )\i+18(t) + M(r}zi("c) + N(‘[)Zi(‘[ - AD} + pi+1(‘l'),

wj(r] > dr =0
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para 2 £i <k, 1 <3< 4E,y
anm .
L ARG+ NS00+ R, w0 6T = o, 1< <L

Para la obtencidn de las incognitas Apo Ti ¥ Zi(T) par
tiendo de Ao’ To =21y ZO(T), convendria discutir las expresiones ante-
riores, leo cual no ofrece demasiada dificultad, y con ello se completaria
el proceso formal. Siq embargo, es posible reformular estas condicicnes

de manera que las nuevas, siendo egquivalentes por lo que se refiere al es

tudic formal, resultan mucho mas convenientes para el estudioc analitico,

con lo cual ambos aspectos veciben un tratamiento unificade. Este se sin-

tetiza mediante la siguiente

Definicidn. Ye dice que el sistema (4) es formalmente resoluble si se ve-

rifican las dos condicicnes siguientes:

1} Existen un {nico kl vy un Gnico T, que verifican

A
L)

N~
=

2T
L <T,R(T) + kls(r) + P13y, wj('li')> dr = 0, 1

2} El sistema homopéneo

2T

J <Z (1), ult)> dr = 0
1] o

Bu = ¢

posee un espacio de soluciones K de dimensidn £ -, 2, y el Gnico tri-

plete (A, T, u) eR xR % K que satisface
27 .
L <TR(T) + A8(T) + M{DIul{T) + N(D)ult - X)), wj(”c)> dr = 0, j £ &,

es A = 0, T = ¢, u(T) = 0,



En el articulo de Casal y Freedman (2) puede verse cd-
me 81 un sistema es formalmente resoluble puede obtenerse la validez ana-

litica de los desarrcllos formales (5).
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