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En este trabajo nos planteamos estudiar la unicidad de
soluciones en el problema de la filtracidn en un dique de forma cual
| .
quiera. Para ello partimos de un resultade de existencia establecido
por H. Brézis, D. Kinderlehrer y G. Stampacchia mediante una nueva
formulacidn del problema, y demostramos que estas soluciones son tam-
bién soluciones del problema planteado de forma cldsica. Luego, par-
tiendo de la formulacibn clisica, demostramos la unicidad en un senti-

do "débil", v damos condiciones suficientes para la unicidad en el

sentido fuerte.

Diferentes autores han trabajado sobre este problema

para casos particulares de diques.

Baiccckl [2] se interesd particularmente en el digué de
forma rectangular (fig. 1) para el que demostrd la existencia y unici

dad de solucicnes.’
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Alt [1] trabajd sobre un caso un poce mis gemeral pero sal
vando alguna particularidad del dique rectangular {fig. 2}, lo que le

llevd a demostrar la existencia de uma solucidn minimal.

S




Brezis, Kinderlehrer y Stampacchia [4] trabajaron sobre
un dique de forma cualquiera, represeniado por un abierto 2 de R?

de borde regular en el que distinguimos 3 partes:

51 es la parte impermeable del borde
S2 es la parte al aire libre.

S3 es la parte cubierta de agua,

A la vez, llamamos A la parte submergida de 2, y en el borde de A

distinguiremos 4 partes:

I'n ¢ 5, es la parte impermeable

T2 ¢ @ es la frontera libre de A

Ty = 83 es la parte cubierta de agua

I'y € 5; es la parte mojada del dique situada al

aire libre. (fig. 3).

Notemos que Ty, T; y T, no son conocidos, sdlo .

I's esatd perfectamente determinado

Desde el punto de vista fisico, la ley de Darcy estable
ce que la velocidad v el agua, es proporciomal al grad{pty) donde

p representa la presidn e y la altura. Dada la incompresibilidad
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del liquido tenemos:
div(¥) = 0 en A
lo que sgignifica:
Ap =0 en A
Por otra parte tenemos las siguientes condiciones en el borde:

p=¢ en Ty

BEY) 3. ya0 en T

av

ﬂ%—t}y)—=;-v=0 en T ¥ p=0 en Ty
B 35 <0 en T y p=0 en Ty,

av . -

donde v es el vector normal exterior de A y ¢ es la presidn del
agua en Ty. Gracias al principic del miximo, tenemes p >0 en A,

dado que ¢ >0 en Ty y 3pfdv > D en T;.

Esto nos lleva a una formulacifn d&bil del problema que

geria:
sea L6C () con T=0 en T2 y [ >0 en T,

Ltenenos

IAgradp . grad_:';f[ %=[ (ﬂ%).)cnfr%io
[EENPNY 4

Ty UT, U,
Si prolongamos p por O en 1 - A, para [ 6 Cl(ﬁ), =0 en

Tay . L >0 en Tu y H representando la funcibn de Heaviside, tene-

mos:



oz
Vp Vo + [ H{p)L = [ Vp = V& + J < Q
Lz Q ¥ la A ¥

La formulacidn fuerte del problema serd entonces:

{ Encontrar p 6 HY(Q), p=¢ en Sz U Sy (6 =0 en S§2)
p>0 en 1 y encontrar un conjunto medible A tal que
Py~ 4 p=0 en - A tales que

I gradp-.gradc+[ (AL, <0 VLEH'(R), £=0 en
Q Q y

L 83, £ 20 en 85
1. EXISTENCIA.
Vamos a utilizar la siguiente formulacitn:

[ Enconcrar p 6 HI(Q), P=¢ en S5z U Sy (d=0 en 82)
p>0 en {1 y encontrar g 6 Lm(ﬂ), g=1 en {p > 0}
P 10<g<t en {p=0}

J grad p - gradC+J gL <0 VL gH!(), T=0 en
Q R 7

| 83, £ 20 en Sz,

para la que tenemos el siguiente teorema de existencia debido a Brezis,

Rinderlehrer'y Stampacchia [4].

Teorema 1.1 Suponemos que ¢ es lipchitziana y que ¢ > 0 en
52 U Ss. Entonces existe por lo menos una solucién del
problema (P,); ademis esta solucifn estd en

1.8
' <
“1oc(9)ys ik

Para evitar al lector demasiada biisqueda y por el inte
rés que tiene en cuanto proporciona un "esquema" de aproximacidn repro

ducimos a continuacién la demostracidn del anterior teorema.
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Para demostrar La existencda se introduce ek siguiente

problema aproxdimado:

Encontran p_ € H1(2) con P =9 er 52 U S, taf
P(I,E) = que JQ grad Pe * grad © + J,n HE(pE)Cy =0

YL EHYR), T=0 en Sz U Sy,

donde He 24 una sucesidn de funciones Lipschifzianns que "convenge"
haeda H (fudc(dn de Heavisdide) y taf que H(p) = 0 84 p <05

ponr ejampto!
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Se tienc entonces el sdlguiente Lema:

Lema. Suponemos que H_ es uaa quncdSn Lipschitziana y acctada, En
Lonces existe wa sofucidn (nica P, de (p.(l,e'_)) ¢ ademfs

>
pE_O en .

Demostnacibn def Lema, La existencia nesulita del teo-
nema def punto §if0 de Schauden.

En cuanto a fa unicidad, se consideran dos soluciones

P ¥ P de (P(l’e))' Sea q = P — P, 4¢ Llene entonces:

|J grad g * grad ] <L [ lal - Iz I,
Q Q 4

donde L es L£a constante de Lipschitz de He. Dado &8>0, &e esco-

ge L = (q—5)+fq. Se obtiene:

lgead g2 lq |
[1q>él i “Imm_%!'_



i por Lo danto
(¢-8)*
J [grad Log(1+ —37— |* < L?{q]
Q
Apticando £a desigualdad de Poincarné se Liene:
J {Log(1+ —(%Q—}{z < ¢L2(a|
&

donde C e4 independiente de 8. Haciends Zenden 8 hacia 0, 4

deduce que q < 0, poa Lo tanto fa s0lucibn es finfea.

p: +
Se demuesira que p_ > 0 utilizande [ = (-95—6) /P

y aplicando fa misma téenica que dnterionmente.

Fin de £a demosiracd{fn del Teorema 1.1,

Es4d clare que p, estd acotado en HI(Q) asf como

1, .
W2S@. Vs <= . Sea Pe 7P en ' (débitmente}, P v P on

L?, B (pg )8 en 1. Sea T ER(W) econ L.=0Cen S;4 L>0
n Tt
en Sz2; 4e tiene

3p
E
v Lo
%P <0 en 8
v = z

grad p_ * grad C-§—JH(P)C =J
IQ € QE €7y $»

dado que P, =0 en S 4 P, 20 en @ Jimplica
Pasande af £imite, s¢ ve que p e6 sofucibn de (P1)., Se puede nolar
que g = 1 zn el conjunto abiente p > 0 dado que Holp) +1 en

p > U. Esto acaba fa demostrncibn del Zeomema 1.1.

Nota 1.2. Estd claro que toda solucifn de (Pp} es solucidn de (P;).

_hota 1,3, Vames a demostrar que los problemas (P;) y (Fe) son

equivalentes en el sentido de que toda solucidn de (Pp)
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€5 tambiefi solucidn de (Py) lo que estableceri la exis-

tencia de soluciones de {Py).

Previo a egte resultado, vamos a establecer algunas re
laciones cbvias que satisfacen las scluciones de (P1). {(Por lo tan-

to también las eventuales soluciones de {Py)}.

Teorema 1.4, S5i (p,z) es solucidn de (P,) tenemos:

1) sea G = {(x,y) 6 Q/g{x,y) = L}, entonces &p = 0
en&

2) 8 >0 en

3 Ap + Byg =0 en §

4) 9. g <0 en 0,

5) ¢ = {p > 0}

=]
Demostracién. 1} Sea ¢ €& C‘:(G) tenemos:

0= { Vp+VL + { gL = foIVp'VC + [, gt = [o Vpevg
2 8% g ¢ 7 ‘¢

dado que J“ gL = Io L =03 luego Hp =0 en G.
Ty g Y

G

2) Sea T € C?(Q) no-negativa y € > 0 y sea la
a
funcidn nin(p,€Z} 6 Hé(ﬂ) con seporte em G, tenemecs

L=
n

J ¥p - VYmin(p,el) + J g (min{p,€0))
! 0 ¥

J Vp - Vmin(p,ef) + J (min{p,£2})
a Q 4

J Vp *» Voin{p,&l) > EI ¥p » VL
Q preL

cuando €+ 0 {p > ez} + {p > 0} ¥ al limite tenemos



0> [ VprVL = I Vp*¥L 1o que implica:
o Q
Ap > 0 en .
3) Sea L € C?(Q), tenemoa:
= VpVi + C= - <ApH) g,0>, —1
o [9 pVvL JQ gcy pt v& e JHi
¢on lo cual ﬁp+3yg =0 en N

4) de 2) y 3) se deduce Byg_g 0 en .

s}
5) Sea G, una componente comnexa de G, entonces

en G1 tenemos 8 p » 0 lo que estd conforme con lo deseado § p = 0,

Supongames p = 0 en Gi y cbtengamos una contradiccidm.

Sea entonces H, = {(x,y) € & {x,¥") &6 Gi para algiin

y'}. Esta clarc que en Hi - Gi p = 0 dado que ayg < 0 con lo cual

0
p=90 en Hi' Finalmente, sea ¢ una funcidn C no-negativa que se

anula en 0 - Hi’ >0 en s? ¥ ﬁy > {, entonces 02_[ Vp¥L +
Q

+[ gcy==J gt > 0. Lo que implira g = 0 donde Cy < 03 deducimos
Y Q

10

entonces: = {p > 0}.

Tecrema 1.53.

si {p,g) es solucidn de (P}, entonces {p,G) es

solucidn de Pg; siendo G = {(x,y) 8 Qfelx,y)} = 1},

Demostracidn.
Vamos a demostrar que g = O en casi todo punto del

interior del conjunto {p = 0}. Para ello vamos a suponér que

19
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w € Int {p =0} es un conjunto de medida no nula en el que g # 0}

entonces existe (xo, y¢) € w tal que ¥e > 0:

IBL(xp.¥c)s €3 N w| £ 03

sea entonces € > 0 tal que la bola B[(xo,yc), €] ¢ Int {p = 0}
construimos una funcién § € Cm(ﬁ), tal que L[ se anule en Q - HE

siendo
Ho = {(x,y) € R/(x,y") € Bl(xp,ye),€] para algin y' < y}

(notemos entonces que H_ < Int {p =0, vy tal que gy_i 0y Cy=1

en

Hd2 = {{x,¥) € @/{x,¥') € B[(xo,¥e), €/2] para algin y' < y}.

Entonces T € H'() vy ¢ >0 en S8z, L =0 en S3, por lo tanto
Lenemos

o > JVp?C + [gc = Jgg > 0 con lo cual gz =0
BRI A A Y

en casi todo punto lo que supone g = 0 en casi todo punto de HE

/2

De esta contradiccifin deducimos:

g=0 en Int {p =0}

II. EXISTENCIA DE UNA SOLUCTON MINIMAL Y UNICIDAD EN UN SEﬁTIDO DEBIL.

En esta segunda parte vamos a demostrar que existe una
solucidn minimal py y que cualquier otra solucidn es igual a la solu
c¢ifn minimal mds una solucidn p del problema con daco en el borde

$2 U 53 identicamente nulo, tal que {p > 0} N {py > 0} = p.



a2} Soluciones §z-conexas.

Definicidn. 2.1. Llamamos solucidn Sj3-conexa teda solucifn p de
(Po) .tal que los clerres de todas las componentes conexas de {p > 0}

corten Sai.,
Demostraremos entonces el siguiente teorema:
Teorema, 2.2.

Toda solucidn de {Py) es sima de una solucidn Sjz-co-
nexa mAs una solucidn del problema (Ps}, con un date en el borde ¢ = 0

en 82 1) 53, nula en el soporte de la sclucifn S3-conexa.

Demostracidn,
t —

Vamosz a ver primero los siguientes lewmas:
Lema 2.3. Sea p una solucidn de {Pg¢)} y sea Ai una componente

conexa de {p > 0} tal que el clerre de A; mocorte S; entonces

P; =P ° I(Ai} es golucidn del problema

Encontrar p 6 H'() p=0 en S2 U S3, p> 0
en £ y encoatrar un conjunte medible A tal que

p=0 en Q- A, tales que:
Pol{p = O) {

J grad p « grad § + J I{A)L_ <0 ¥ 8 rYD

L > 0 en 8z \ S;.

Demostracidn.

$1i llamamos H(Ai) el siguiente conjunte

H(A,) = {{x,¥) & Q/¢{x,¥") € 4; para slgin y'}
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tenemos,

3p,
l *
v + I(Ai)v y £ 0 en el borde de H(Ai) 3

en efecto en la parte vertical tenemos,

3pi

— = o o . . dado que 8A

I{Ai) =0, g

no puede teper trameos verticales dentro de @ sinc en ellos tendria—

3p.
i _ = N
mos P ™ 0 y por lo tanto P; = 0 en Ai' en §; tenemos
Bpi
5o~ t APV~ y =0
¥y en Sa:
ap.

1.
o+ LV -y < 0.

Entonces para todo I & H‘(Q)} £ >0 en §5; \J S; tenemos:
¢

r 'S 't
N grad p. * grad? + | 1{A,}t = Vo¥o + | (AL < 0,
Jn : Jn vy JH(AiIJ, Jn(ai) y

lLema 2.4. Las soluciones del problema ([pe{d = 0}] son soluciones

del problema:

Encontrar p 6 Hl{Q), p=0 en S5 U 8, p20C en

{1 y encontrar un conjunto medible A tal que p =0
Pg{¢ = 0)* .

en - A, tales que

J grad p * grad [ + J (AL =0  ¥C 6 HYO
R Q 4
{La reciproca es cobvia).

Demostracidn.,

Sea (Pi, Ai) unz solucidn de [Po(¢ = 0}] entonces

para todo Z & D(R) tal que § >0 en 5z U 83, tenemos:



[ Vp.- Vi + J I{A)E <0 con locual si Ty > &2
@ *t f Y7 -

Zy v £z € D{f), tenemos:
I Vp,Vig1-C2) + I T{A;) (T - Cz)y =0
Q 2
en particular, sea &z una funcidén de D{) y L; ¥y &3 . tales que

%y = Max (G2), L3 = Min (52) entonces
Q Q

1} - . - =
z JQVBF(CI L2} + fQI(Ai)(C: Cz)y
='{Igvpi'VCz*'JQI(ﬁi)CzyI

=1 Vp.V (Ky -G} # J (A (Cy - T2), 2 O
JQ 1 1 ¥

0
con lo cual, dado que [ es arbitraria,
j vp.-v;~e-I I{A.}Z. = 0 parz todo § € D(),
i 17ty
Q 1
por lo tanto para todo ¢ 6 HI{Q).

Nota, 2.5, Analizaremos las soluciones del problema [Po($ = G)*]

en la tercera parte de este trabajo.

Fin de la demostracidn del Teorema 2.2.

Sean A;, 1i=1, k las componentes conexas de {p>0}
(p es solucidn de (Po)), <cuyo cierre no corta a 353, entonces teng
mos:
k k

[ V{p- ] I(a;))Vg + j ) (AL =0 VL 8 H (D)

Q  i=l 2 i=t ¥
Por lo tanto si Ai i=%k+1i, % son las componentes corexas de
{p >0} cuyos cierres cortan S5;

2 3,
Jv(p‘- > A NVE +{ = KA <0 para todo
Q i=k+1 Qi=k1 ¥

23
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£
¢ e B, ;>0 en 82, L =0 en 83; con lo cual p- E I{Ai) es
el
una solucidn Si-conexz de (Pp}.

b} Unicidad en el conjunto de soluciones Sa-conexas - solucidn mini-

mal.

Vamos a ver que 21 problema (Ps) posee una Gnica so-
1
lucin Si-conexa, por lo tanto esta solucifn serd solucifén minimal

del problema, Para &sto, utilizaremos unos resulitados de W, aAlt [1]

sobre el siguiente problema:

Encontrar p € Q) p=% en S48y, p>0 en
fi, vy encontrar un conjunto medible A tal que p = §

en I A vy tales que
?z h!

Jgradp-grad;+JI(A)c =0 veer' (), z=0
Q Q 4

en 5z W} 53,

Nota 2.56. Es obvio constatar que toda solucidn del problema (P} es

también solucidn del problema (P:).

Teorema 2.7, {alt [1]).

$i ¢ es Lipschitzianay ¢ >0 en Sz U Si enton-
cea el problema (P} posee soluciones. Si (p,A)} es solucidn de

{P;) entonces satisface:
a
13 A =90 en A
P

2) ﬂp >0 en §
1) ap + 3y(I(A}} =0 en @
4 3Y(T(A)) <0 en R

59 pec i@ wa tal que 0<ac<1,



Ademis, el problema (P2) posee una solucidn minimal

(pp, As) tal que ¥(p,A) solucidn de (P;} tengamos:
0<po<p en R, AT A.

Nuestro propdsitc es de comparar las soluciones $Si—-conexas de

{Ps) con la solucidp minimal de (P2).

Teorema 2.8.

El problema (Py)} tiene una iinica solucidén Sj3—cone- -

xa; esta solucidn es la solucidn winimal del problema (Pz). (y del

problema Pg).

Demostracidn.

Llamamos pgs 1la solucidn minimal del problema (P2},
vamos a demostrar que cuzlquier soluciém p S3-conexa del problema
(Pg) es igual a pg. -Para ello vamos a demostrar que:

_3p-pe _ o
™ 0 en 5,.

En principio tenemes p -pp >0 er 1 y p ~ po

en S3 \J 852 con lo cual -é%igg— <0 en 853 U 5:.

Si cogemos entonces una funcidn ¢ 6 R'(R) con ¢ >

tenemos!

(2.5.1.) J Vp-VC+ J 1, = I (<3 4 [R)veyigdl +
0 S5 v

+ I + I(A)vey)Ldl
Sa
(2.5.2.) [ Vp A+ I I(AD)C I (-§-§i + I(Ap)vey)gdl +
. 9] 52

+ f + I(Ag)uoy)ch'
Sa

23
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restando {2.5.2.) de (2.5.1.) tenemos:

L(a-A0)T = J (~9—(P§\;’i‘-')— + T{A-Ag)V-y)zdT
S2

+ [ _Qi%?ﬂil_ rdrl
s v

3

(2.5.3.) [ V{p-po)-¥; + J
Q 2

dado que S3; pertenece a los bordes de A& y de As.
Por otra parte, tenemos:

(2.5.4.) f (_3%?”’—) + T(A Ao)vey)Zdl = [ - 3{p=pa)_ f4r 4
5

2 S52 1 Ao

+ J 3B+ T(R)veydedr
S2 11 (A-Ro)

dado que S; (1 Ay pertenece a los bordes de A y de Ag ¥y que

—%%3— = { en el borde de A-Ap.

Por otra parte _ﬁigifll_ <0 en 82 U S5y, ¥
—%ﬁﬂ + T(A)vey £ 0 en §; dado que p es solucidn de (Py} con lo

cual, de 8sto y de (2.5.4.) y (2.5.3.) deducimos:

(2.5.5.) J V{p~ps) L + f 1AL, < J —2e=pe)  zqr < o
2 Q b S3
vz 6 H'(Q), §>0

5i llamamos CE 1la restriccidn a @ de la funcibn
=ex +1 - gx
CE 6

donde xg es escogido tal que para toduv x > x5 y para tedo y &R,
(x,¥) € @ (tal elecciBn se puede hacer dado que Q estd acotada).

g, € H'(Q) 7y por otra parte [, converge uniformemente hacia 1 cuan

do & tiende a 0, con lo cual existe &£, tal que ¥e < £p tenga-

mes: > 0,
ca



Suponiendo entonces € < £g tenemos de (2.5.5.):

ox - v € — Y Eg —

e o Re o[ 2w o g <o
Q Sy 'y

de lo cual deducimos:

3p—
(2.5.7.) e|gmc1(p_pl,)|Lz(m]n|”’2 3_[ |__%EF£_;;€° >0
Sa

para E < g£5 con lo cual haciendo tender € hacia 0O deducimos

2ApPo) L g on g,

av
por lo ranto, tenemos:
PP = _§£%iF£l_ =0 en 53, siendo 83 regular,
¥ p-ps arwdnica en A, con'lo cual deducimos
P-po =0 en Ay
es obvio deducir entonces,

pEp, en U

Entonces pp es la Gnica solucidn de (Py) 8S;-conexa; por otra par
te el teorema 2.2, nos permite concluir que po es la solucidn mini

mal del problema (Py).

I11. ESTUDIO DE LAS SOLUCIONES DE ([Pp(¢ = 0)] Y UNICIDAD,

En esta parte vamos a estudiar las soluciones del preo
blema (Py{¢p = 0)] y dados los teoremas (2.2} y (2.8), deduciremos
condiciones suficientes para la unicidad de la solucifn en el proble

ma (po).
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Sea p una solucidn de {[Po(dp = 0)] es fdcil ver que
para toda componente conexa Ai de {p > 0} tenemos que p % I(Ai)
es tambi&n solucidn de. [Po{d = 0)], wpor lo tante, nos vamos a limi-

tar al case en que {p > 0} es conexo.

Teorema 3.1,

5i p es solucidn de [Po{¢ = 0)] cal que el conjun

to {p > 0} sea conexc, entonces tenemos:
p = Max + (H-y,0) * I(A)
donde A= {p >0} ¥
H=sup {y ER ctal que p(x,y) > 0 para algin (x,y)} € Q}

Demostracidn.

Para todo £ € H'(Q) tenemos:
f VeV + J (A = Q.
Q 0 y
§i cogemoa ¢ = p - Max{H-y, 0) tenemos
Q0= I VpV(p-Hax(H—y,O))d-J I(A)(p-Hax(H-y,O))Y
Q Q

= J VoV(p-Max(H-u,0)) + J (lb—l‘lart(H“:;hC'))'Y
A :

A

Dada .que -V(Max(h-y,3)) ='(0,1) en A, tenemos

o
]

J VPV(P"HEX(H'Y.O)) - J V(Hﬂx(u_fl 0y - v(P‘m(H')’nO))
A A

J [F{p-Max(H-y,0}}}® con lo cual tenemos que
A

p-Max (H-y,0) es constante sobre A; como (x,H) pertenece al bor-

de de A para algin x, tenemos:



p= Hax(H-y;O) en A
p = Max(B-y,0) x I(4) .en Q.
De este Teorema deducimos el siguiente Corolario.
Corolaric. 3.2.

Una condicidén suficiente para que la solucidn de (Pg)
sea (nica es que S; — Ay sea monStono en cada una de sus componen-
tes conexas, siendo Ay el conjunto en que la solucidn minimal de

(Py) es mayer que 0.

Demostracidn. Es obvio ver que en estas condiciones
las soluciones no nulas de [ﬁo(¢ = D}] tienen un soporte que corta
|
Ap, con lo cual los teoremas 2.2, y 2.8, nos permiten asegurar la

unicidad de la solucién de (Py).

29
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