Introducecid

L objectiu de la present memdria és determinar tots els

r

enters r,m,p per als guals existeix un fibrat de fibra 5§ ,

~ + » - * * = m
1l'esfera de dimensid r localitzada a p i d'espai total 5 _,
1'esfera de dimensidé m locailitzada a p. Dit amb més precissié,
aguesta memdria estd dedicada principalment a la demostracid

del segbtient resultat:

Teorema: Existeix,un fibrat de fibra S; i1 espai total Sm,
o<«r<m, 5i i només si (r,m,p) pertanyen a algun dels segiients
tipus:

I} (2a-1,2nt-1,p), 1< t<p;

11) {(2n-1,m,p), n divideix p-1, Zn< m;

IT1) (2n-1,n{2c+1),p), n=2k, k divideix p-l, Hc‘#;l;

Iv) (3,m,2), 3<m; (7,15,2).

Passem a continuacid a donar una visid histérica del
prablema, que permeti situar millor aguest resultat dins el
context de la Topologia Algebraica.

En certa manera pot dir-se gue la teoria d homotopia
va comengar a prendre forma el 1835, quan Hopf va donar els
primers exemples de fitrats 4 ' esferes per esferes., £s tracta

dels avul dia anomenats fibrats de Hopf:
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Caitebs simultaneament as planteja la pregunta de si



aguests sdn els (Onics Fibrats en els quals la fibra i 1 espai
total sén esferes. Les ticniques desenvolupades en aquella &poca
eren marcadament insuficients per a donar resposta a aquesta
pregunta. Una generalitzacid natural és, donats vn espai E i un
subespai F, preguntar-se per 1 existéncia d un Fibrat de fibra
F i espal total £. Aguest problema, en aguests mateixos termes,
apareix a la llista de problemes publicada per fassey a 1 any
55 ([19]), amb motiu d una conferdncia sobre fibrats i geometria
diferencial que tingué lloc a la Cornell University el 1953,
Convé observar que sl problema anterior, enuvnciat en
termes absoluts, no és un problema ben plantejat de teoria
d homotopia, degut a gque la resposta no és un invariant del
tipus ¢ homotopia dels espais £ i ¢ dopats. Cal, doncs, adoptar
la segient definicid: direm que un espai E éslfibrable per un
oespai F si existeix un espai B, espais F, £ i un dizgrama

commutatiu

on F —> E ——f &5 una fibracid i les aplicacions verticals
sén equivali@ncies homotbpigques,

Aguest problema no astd resolt i si bé Husseini ({17])
va donar una caracteritzacid interessant, no sembla raonable
esperar una solucid completa. En canvi, en el cas particular
de que £ i F sdn esferes, es tracta d un preblema molf més
concret, en &l gual es van succeir els resultats parcials.
Citem els de [34), 1297, ['3], molt limitats, perd que damostren

fins a quin punt en agueilsa &poca es tractava d*un problema
diffcil.



Un pas cabdal va ser el descobriment del gue avui dia
anomenem successid exacta de Gysin. 51 5= 5" —+8 6s un
fibrat localment trivial, la successid exacta de Cysin ens
ﬁermet afirmar que r=2n—-1 1 m=2nt-1, A més, la cohomolocgia de
B &5 una Blgebra de polinomis truncada.

Convé parlar dels resultats de Spanier-Whitehead {25] de
1955 i de Sugawara 327, {33} de 1957, gque donen un tomb sor-
prenent al problema. £l primer ¢ aguests treballs demostra que
si F—> [ —»B &5 un fibrat i F és contractil a £, aleshores
F 85 un H-espai. Els treballs de Sugawara demostren que si ¥ és
un H-espai, aleshores F~F, 21 "join" de F amb ell mateix, pot
Fibrar—se per F i si F és un espal de llagos, existeix un espai
contrictil £ que pot fibrar-se per f. E£n particular, si demestrem
que les dniques esferes que sén H-espais sdn les de dimensions
1, 3i 7, ja tindrem practicament demostrat (mancard un detall
en el cas de S?} gue els fibrats de Hopf sdn els dnics fibrats
d esferes per esferes., Perd el problema de determinar guines
esferes sén H-espais &s un problema cldssic, d'histdria ben
coneguda. Recordem—ne les principals etapes: invariant de Hoopof,
operaciens de Steenrod, relacions d° Adem, operacions secundaries
i resolucid Final del problema per Adams [ 1], al 1958.

Pot dir-se que 1 estudi de 1 homotopia mbdul un primer
va ndixer amb el treball fonamental de Serre [21} de 1" any 53,
£n aquest treball apareix una frase que ha ssdevingut profeética:
"1} y a 13 la possibilitd d une étude locale (au sens arithmeti-
que) des groupes d homotopie”. Per exemple, 1 ebstruccid perqué
520—1 sigui un H-espai es troba a la component Z-primaria dels
grups ¢ homptopia, Adams afirma a fz} gue ja pels volts de 1956
feia 1 observacid de que “SZn—l 65 un H-espai mddul pf2v,

La teoria de localitzacid 68 espais simplement connexcs

neix en certa manera com una realitzacidéd del proorama de Serre,



Es tracta de traduir en processos geométrics el procés algebraic
de localitzar un grup abelid {un Z-mddul) a un primer. £1 creador
d aquesta teoria va ser Sullivan ([30}]) al 1970. Posteriorment

s ha desenuolupat enormement, principalment en cdues direccions:
la generalitzacid a espais no simplement connexcs ([13], (81}

i lss aplicacions a problemes classics "mddul p".

Els 2xits aconsseguits per la teoria de localitzacid en els
darrers anys han estat molt nombroses i no e2ls padem discutir
aqui tots, S'ha utilitzat aquesta tecria per estudiar el pro-
blema de quan un espal és un H-espal modul p, o un espai de
llagos mddul p i també per a donar nous excmjles de H-espais 1
8" espais de llacos,

Paral.lelament a la localitzacid, Sullivan va introduir
la completacié d espais simplement connexos, quep s ha mostrat
com una eina molt potent, gue permet construccions geomdtirigues
d un gran inter®s. fix:m-nos només en que, aplicant la teoria
de completacid, Gullivan demostra {(30]) que si n divideix p-1,
zleshores Sﬁn_l, la localitzacié de 1 esfers de dimenéié 2n=1
a p, és un espai de llagos, i aixd ho Fa construint explicitament
1 espai classificador. El motiu d aquesta “"ductilitat® de la
completacidé cal cercar-lo al fet de que Z té pocs invertibles
mentre que 1 anell dels p-2dics en conté moits més i, en parti-~
cular, conté arrels (p-l)-&ssimes de la unitat! £l métode uti-
litzat per Sullivan ha estat generalitzat per Clark - Ewing
{19)) i aplicat a la construccid ¢ espais amb cohomologia
polinéﬁica.

En aquest estat de coses, guan la tendéncia a estudiar

problemes c¢lassics m0dul cada primer s'estd mostrant ten fecunda,
és natural plantejar-se el problema de gquines esferes localit-

zades a p poden fibrar-se per esferes localitzades a p. La re-

solucid d aguest problema és 1 objectiu del present treball.



En primer lloc cal fer una observacid important: el loca-
litzat d un espai a un primer no és un espai, sind un tipus
homotopia, és a dir, una classe d‘équivaléncia d*espais mbdul
la relacié de ser homotopament eguivalents. Fer tant, quan
" estudiem Fibrats d esferes per esferes moddul p cal adoptar la
definicid homotopament invariant citada anteriorment. Fs a dir,
guan diam que F-—=f —» B &s un fibrat, de fet afirmem nom&s que és
un fibrat llevat d bomptopies. Aix® té consequéncies molt
importants; per exemple, encara que £ i F siguin esferes logals,
no podem afiirmar que B té dimensid finita,

Donem una idea de la demostracid del tegsrema principal
que hem enunciat al comengatent d*aquesta introduccidé. E€s clar
que tind;é dues parts ben diferenciliades. En primer lloc cal
veure quins sdén els fibrats d esferes per esferes mddul p gque
coneixem i després caldrad demostrar que no n'hi ha més. Parlem
primer d aquesta segona part. El métode és el clissic: aplicar
la.successié de Gysin amb coeficients Zp per calcular la cohp-
mologia de la base. Estudiar aleshores 1" actuacid de les opera-
cions de Steenrod i de les opervacions secundiries sabre aguesta
cohomologiz 1 aobtenir restriccions scbre les dimensions de les
esferes. £n el cas p=2, les operacions de cohomologia no basten
i cal recédrrer a la teoria K. La construccid efectiva dels
fibrats es fa aplicant en diversos punts la teoria de Sullivan.

Qbservem, doncs, que al localitzar a p apareixen molts
Fibrats nous, sense relacié amb els de Hopf. Tots aquests Fibrats
sén "invisibles" abans de localitzar.

La present memdria s'orcanitza de la seglient manera: €1
capitel zero conté la totalitat dels resultats no originals de
la present membria I conté tambd un resum dels resultats que
utilitzarem al llarg de les demostracions, £1s capitols 1 i 4

sdn principalment tdcnics. En ells s obtenen certs resultats



que si bé s utilitzaran a la demostracio del teorema principal,
s aparten de la linia general del treball. £1 capftol 2 contd
les construccions dels Fibrats d esferes per esferes mddul p.
El capitol 3 estd dedicat a demostrar que les condicions del
teocrema principal son necessaries en el cas pf2 i al capftol S
es fa el -mateix per al cas p=2. La bibliocyrafia conté només les
obhres citades.

Una versid preliminar, molt rudimentéris, del present
treball va ser presentada per mi a 1a Reunidn Anval de lateméa-
ticos Espafioles del 1977 ([4]).

Finalment, voldria mostrar el meu agraiment a tanta gent
com m*ha ajudat en la realitzacidé d aquest treball, i molt espe-

cialment al Ur. K. Castellet gue n"ha estat el director.

Barcelona, flarg del 1979



0. Resultats previs

L objectiu daquest capitol és agrupar diversos resultats
ja coneguts que utilitzarem al llarg de la membria. A més, aguest
capitol també servira per a donar una breu idea sobre les prin-~

cipals técniques que farem servir més endavant.

0.1l Topologia Algebraica general

tvidentment, utilitzarem lliurement la Topologia Algebraica
que pot considerar—-se basica, entenent per tal la que es troba
continguda al llibre de Spanier [24]. Generalment, la referéncia
a resultats continguts a aguest llibre ser3 omesa. Citem, perd,
alguns dels punts que apareixeran més repstidament:

a) Teoremes de coeficients universals, principalment 5.5.3;

b) obstruccid, seccid E.4; .

) successid exacta de Gysin i isomorfisme de Thom, 9.5.2;

d} teoria de Serre de classes de grups abelians, seccid 9.6;

e) el teorema 9.7.13 gue afirma guz la component p—primaria
de 'nnkm(ﬁn), n senar, n 33, és zero sl o« m< 2p-3 1 Zp si
m=2p-3.

També utilitzarem el concepte d aproximacid homalégica d un
espai, que pot trobar-se, per exemple, a [121, p. 53.

Diverses vegades utilitzarem push-outs i també la successid
de Mayer-Vietoris d'un push-out.

La paraula espai wvocldra dir espai topolégic del tipus

d homotopia d un CW complex.



0.2 Grups abelians

z Z gls grups dels enters
p)s pr D“’ L] g P
mddul n, ele enters localitzats a p, els enters p-adics i el

Designarem per Zn, 2(

grup de les arrels pr—éseimes ge la vnitat per a tot r, respec-
tivament.

Utilitzarem alguns resultats sobre grups abelians, sobre
tot al capftel 1. Es tracta, principalment, de propistats dels
subgrups p—bésics'i dels functors Hom i Ext. La principal refe-
réncia és el llibre de Fuchs [11].

Recordem que un subgrup B d'un crup abelid A es diu gue és
p-basic si campleix:

i} B é5 suma directas de p-grups cfclics i grups ciclics
infinits; \

ii} A/8 és p-civisible;

iii} B/pkB és sumand directe de ﬁ/pka per a tot k.

Tot grup abelid conté subgrups p-basics (111}, 1, p.137).

Utilitzarem tamhé lés conputacions: Ext(&%,ﬂ):ﬂ/nﬂ,
[xt(Zpr,ZZp):ZZp, Ext(m,zz{p})zm", Ext(zzp_,, zz(p)):ﬁp, Ext(zz(p),za(p))=
=0.

També utilitzarem els teoremes d estructura dels grups
divisibles ({111, 1, p. lo4) i dels grups lliures de torsid de
rang } ({11],I1, p.llo).

Recordem que .un grup abelid p-local és un grup g-divisible

i sense g—torsid per a tot gfp.

0,3 Localitzacid de CW complexos

La referéncia bisica és el 1libre de Hilton - flislin -
Roitberg 113], si bé gairebd mai sortirem del marc elemental
dels espais simplement connexos. Recordem que la teoria de

localitzacid associa a tot espai simplement connex X un altre

i2



ecpai Xp’ definit llevat d homotopies, i una aplicacid x-——~»xp
de manera que Xp és p-local, és a dir, els seus grups d homo-
logia (o equivalentment els seus grups d homotopia) sén p-locals,
i, a més, x-————,xp és universal amb aquesta propietat. Lsa
localitzacid conserva Fibracions.

En algun punt molt concret s"utilitza la teoris de comple-
tacid d espais no necessariament simplement connexos. 5i bé 1a
referéncia original és f30], €s millor utilitzar el llibre de

Bousfield - Kan [B].

"p.4 Fibrats de Fibra una esfera localitzada o completada

Utilitzarem diverses vegsdes el resultat fonamental del

treball de Swilivan [3Jo] . Aguest tecrema afirma que per a cada

nip existeixen espais $3n p’ i%ﬂ f tals que els fibrats sobre
un espai X de fibra Sn_l , 0 bé g:_ , estan classificats per
X, % P (x, & specti . A Ao B

[ %, n,pl i(x, n,p]’ respectivament més, nop t -

sdn el localitzat i el completat, respectivament, de 1 espai
BGn. Aguest espai és 1 espai classificador del H-espai associatiu

. N -1
dels automorfismes de 1 esfera Sn .

0.5 L 3lgebra de Steenrod mddul p

En la demostracid del teorema principal de la present
memdria intervé de manera fonamantal 1" algebra de Steenrod mddul
py incloses les relacions d” Adem. La referéncie standard és el
1libre de Steenrod - Epstein [22].

També vtilitzarem el teorema de Livlevicius 8] i Shimada
{23] sobre la factoritzacid de les poténcies reduides de Steenrod

a través d operacions secundiries de cohomolegia. £s 1" analeg

mddul p del cilebre teorema d” Adams J1] sobre la no existéncia

d*elements d invariant de Hopf 1.



De fet, el que utilitzarem serd el seqiiant corol.lari

d*aquest tearema:

Corpl.lari o.l: Si 5 1 ?l oferen trivialment sohre
H’(X;Zp) p£2, aleshares 51 opera trivialment sobre H*(X;Zp),

per a tot i.

La demostracid d aguest corol.lari 2 partir del teorcma de
Livlevicius ~ Shimada es troba a [20].

Una bona part de la present memdria estd dedicada a veure
gue certes algehbres de cohomologia no sdn realitzables. Citem

gls seglients resultats ben coneguts:

1) si H*(X;Zz) és una Algebra de polinomis en un generador
x, truncade a x =o, aleshores la dimensid de = €s 2,4 o 8.

2) 5i H*(x;Z_ )} és una Alochkra de polinomis en un generacor
%, truncada a xprlzo, aleshores la dimensid de x divideix p-1.

3) si H*(X;Zz) és una 3icebra de polinamis &n un cencrador

X, truncada a x -o, aleshores la dimersid de x és 2 o 4,
0.0 Teoria ¥

Al capftel 5 s utilitza teoria K complexa amb coeficiconts
Z(q). Una referéncia gameral és el llibre d° Atiyah [6). t1
r
métode per a calcular K(i) és la successid espectral de Atiyah -

Hirzebruch {[71): es tracta ¢ una successid especiral amb

Eg = Hn(K;E(p)), que convergeix al oraduat associat a K{X)
respecte a la filtracid donada per
2n-1
K, = Ker { K(X) ——= k(X Y o).

S5i H{X) no té p-torsid, aquesta successid espectral

col.lapsa i per tant, tenim:



Hzl(x;zz(

D)) = GriK(X) = Ki/Kll‘

Un resultat (til é€s la seglieant observacid de Hubbuck {(18}):

1

Lema o,2: Sigui [ una Z(p)—élgebra filtrada, lliure com
a Z(p)—mbdul i tal que la seva algebra graduada associada N
sigui una Algebra de polinemis truncada. Aleshores es compleix

que si N@I= MOND, tambéd N = M. §

També utilitzarem les operacions d' Adams Wk. Recordem les

seves propietats:

a)l"y'k és homomorfisme de Z(p)—élgehres;

T by T
b) ¥ y= ¥ ¥ =y

c) ?gx—qnx e K 1 si xe¢ Kn;

p ni+
d) q:x.exp mod p;
e} Si H{X} és lliure de p-torsid i x €K existeixen

_ P n—i
Un»i(p—l)t ani(p—l) tals que 4 X= g% p un+i(p—l)' A més,
AL A s T =
Upn pot prendre™s igual a x . 5i x, un+i(p:1) sie
correspaonents de Gr K(X}, es compleix que v =87 (x).
21) n+i(p-1}
q

sdn cls elemerts

{5i p=2, pasem fl:S






1, Com reconéixer una ssfera localitzada

L objectiu d aguest capitol és donar condicions necas-
siries i suficients socbhre la cohomologia d un espai simplement
cornex, per tal de poder afirmar que é&s del tipus ¢ homotopia
de SE, 1"esfera de dimensid m localitzada a p.

p designard un primer Fixat.

Lema 1,1: Sigui A un grup abkelid i B un subgrup p-basic.

Aleshores, Horn(A,Z?_p) = Hcrn(B,Zp).

Demostiracié: Com gue A/B ds p-divisible i Zp no canté
subigrups p—divisibles diferents del trivial, la successid
exacta de Hom-L[xt assporiada a B»—=A4 —» A/8 ddna que Hom(A,Zp)
és un subgrup d= Hom(G,Zp). Sigui f:8 — Zp . Clarament, f
factoritza a través de 8/pB., Wer la condicid iii) de la defi-
nicid de subgrup p-bisic, 8/pB &s sumand directe de A/pB, per

tant, F s"esténa A/pB i déna lloc a un homomorfisme g eHum(A,Zp).'

Lema 1.2: Si A &s un grup p-local i Hcm(ﬂ,ﬂD:Hom(R,Zp):o,

aleshores A 6s un g—grup divisible.

Demostracid: Com que Hom(A,H)=0, A no té elements d ordrs
infinit. Com que A és p-local, és un p-grup. Sigui B un subgrup
p-basic, Pel lema anterior, Hom(B,Zp):Hom(A,Zp):o, per tant
Bzo pergue B &s una suma directe de p-grups ciclics. Deduim que

A és p-divisible i, com fue és p-local, és divisible.§

Teorema 1.3: S5igui E un espal simplement connex tal gue



{1} £ és p-local;
(2) H*(e;R)=H"{s":R) on k=Z, o H:fﬁp;
(3) HA(E;I=H"(s";1);
I"I11-l - _
(4) H (L,zz(pJ)_o.

Aleshores, E:SE. 5i omitim alquna de les condicions ante-

riors, la conclusié és falsa.

Demostracid: N'hi ha prou amb demostrar que E &s un aespai
ge Noore M(Z(p),m). Consideram la successid exacta
« P

yid . 7 s Z
p p p

Indueix una successidé exacta llarga de cohomologia:

e HT(ESZ ) __.i HE(E32 ) cmmmmn HE D22 ) e RN (52 )
p n P e
D agui es segueix f3cilment que podem sUposar, sense
perdua de generalitat, R:ZZFI a la condieid (2)., D alira banda,
la condicid (3) implica que HrE té rang zero si rfm i rang u
s5i r=m.

EFl teorema dels coeficients universals:
r [ ———
Ext(Hr_lE,ZZp) r—— H (L,zp) a-—h-Hom(HrE,EZp)

déna: Ham(HrE,Zp)=o si Tfm i Ext(HrE,Zp):o si rém-1. Del lema
1.2 es segueix gue HrE'és un p-grup divisible si rfm. E1 teorema
d estructura dels grups civisibles demostra gque HrE=G>Zp“ . Perd
Ext(HrE,Zp):o si rfm-1, per tant H E=0 si tm,m-1 dequt a gue
Ext(Z__,Z )=2 .

( p= P) p

Com que Hm(E;Zp)=Zp, el teorema dels coeficients universals



denostra que hi bha dos casps possibles:

A Ext{H E,Z =& , H H E,Z =0,
) Ext(H,_|E,Z)<Z, Hom(H €,2)

-1

Hm-lE 45 un p—-grup divisible, per tant Hm_lzziszp‘.

Com e Ext(H £,Z }=F , resulta que H E=FZ . D altra
om qu (" p) 0 q - o

banda, sigui B in subgrup p-basic de HmE.lEn virtut de 1.1,
Hom(B.Fp)éHDm(ﬁmE,Zp)zn per tant 8=0 i HE 65 divisible dequt
a que és p-local i p-divisible, Com que HmE té rang u i
Ext(HmE,Zp}zo, deduim que HmE:ﬂ. Per tant, hem vist que en
aguest cas 1 espai £ td¢ 1" homologia de m(m,m)»»m(zp_,m—l},

la unid per un punt dels espais de loore K{Dm) i m(Zgo,m—l).

B) Ext(Hm £,Z }=0, Ham(HmE,Zp):Z

-] P

Hm_lE £s un p—grup divisible tal que th(Hm_lE,Zp)=o.

Com que Ext(Z ,Z }=#Z , H
q (p,,p)pm_

o

(f=0 i E té homologia Ao només en
dimensié m. Sigui B un subgrup p-basic de H E. Tenim Ham(B,Zp):
Hom{HmE,Zp):Zp. Com que B és una suma directa de grups ciclics
infinits 1 p-grups ciclics, tenim gue B:Zpk o B8=Z, 51 B:Zpk,
aleshores, per la propietat {iii) de la definicid de subgrup
p-basic, obtenim gue Zpk és sumand directe de HmE, perd aixo

és impossible perqué Ext(HmE,Zp)=o,Per tant, Z &s un subgrup
p-basic de HmE. Com.que D:HmE/Z ha de ser divisible i Ext(HmE,Zp)
=0, la successid exactia de Hom-Ext associada a Z;F—aHmE — 0
ddéna Ext(D,Zp):e. Apliquem ara ! teorema d estructura dels

grups divisibles, Obtenim que U no t& p-torsid i per tant

HmE é€s 1liure de torsid dequt a que é3 p-local i només pot tenir
p-torsid. Aleshores, HmE és un gqrup p-local lliure de torsiéd

de rang u. Apliquem ara el tecrema de clessificacid d aquests
Qrups ({11], 11, p.ilo). Com gue HmE és p-local, per tal de

demostrar que HmEEZ(p) n*hi ha prou amb veure que HmE conté
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elements de p-altura zero. Considerem 1 eZ::Hmi. 5i l=pa,

a &HmE, aleshores, passant a ii obtenim o=pa i com que D no

té p-torsid, arribem 2 que a ¢« Z, que 6s contradictori, Aixd
demostra gque el tipus de HmE -3 tq:as si gfp i tp:o. Per tant,
lfespai £ és un espai de lilsore M(Z(L),m).

Hem demostrat fins ara qQue si un espai simplement connex
£ compleix les condicions (1),(2}) i (3} del teorema, aleshores
o hé E:SE o bé £ té la mateixa homologia gue M{E,m)y H(Epm,m-l).
M hi ha prou amb veuTe ara Gue en aquest cas L no compleix la
condicid {4). Com que Ext(ﬂ,ﬁ(p))zﬂlxb, és immediat que

W™ (e 2, o
Finalment, observem que no podem ometre cap de les con-

diciens (1),(2),(3), (4} del tecrema. in efecte, considercm els

. m .

espais E =5 Vm(zq,z); Ezzspvwn{zp,2m}; _H(ﬂ Lam=1); Ea=
n{m,m)v E{E ,m=1}. fs Facil vsure que cap d aquests espais és
del tipus g~ homotunla de Hp i Ben canvi l‘espéi Ei camnleix las

condicions (1},(2},{3),{4) llevat de la i-Bssima.]

Aguest teorema que acaben de demostrar ens diu gue la
cohomclogia amb coeficients Zp, ﬁp i B no basta per & carac~
teritzar les esferes locals. E1 seqlent teorema demosira gus
la cohomologia amb caeficients Z(p) s que és apropiada per a

aquest propdsit.

Teoramaz 1.4: Sigui £ un aspai p~local simplement connex

tal gque H™(C; z( }) = (5" { )

i
}. Aleshores E:Sp.

Demostracid: £1 teorema dels coeficients universals
déna: Hom(H E,Z =0 si , Ext{R (,Z =0 si rfm-1. A més,
éra m{ . {p)) o si tém, £xt( L& (p)) £m m
Ext (H -lE’Z( )) €5 un subgrup p-local de Z(p}. Per tant, o bé
£xt(H m-1 {p)) Z o) o ?é Ext(Hm_lE,Z(p)):o. Pard en el primer
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cas E(p) seria un grup de cotorsid i 2ixd és impossible perqud

th(D,Z(p))=DXfﬁo. Fer tant, Ext{HrE,Z(p))=o per a tot r.

5igui Br un subgrup p-basic de HrE' Si Br conté un
sumand directe de la forma an , 85 seoueix ficilment de la
definicié de subgrup p~basic que E n és sumand directe de H E.
Ferd Ext(E ", Z( }) Z )/p Z( )fn. Par tant, B_ éds lliure.

Considerem 1a Succe5516 exacta llarga de Hom—-Ext asscoclada a

.p
Pl = 2oy By

Obtenim:

.p
H ; . )
0 — om(HrE,Z(p}) N Horn(H E,Z )) —,Hom(HrE,ZZp) — >0

{p
1 per tant, Hom{HrE,Zp)zn si rém, Pel lema 1.1, Hom{Br,Zp)=
Hom(HrE,Zp)=o, per tant, B =0 si rém. Aixd demostra que H.E és
un grup divisible per a rfm., Ferd el teorema d' estructura dels
grups divisibles i les icualtats Ext(m,z(p))=m", Ext(Z S {p))
-~

Ext(H E = E= i .
Zp, xt { . ,Z(p)) o donen H E=o si rim

En el cas r=m la successid exacta anterior demostra que

Hcm(HmE,Ep):Zp. Pel lema 1.1, Bm=Z. La succecsid exacta

zZ r-—-,»HmE ——a HmE/ZZ déna liac a
0 —s Hom(H E,2 » Hom(Z,Z7 — Ext(H £/&Z,Z —_—
(M (D)) - ( (F')) (Hee/ (p)) °

i per tant Ext(HmE/Z,Z(p)) té rang u. Com que HmE/Z s un
grup divisible, el teoremz d'estructura demostra que Hm[/Z
€s un arup de torsid sense p-torsid. Aixd condueix a que
HDm(HmE/Z,D Y=o i per tant Hom(HmE,H):Hom(Z,M): IL Aleshores,

HmE €s un grup de rang u. A més, HmE €s lliure de torsid
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perqua HmE/Z no t& p-torsid i HmE és p-local. Ars podem
demostrar, igual que a la desmostracid deil teorema 1,3, gue

H E=Z i per tant 1lvespai ¢ éz un ecpai de Noore n{Z .m
m (p) sp - p (D) )!

i.e una esfera local SE.U



2. Lopstruccid de fibrats d'esferes per e:feres mddul p

L objectiu dfaquest capitol és demostrar que les condicions
I, II, IIl, IV del teorema principal d” aguesta memdria sdn
suficients per a assegurar gue existeix un fibrat d esferes
locals per esferes locals que les compleix, Aixd es Fard mostrant,

; m
per a cada valor de r,m,padmissible, un fibrat Sr——--avSp — B,

Recordem gue els valors admissibles sdn:

1) (2n-1,2nt-1,p), l< t <p;

11) (20-1,m,p), n divideix p-1, 2n¢ m;

111} (2n—l;n(2::+1),p), n=2k, k divideix p-1, Ll gc=x
Ivy (3,m,2), 3<m; (?,15;2).

Estudiarem separadament cada cas.

2.1 fibrats del tipus I

Si p=2, e) tipus 1 és buit, per tant, podem suposar pg2.
Stasheff demostra ([26], p.282) que Sin_l admet una Ap—l_
estructura., Aleshores, aplicant la teoria continguda a aquest
mateix article de Stasheff, arribem a 1 existéncia de fibrats
2n-1 2n-1 t 2n=1

S —» 5 * ... w5 —s g

] p p t
on 1 asterisc indica "join". Dbservem gue

t
2n-1 - - 2n=-1 2nt-1
s M L 52n 1 = (52rl i v x5 ) =5 n
P p p p
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per tant, obtenim fibrats

- 7nt -
Sin 1 Spnt 1 a

per 2 tot t <p, tal i com voliem.

2.2 Fibrats del tipus 11

Sullivan {[3c}) va cdemostrar que si n divideix p-1, Ein_l
gs un espai de llagos, £s a dir, existeix un espai classificador
2n- Z2n- 2n- .
BSpn 1 tal que f)BSpn l:Spn l. Yolem ccnstruir fibrats
-1
g2n-t 5" B
P P
T 2n~1 L N
per a tet m »2n. Posem 3=5 «x BSr i considerem la projeccid
2n~ S, C . 2n-
natural B ————ﬁ-BSpn l. Alxd indueix ur fibrat § n—£—> L -— 8.
W . 2rn=-1 Zri=1
Demostrarem que £=5 . Com que R*(5 s X, ) = He(S 12
a P . ( P "T(p) ( ’ (F'))

i H*(Q;E(D)) = P(x) @ E(yi, el producte tensorial d una ilgebrs
de polinomis en un genevedor x de dimensid 2n 1 una &lgebra
gxterior en un generador y de dimensid m, podem aplicar la
successid exacta de Gysin i calcular H*(E;Z(p)). Observem gque
la classe d'Etuler del fibrat &s x.

la successid exacta de Cysin ddna:

r=2n+l ¥

I . r . .-
ee. —H (B,zz(p)) — ~ H (E,Z?_(p)) — H (B,Z.Z{p]) —_—

T+l I+l .. .
H (B,Z(p))-——_» H (E,ﬁ(p)} e e

on ¢ é&s multiplicar per x. $i r+lfm, v és isomorfisme, per
tant, Hl(E;Z(p)):o si ifm. 5i i=m, é&s immediat que Hm(E;R(p})E

Zioy
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. . L 2n-
D altra banda, observem que , com gue B i Spn l.sén espais
p-locals simplement connexos, [ és també p-local simpiement connex
en virtut de la successid exacta d homotopia d'un Fibrat. ler

tant, podem aplicar el teorema 1.4 1 deduir-ne que E:Sm.

2,3 Fibrats del tipus III

Aquests fibrats sdn els gue tenen una construccid més
complexa 1 també els d existéncia menys svident.

£s clar que noc és restrictiu suposar pf2 perqueé el cas
p=2 es contradiy amb les hipdtesis de III. Tampoc no és res-
trictiuv suposar que n no Givideix p-1 perqué si n divideix p=1i
tenim ja els fibrats del tipus II.

Com que k divideix p-1, S:_l és un espail de llagos. Si

» - - N ) PR, . n-1 A .
8" designa 1 espai classificador, B =BSp , tenim un fibrat

b3 > * > B 7.

D altra banda, com gue ¢ < p-1, tenim , en virtut de 1 apartat

2.1, un fibrat

S2n-l _ 52n(c+l)—l
P P
La successid exacta de Gysinpermet de calcular la cohomolegia

amb coeficients Z(p) de 8 i 8° (veure l'apartat 3.1)., Obtenim:

i) H*(B';Z(p)} és una algebra de polinomis en un generador
x de dimensid n:
ii) H’(B;Z(p)) és una 3lgebra de polinomis en un generador

u de dimensid 2n, truncada per uc+l=e.
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Calculem ara 1l homotopia de B:

Proposicid 2.1: Els grups d homotapia de B sén Z(p}—méduls

finitamant generats. r B=o leie?n{eel)-1, if2n. =& 2na=z(p}.

Demostracid: La successid exacta d homotopia de la fibracid

2n— #1)-
g2n i SZn(m—l) -1 B déna:
p p
Zn-1 z 1)-1
R —,-n.Sn(C l)-----————,RB e
i“p i"p
2n-1 2n{c-1)-1
Lri - r 2 S iy a e s
i-1%p = %1 >
.. . Z2n-1
Per tant, si i< 2n{c+l)-1, tenim que RiB = Ri—lsp
2n=1 N
Per tant, @.B=0 si i<2n i nr, B n S =4 . D altra
i on 121': Zn-1"p {p)
banda, recordem gue 1t 5 0 831 2n< i ¢ Z2nv2p-3, Com que,

i-1 p
per hipbtesi, é€s ¢ <{p-1)/n, tenim 2Zn{c+l)-l< 2n+2p-3 i, per

tant, rziB:a, 2n<ic< 2nlecrl)-1.14

5iqui ara 8; la base del fibrat

Sn—l Sn(thl}-l 5"

p P . c

que existeix en virtut de 1 apartat 2.1.

2 ..
Proposicid 2,2: [85,8] = H n(B;,Z(p)) i 1" isomorfisme ve

. - : z .
donat fent correspondre a f:BC-—-——-—->8 17element F7{u)c H n(BC;Z

()"

Demostracid: Per obstruccié. Per la proposicid anterior,
B és {2n-1)-connex. A més, com que H* (Bé;ZZ(p})=o si 1% 2nc i

els grups d*homotopia de B sdn Zi(p)—mbdgls finitament genserats,
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. i,.. ..
ger coeficients universals , deduim que H (BC; niB)=0 si 1 »2n
Hl*l{eé, RiB):o si i »2n. RAleshores, pel teorema B.4,3 de 124},

Z o, 2n, ..
resulta {87,3]= K (Bc,zz(p)).l

. sobre 8; estan

2n-
Proposicib 2.3: £ls fibrats de Fibra sp”

classificats per la classe d tuler, és a dir, pels elements de

2n,_ .
H (bc’z(p))‘

Demostracid: Apliquem els resultats del treball de

Sullivan {{30}} citats al capitol zero. les fibracions de Ffibra
2n—1 c e .
S m sphre Bé estan classificades per [Bc’ @2n p]' Recordem
¥
que 3 6s el localitzat de B, 1 B, és l'espai classifi-
2n,p Z2n 2n
cador de ;es fibracions de fibra l'esfera de dimensid 2p-1.
Recordem també que _532n és 17 espai classificador del H-espai
associatiu SGZn’ definit com la component de la identitat de
N . . 2n-1
}1"espai dels automorfismes de 5 f .

Tenim una fibracié {[30], p.4.12):
2n~1 _2n-1 2n=1

(Y 5 )l 6, S

on 1'v indica gue prenem la component del punt base. A partir
d” aquf{ podem obtenir informacid sobre els grups d homotopia de

&

La successid exacta d  homotopia de la fibracid anterior

2n,p°
déna:
2n-1 2n-1_2n-1 o
rar—as Ri S B — Ri_l(:l_ S )l ________;’n_i-l __)Gzn ey
2a-1 2n-1 _2n-~1
n‘ ﬂ v
11 0 7 i—Z(rl 3 h T

Si localitzem a p sequim tenint wna successid exacta:
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Z2n—-1 2n-1_2n=-1
ey S oy S. N >y By,
2n=1 Zn=-1_72n-1
el Sp T ol o 1T
2n-1_2n-
Com gue Ri_l(jj_n lS " l)l:o si i< 2(g-1), resulta que
& TR g20~L i-PZ( -1}). Cbservem que, com que n
RiP2n,p T Ti-1 7p PR eARTE "oAeE °
divideix 2{p-1) i n no divideix p-1, tznim que n< -1 i 2n¢ 2{(p-1}.
Per tant, Cs?n,p s (2n-1}-connex, ﬂ?n‘EZR,p =Z(D) ion, @2n,p:

0D si i«<2{p-1), if2n. Aixd implica que teonim una aplicacid

R — = k{Z, ,.2
2n,p K (p) ")

que &s una 2(p-l)~equivaleéncia. Observem que, a més, els grups
d homotopia de 43 sén &

2n,p (p)
a dir, sén sumes directes de E(p) i an. Perd, en virtut de la

-mdduls finitamaent generats, és

successid exacta de Gysin del fibrat

n=1 _ Sn(ZCrl}—} 5
P p 7 P

i
resulta que H (E";Z - si is2nc.
q (CC {P)) 4

Zn .
= 3 . £
: 2n,p] H (Bc’z(p)) tn efecte, 5%2n,p
és (2n-1)-connex i H (Bé; RiGBZn p):o si i» 2n perqgue 2Znec< 2{p-1).
. 1
Lrl(Eé;ftiG32n,p)=o si 12 2n pel mateix motiu. fAleshores
podem aplicar el teorema B.4.3 de [24]i el ifecrema se seguzix

Aleshores, fBéf A
També, H
d agui.l

2 2 , f . s
Considerem x € H n(B Z(p)). Per la proposicié 2.2, aixd

C;
. 2
déna una aplicacid f:BC —=B amb Fr{u)=x".

Com que Bé és 1 estadi (Z2c+l) en la construccié de 1 espai

classificador B ,tenim una aplicacid Bé——uﬁvB' gue indueix
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isomorfismes a cohomologia en dimensid més petita o igual 3ue

2nc, Considercm ara el diagrama

i
B —— B
© i
f I Q
h !
B w—— — = P

i sigui P el push-out.

Proposicid 2.4: H*(P;Z{p)) s una algebra sobre Z(p} amb
dos generadors y, z de dimensionsn{2c+l} i 2n, respectivament,

i la relacid y2=220+l.

Demostracid: La successid de Kayer-Vietoris del push—-out
anterior ddna:
1

T i-1,_.,. e i g,
.. .—>H (B,Z(p))o H T {8 ,z(p)) H (BC,Z(Q)) —

i i, i,,..
H (p;z(p)) — H (U,z{py)m H™ (B ,z(p)) — e

Si ig 2nc, i* &s un isomorfisme, per tant, tenim una

successid exacta curta
W Pz, ) wiesz, Jen (s ;z ) W (2752, )
"p} *p) *{n) ¢’ {p)

D agqui es dedueix que, en dimensié més petita o igual que 2nc,

Hl(p;Z(p)) té un generador z de dimensidé 2n tal que h%z-u,

g“'z:xz.

5i 1> 2nc, Hl(Bé;Z x Hl(B;Z{p)}=o, per tant,

(p))
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* geye HE (e T [ iin-.
(R*,07): H (052, )} > H {d,zz(p))mﬂ (e ,zz(p))

()

6s un isomgrfisme si i 2nc. Per tant, en dimensid »2nc
t - \ -
u" {F;Z(p)) estd generat per wt_amb g"wt=xt. ferqg, cum que

t

. 2t t
gz =x , resulta que w z , mentre dque uw 45 un nou genera-

2t 2erl ) erl
dor y de dimensid n{2c+1). £s compleix que g~y =GT ULy =(x“C )
2 2 >
x (2C+l)=g*z c+%. Per tant, com que en dimensions »>2nc g~ és

. . 2 2c+l
isomorfisme, resulta y =2 ot

Z

Construirem sobre P yn Fibrat de fibra Sin L i classe
d Culer z. -
Sebre B ternim el Ffibrat candnic Sz_l_——v*"——v B amb
classe d Culer X. Considerem el "join" d;aquest fitrat ambh ell
n=1__n-1 2n—L

wmateix {"fFiberwise"). Com que Sp # Sp :Sp , obtenim un

fibrat

.- 2
amb classe d ftuler x .

Sobre B tenim el Ffibrat

Zn~1 2n{c+l)-1
s M e 5 A Ak SN
e 2

amb classe d Euler u. 51 considerem els fibrats induits per
aquests dos Fibrats sobre Bé, tindrem dos fibrats sobre 8; amb

la mateixa classe d“fuler. Fer la proposicid 2.3, agyuests dos
fibrats seran equivalents i, com gue P és el push-out, obtenim

un fibrat sabre P amb classe d Fuler z, el push-~out de les classes

d"Euler.
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. 2n-1
Tenim, doncs, un fibrat Sp » £ —— P amb classe

N . 2
d ' fuler z. Haurem acabat si demostrem que E:SE{ C+l).

Proposicié 2.5: E Sn(2c+l)'

Fl

Demostracid: Dbservem que, com gque B’} Bc i B son tots

simpiement connexos, P és també simplement connex. D alira handa,

-

8s immediat gque B”, Bc i B8 sén p-locals, com s veu a partir de
les successions exactes d homotopia dels Fibrats que tenim sobre
cada un d‘ells, Per tant, P és p-local. En efecte, ﬁRB', ﬁ,Bé
i ﬁ,B sdn p-locals. Per la successid exactz de Mayer-vVietoris,
ﬁ,P 4s també p-local, per tant, P &s p-local.
La_subcessié exacta d homotopia de la fibracid
2n-1

5 £ a
p

demostra que £ és p-local simplement connex. Segons el iteorema
n{Z2c+l}
HY/A .

(p)’

Apliquem la succassid exacta de Gysin i recordem gue la classe

1.4, n"hi ha prou ambh veure gue H”{E;Z(p)) Z H"(S

d Fuler del fibrat és z. Un racnament del tot an3leg al de

1'apartat 2.2 demostra que H"(£;Z z H”(Sn(2c+l);£ P |

(p)) {p)

Aixd demostra que hi ha fibrats del tipus III,

2.4 Fibrats del tipus iV

£1 fibrat de tipus {7,15,2) s obté localitzant a 2 el
fibrat de Hopf

i5 8
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£1 fibrat de tipus {3,m,2) es construeix igual que els
fibrats del tipus II, construits a 1 apartat 2.2, Cal només

3 .
parar esment en que 52 és un espail oe llunos.

2.5 Una construccid alternativa te certs fibrats del

- tipus 1
. adn—=1 . . . .
Desicnem ger Sp 1l espal gque 5 obté complctant a p
2n-1

N ; n-1 ;
1 eafara 5 . Es sabut que gp . és ur Ap ,—€s5pai, per tant.

per a toi c ¢ p-! existeixen Fibrats

-_ nZ -
n-1_ Spn(c+l) i ey,

32
p
Aquest fibrat pot oltenir-se tambd completant el Fibkrat

corresponent del Lipus I, £n tokt cas, la demosiracid de 1'exis-

téncia del fibrat anterier és nc constructiva: de fet, es demos-
. . ,
g un A -eapal eveluant les obtstruccions. En

p-1
particular, nc disgosem de cap informacid "geométirica! sobre

tr e 52
a qu o

17espai 2{c).
Unza sitvacid diametralment oposada és la dels fihrats del

tipus 11: la demostracid de que si n divideix p-1, aleshores

2n— . . . . .

Bn L és un espai de llagos, i per tant existeix un fibrat
-1 2n-— ; . N .

pn___, * o— Bg 0=l es fa construint explicitament 1 espai

classificador ngn—l {veure [3o0]). Aquests construccid efectiva
.aZn=1 " . 2n-—
de L‘.Spn permet, per exemple, d estudiar les loop-maps de ger !

(fs])-

S5eria molt interessant poder disposar d una construgcid

Uy W

geométrica similar dels fibrats del tipus I. £n particular,

podria ser Gtil de cars a estudiar guines sén les gp*l
2h= c e e .
de gpn l. £a aquest apartatl donarem una construccid 67 ayusst tipus

-aplicacions
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per al cas c© cEiE. €1 métode utilitzat és al de [9]. De Fet,

perd, agquest resultal parcial que obtindrem no serveix de cara
al proklema citat abans, perque arribem només als nivells en
que 1 obstruccid encara és trivial.

Sigui G el subgrup del grup lirnial GL(ﬁp,n), generat pel

grup simétric i per les matrius

2? C e ip €s una arrel primitiva {p-l)-&ssima de la uritat i
E; v,zo0 (mdd p-1). Aquest grup és estuciat al22] amb la
Bgtacié G(p~1,p-1,n)., Es tracta d un grup finit d ordre
(p-1)""tn1.

G actua scbre K(ﬁ:,2). Observem gue K(@E,Z) és el com~
pletat a p de £ FP¥x .., x L IP", Sigui X 1 espai cocient per
aquesta accid. La cohomologia de X amb coeficients Zp és
{veure {9]) una 3dlgebra de polinomis amb generadars de dimen-—
sions 2n, 2{p-1), 4{p-1},... ,2{n-1)(p-1), Agquest espcai X es
troba a la 1lista d 3lgebres de polinomis realitzables de [9].

Lema 2.6: Sigui Y un espai tal que H2i+l{Y;Zp)=o per

a tot i. Aleshores, H iY no té p-torsid, per a tot i.

2

Cemostracid: Suposem que HZiY contingui Zp. Aleshores,
Ext(HZiY,Zp)£0 i pel teocrema dels coeficients universals,
2i+1] s s
H (Y;Ep)%o, contradiccid. |
Cesignem per £ el completat de X a p. El grup fonamental
de X 4s G. Com que p no divideix 1 ordre de G, resulta que G és

Zp—perfecte i, aplicant VIII, 3.2 de [8], abtenim gue X és
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Ip—bo i B es simplement connex. Per tant, H’(B;Zp) = H’(X;Zp}.

Sigui 82 una aproximacid homoldgica de dimensid 2nc
nc

de B8, és a dir, tenim J:Bzﬁg———? B tal gue Hi(e2nc):0 si

is 2nc, j‘:HK(BZHC)-———’ H.(B) és isomorfisme si i<« Z2nc. Aleshores,
pel tecrema dels coaficients universals i aplicant que, pel lema

;2 ) és una

2nc’ p
algebra de pelinomis en un generador x de dimensid 2n, truncada

anterior,-Hznc(B} no té p-torsid, obtenim que H¥(B

c+l . . . ] . ~
per x 0. Aix0 secueix essent cert si substituim Zp per Zp.

Resta ara construir el fibrat sobre EEnc' Hem de construir
) o
una aplicacidé B, — (3 , on &3 és 1 espai classifi-
2nc 2n,p 2n,p 201

cador de les fibraclions de fibra 1'esfera completada Sp
{cfF. [30]). En virtut del que hem vist a la demostracié de la
proposicid 2,3, resulta gue

~
n, 3 o = i<?2(p-1), i#£2n

i 2n,
L a.. :i
2n Zn,p p
il ~
A més, els grups d homotopia de ﬁ2n o sdn Zp—méduls fFinitament
r

generats.
Aplicant ara el mateix raonament de la proposicid 2,2, és

immediat que, com que 2nc< 2(p-1), tenim

a Zn ~
03 2 ;
[B2nc’ 2n,p] H (Bch’Zp)’
. - . . , 22n-1 .
és a dir, les fibracions de fibra Sp sobre an estan classi-
~ : . A 2N~
ficades per la classe d Euler. 5igui, doncs, épn—-—+ E nﬂ-anC

un Fibrat amb classs d Euler x, Calculem H*(E;Ep) aplicant la

succaessid exacta de Cysin. Resulta H’(E;Zp) = H’(Szn(c+l)_l;lp}.
D*altra banda, E‘és simplement connex i p-complet, per successid
exacta d homotopia d'una fibracié. Aixd implica gue Ezgin(c+l)-l
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{veure [lo}). Obtenim, per tant, fibrats del tipus I

gin—l gin(c+l}—l » B(c)

p=-1

per a tot c«
Possiblement pot realitzar-se alguna construccid analoga

per a esferes localitzades, perd hi ha algun detall delicat.
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3. Restriccions al cas p#£?

L objectiu d" aquest capitol és veure gue les condicions
del teorema principal d aguesta memdria (enunciat a la intro-
duccid) sdén necessdries en el cas p£2. £s a dir, suposarem gue
tenim un fitrat 5;————+ Y — B, P2, o r m i demostrarem que

o
{r,m,p) pertany a algun dels seglients tipus aumissibles:

1) (2n=1,2nt=1,p), 1< t< p;

I1) (2n-1,m,p), n divideix p-1, m=z2n;
I1T) (2n=-1,n{2c+1),p), n=2k, k divideix p-1, 1 <C< E%E.

En primer lloc observem que st 4s contractil a SE. Aleshores,

é
per un resultat ben conegut ({25]), 5; ha de ser un H-espai. Aixd
implica immediatament que t ha de ser senar, r=Zn-1.

No é&s restrictiu supeosar que n» 1 pergué en el cas n=1 el

cas II cobreix tots els possibles fibrats.

3.1 Calcul de la cohomologia mbdul p de 8

p
. 2n- m
Suposem que tenim un Fibrat Spn 1 = Sp B amb
' . . 1 .
2n~l< m. Designem per B” el con de p, B°= B up et . tn aquest

apartat calcularem laz cohomologia de B i B” amb coeficients Zp

i Z(p), sense excloure el cas ps2., Les eines per fer aquest

caleu)l sén la successid exacta de Gysin i 1 isomorfisme de Tham.
A partir de la successid exacta d homotopia d un fFibrat es

dedueix que B és simplement connex. Per tant, la fibracid

Zn- -
Spn 1 -—52 > B &s orientable. Com que H”{Sin l;Zp) =
2n-
H*(S ? l;zp), podem aplicar la successid exacta de Gysin amb
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coeficients Zp:

”

r=2n+l r+l °

r,.m s r+l
vo. > H (5 H B;Z -—= H B;Z ~-—s H
(57,2,) — (852,) (552,)

4]
§°iZ ) -
(s,:Z,)

on ¢ és wultiplicar per la classe d Luler xe HZH(B;Zp). Per
tant, si.rfm,m-1,

v Hr_zn*l(a;zzp) - H”l{a;zp).

D alira banda, tenim vuna successid exacta:

. p* - Y
" zn(g;z{p)>—=— Hm(B;Z’.p) — zzp—uapHmfl Zn(B;ZZp)v%HMl (8:2))

Com gue Zp no té subgrups propis no trivials, o bé p~ és
)
epl jectiu o bé p*=o. Estudiem per separat cada un d aguests

casos:

a8) Cas p*=o,

En aguest cas la successid exacta de Gysin dbéna:

v Hm"zn(a;zp} —E—-—-av'Hm(H;Zp)

7 ) Hm+l_2n(8;2p) Hm+l

. (B;Zp)

En particular, Hm-2n+1(8;2b)£u, pero

m—2n+1

H (S;ZD) -~ m=4n+1

H 8:& T oL,
(8:2))

per tant, ha de ser m+l=2nt, m=2nt-1, Aleshores, Hznt(B;Zp}:o i
M (a;zzp):o si i%2nt.
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Resumint, en aguest cas m=2nt-1 i H*(G;Zp) £s una alcebra

de polinomis en una variable x de dimepnsid 2n, truncada per

t
X =0.
8) Cas p’ erijectiu.
in agquast cas la successid exacta de Gysin déna:
m=2nr = *l
y: W' ez ) —— W7 (852)
. g P
m-2n, 4 i e*
H (BiZ )} »——s H (BIZ ) ——os Z
o P B
. PR m=2n, .
Si m no és miltiple de 2n, resulta que H (ﬁ;Ep):o i
Hm(B;Z ) = Zp amb un genarador y tal que p*y=; , el generador

de A (3":z2 ).
? p' m=-2n
Si m és miltiple de 2a, aleshores H

(B:Z )=# , generat
£ 2 P

per un cert x . Aleshores, com que la successid exacta anterior
és de Zp—espais vectorials, és escindida i

Erl
x Z Z
p® Y%

n}

M
S CH
i m m
amb phy=y , el generador de H (sp;zp).
Resumint, en aguest cas H”(E;Zp) té una base com a Zp—espai
vectorial formada pels monemis x , f=e,l,..., yxt, t=o0,1,..., amb

dim x=2n, dim y=m i p" y=y, el generador de Hm(SE;Zp).

Ja bem calgulat la gchomolpgia modul p de B, Considerem ara
i:8 —B” i calculem HTB';ZP}. Pel teorema de 1l isomorfisme de
Thom, tenim isomorfismes
f+2n

T = m
: ; ———a H i,5 &
¢ H (B,Zp) —_— (ﬁ Ut D)
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on It és el cilindre d aplicacicns de p. ¢ actua de la seglient
manera: ¢{z}={p7z}~l, on B és la classe de Thom. Considerant que
H”(W,SE;Zb) = H’(B';Zb) i aplicant la relacid que hi ha entre ¢
i v , és a dir, entre la classe de Thom i la classe d Euler,

no és dificil veure gue H*(B';Zp} val:

A) Cas H*(B;Zp) %lgehra de polinomis truncada.
En agquest cas, H*(B';Zp) s una algebra de palinomis en un

. . t- .
generador u de dimensid 2n, truncada per u *l=c. A més, i~u=x,

B8) Cas H*(B;Zb) generada per x,y.
En aguests cas, H"(B"iZ ) té una base com a Zp—espai vecto-
£ .
rial fermadz pels monomis ut, vu , t=o,l,..., amb dim u=2n,

dim v=m+2n., A més, ifus=x, i*v=yx,

Podem resumir tot aguest chlcul en la segilent:

Propesicidé 3.1: Sigui S:r—*?sz —P, 8 un fibrat amb m» .

Designem per B” el con de p i per i:B——= 8" la inclusid natural.
Aleshores ss compleix que r=2n-l1 i una de les afirmacions segliants
és carta:

&) m=2nt-1; H”(B;Zp) és una algebra de polinoﬁis en un
generador x de dimensié 2n, truncada per xt:o; H*(B';Zp} és una
Algabra de polinomis en un generador u de dimensid 2n, truncada
per ut+l=o; i‘u;x.

8) H'{B;fp) t& una base com a Zp—egpai vectorial farmada
pels monamis x , t=o0,l,..., yx , t=0,1,... amb dimx=2n, dimy=m;
H“(B';Zb)tté una base com a Zp—espai vectorial formada pels
monomis u , t=0,1,..., vu , t=0,1,..., dim u=2n, dim v=m+Zn,

»

Ifu=x, i*v=yx.]
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Calcularem ara la cohomologia de B i B° amb coeficients a3
1"anell Z . Com que H"(sr;z( ) H*(sr;z( ))» podem realitzar
tot el mateix calcul anteriocr substituint Z per (p)' Fixem-nos
només en els seglents dcs fets: a) Z( } fno conté sgbgrups p-lccals
propis no trivials; b) tota extensid de Z(p) per Z(p) és escin-

dida, Tenim, per tant:

Proposicid 3.2: L enunciat de la proposicid 3.1 segueix

essent cert si substituim Zp per Z(p).l

Observem fFinalment gque en el cas B), trespacte al valor

2 .
de y es presenten ires possibilitats:

a) y?:o, és a dir, H*(B;Rp):P(x)eE(y), gl producte
tensorial d una algebra de palinomis en un generador X i una
adlgebra sxterior en un generader y;

b} yZ;)4xr, M #o, per tant, m parell i n divideix m;

5 : . s e e
c) vy =‘mxr+($yx ., pto, per tant, w parell I 2n divideix m.

3.2 Les condigions del teorema principal sén necessaries

en el cas pfZ.

D encd d ara suposarem p£2. Suposem qgue tenim espais 8,87
i una aplicacié i:B— B’ que compleixin les conclusions de l1a
proposicid 3.;. Yolem demostrar gue n,m,p COmpleixén las con-
dicions del téorema principal, és a dir, volem demostrar gue

alguna de les segbents afirmacions és garta:
a) m=2nt-1 i 1<t <p;

b) n divideix p-1
c} n=2k, k divideix p-1, m=n{2c+l), le cx—Q,
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fo és restrictiu suposar n> 1.

£n primer lloc, suposem que estem en el cas A de la pro-
posicid 3.1, Tenim un espai B~ tal gue H“(B';Zp) és una algebra
de polinomis en un generader % de dimensid 2n, truncada per
xt+l:o. Fs un ¥esultat clissic {que no demgstrarem perd gque és
consequincia immediata de o.1) gue aixd implica gque o bé n
divideix p~1 a bé t <p. Per tant, en aquest cas ja hem acabat i
podem suposar que estem en el cas B.

5i designem per Qi les poténcies reduides de Steenrod
miidul p, tenim que an=xp£0, per tant, 1" Algebra de Steenrod
mddul p opera no trivialment sobre H’{B;Zp). Apligant 0.1, re—
sulta que o bé 3 (1 homomorfisme de Bockstein) o bé @l aperen

no trivialment sobre H'(B;Zp). Oistingirem diversos casos:
i) Cas fpxfo.

Com que /A x té dimensid 2nel 1 n»1, necessariament
2n+l=m i fix=2y, MFfo. Considerem 1i:B-—=8". Com que dim fu=
2n+l, tenim que /S u=o, Perd i*Busz @itu=@Bx= Ay i arribem a

contradiccid. Per tant, A x=0.
ii) Cas A yfo.

Com que dim Sy=m+l, resulta que m+l=2nt, m=2nt-1. Aleshores,
n hi ha prou amb desmostrar que si t xp, aleshores n divideix

p-1. Sigui Bé una aproximacidé homoldgica de dimensid myl de
+-.

1
8". Tenim J:Bm+l————¢-8 tal quse Hr(8m+l)=0 si r>mel i

j sH (87 |} —= H_{B")} és un isomorfisme si regmel, Passant
T m+l b
a cohomologia amb coeficients Zp, tenim que Hr(Bé 1‘2p)=° si
r
T>me2 i j”:Hr{B';Zp)'——-ﬁ-Hr(Bé l;ZZ.p) 4s isomorfisme si r < mrl.

Aleshores, a 8;+ tenim g =0. En canvi, Qnu:upéa parqué dim up:

1
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1 s e . S :
2np g 2nt=m+l. Per tant, ¢ ufo i dagui es dedueix immediatament

gue n ha de dividir p-1.
i
iii} Cas @ yfo, #x=0.

Com que QIy té dimensid m+2{p-1) i com que Hl(B;Zp):o

si i$o,m (med 2n), hi ha dues possibilitats:

1} mr2{p=~1)=2nt;

2) mr2{p-1)=ms¢2nt.

£1 cas 2) ens condueix a gue n diviceix p-l i ja hem acsbat.
Situem-nos en el cas 1), 65 a dir, en el cas ?ly=A xt, A fo.
Hecordem que resgecte a 92 es presenten les 3 possibilitats a),
b) i ¢) citades després de la proposicié 4.2, £n el cas c)
deduim també que n divideix p-l. £n el cas a), aplicant ?l
a ambdés costats de y2=o obtenim {observem que 1} implica que
m és parell) o=2y Gly=2} yit d on, com gue pg2, resulta A=o,
contradiceid. £n el cas b), apiicant Gg a ambdbs costats de
y2=}4xr, resulta 2y G’ly=l;1rxr_l @lx:o i, per tant, A:zo,

contradiceid.
. 1
iv) Cas & xfo.

Com que Glx té dimensidé Zn+2{p-1) i com gue HI(B;Zb):o
si 1$o,m (mod 2n), hi ha també dues possibilitats:
1) 2n+e2(p=1)=2nt;
2) 2n+«2{p-1)=m+2nt,
En 2l primer cas resulta que n divideix p-1 i hem acabat,

Situem-nos en 1 cas 2}, &s a dir, &n el cas @lx:}zyxt, }4£0.

Respects a y2 tenim les possibilitats a),b),c) gque ja hem
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indicat. En el cas c} arribem tambd a que n ha de dividir p-1

i hem agabat. Suposem que estem en el cas a), 65 a dir, suposem
y2=0. Observem que m &s parell. Aplicant 5’1 a y2=o obtenim

2y 6’ly=o i, com qua p£2, tenim que y G’ly:o. ker tant, o bé
\?lyzc o hé Qlyzi_-syxh, p#o. En aquest segon cas és me2(p-1):=
mr2nh 1 n divideix p-1. Per tant, podem suposar G—‘lyzo.

t . .
Tenim {?1X=_yyx «fo. Es compleix que t21 perqud si

S

I

. 1 1, .
B8°. Aleshores, 3 x= ¥ i~u=i* P u=0

?1x=_;.;y, cocnsiderem 1:9
perqué i* és zrro en dimensid m. Per tant, tzl. Alestores,
2n 4 2(p-1)=meZnt » m+2n 2 2n+2n, Per tant, ne p=1. €n particular
aixd implica que p no divideix r, osTg n. Per tant, per les
relacions d” idem, - " { (.’l}n. D altra banda tenim

2 1 1 1 £ £~ 1 1
(G’l) x= & (%)= @ {wyx J= pytx lfi‘l X s y)xt=o

perqueé y2=c i_G’ly:o. Perd x"= o x= \{({’l)nx;!o i aixd es contradiu
amb ({?l)zxzo insl.

Podem suposar que estem en el cas b), &s a dir, gque y2=
¢ xh, ¢ fo. Contant dimensiéns obtenim Zm=m+2nh, és a2 dir, m
parell i n divideix m. Posem m=nr, També sabem que n divideix
2(p-1).51 n divideix p=1 ja hem acabat, per tant, podem suposar
qﬁe n no divideix p-1. Aixd implica que n=2k, k divideix p-1 i

r=2¢+l. N hi hs prou amb demostrar que ch{_-r. En efecte,

2n+2(p-1)=m+2nt=nrr2nt z nr+2n i d aqui es dedueix c < (p-1)/n.
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4, Un teocrema de finitud

Aquest capitol és eminentment técnic, €n =11 obtindrem
un resultat gue utilitzarem al capitol segilent, perd que és
practicament independent de la resta de la memdria. Es tracta
d*un teorema que ens permetrd substituir un espai per un asltre

de finit, sense que canvii .la cohomologia mddul p.

Proposicid 4.1: Sigui # un grup abelid p-local {i.e. un

Z(p)—médul) tal que Hom(m,z(p)) i Ext(m,l(p)) s6n Z(p}~m6ddls

finitament generats. Aleshores K &s també un Z{r —mddul fini-
37

tament generat.

Demostracid: Sigui B un subgrup p-basic de M. Tenim
G>—+ M —=D I D 6s divisible perque és p-divisible i 0i és
p-local. Considerem la svccessid Hom-Ext associada a

p
Za(p)' -z

(o} > A

a-—PHem{m,Z(p}) _ Hom(m,z(p)) —_— Hom{m,Zp)-—__*
Ext(iﬂ,Z’.(p)) S Ext(m,ZZ{p))

Bplicant el lema 1.1 tesulta Hcm(m,Zp) = Hom(B,Zp) ETFZb.
Per tant, com que Hom{M,Z i Ext(n,Z sdn Z -mbduls
» com M2y (205 (p)
finitament generats, de la successid exacta ancerior es dedueix
gue Hom(m,Ip) és un R(p}—mbdul finitament gensrat, Per tant, B

és un grup abelid finitament generat. Siguin e 1o+ 2@ gene-

1

radors de B com a grup abelia. Oemostrarem que e -]

EERFLR
generan M com a Z{p)—médul. Considerem la successid exacta:
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o-+—»Hom(m,Z{p}) _— Hom(B,Z(p)) —_— Ext(D,E(p))
Ext(m,z(p)) ——— Ext(B,Z(p)) ——> O

D és divisible, per tant, pel teorema d estructura
dels grups divisibles (fi11}, I p. lo4), Dz el &#&a qu. Com
que Ext(D,Z(p)) ha de ser un Z(p)—médul finitament generat i

X .
Ext{l,2Z2 =0 Ext{Z ,Z =2 _, resulta que D és un gru
{ r (p)) * \ pe (p}) P q g —.D
de torsid sense p-torsid. Aleshores, 3i aeli, considerem ac¢ D.

Tenim quo per a cert g no miltipie de p. Per tant, ga« B,

qazz:riei, d*on resulta a= Z(ri/q}ei.ﬂ

Proposicid 4.2: Siqui % un espai connex p-local. Les

dues proposicions seglients sén equivalents:
i) ﬁix éds un Z(o)—médul finitament generat per a tot i;
3

ii) Hl(x;z{p}) és un 2

rn‘—médul finitament gensrat per

a tot L.

Demostracié: Recordem que, com que Z(p) €s un anell

principal, tot Z<p>—médul finitament generat és de la ferma

Z ® ... X eZn. ®...87n .,
(o) (o) " P2 pr

fleshores, la implicacid 1 =2 ii és svident par coeficients
universals, mentre que la implicacid ii =i es dedueix de ia

propaosicid anterior i de coeficients universals,

Proposicid 4.3: Siguinm F,L 1 B espais l-connexos i

F— £ —> B una fibracid, 5i des d entre els espais f,L,B

sén tals que la seva homologla reduida entera consisteix en
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Z(p)—méduls finitament generats, el mateix 1i passa al tercer

d'ells,

Demostracid: En primer lloc, dos dels espais F,{,B sén
p-locals, per tant, la successid exacta d homotopia implica que
tambdé ho &és el tercer, Aleshores, la propcsicid anterior permet
transformar el problema a cohomologia amb coeficients Z(p). A
partir d aqul la demostracid &s analoga a la del teorema corres-—
ponent en teoria de Serre de classes de grups abelians. (veure

[24], 9.5.12).1%

Proposicid 4.4+ Si A s un grup abelid p-local, Finitament
generat com a'Z(p)—mbdul, aleshores es compleix:

a) ﬁi(A) és un Z p)—mbdul finitament genarat, per a tot i;

b) ﬁi(K(R,m)) és un Z(p)—mbdul finitament generat per

g tot i 1 tot m.

Bemostraci®: a) A és isomorf al localitzat a p d ungrup finita—

ment generat B, per tant, ﬁ'n és isomorf al locelitzat de 9,8.

1§

Perod Q,B €s un grup abelid finitamept generat, per tant, ﬁxﬂ
ﬁ_Bp £€s un Z(p)—mbdul finitament generat en cada dimensid.

b}Resulta de considerar la fibracid

K(A,m=1) > % K{A,m}

i aplicar induccid junt amb la proposicid anterior.l

Proposicid 4,5: Sigui X un espai simplement connex.

$6n equivalents:

i} X és un Z{p)—médul finitament generat per a tot i;
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ii) ﬁix és un Z(p)—médul finitament generat per a tot i,

Demostracid: i = ii, Sigui

una descomposicid de Postnikov de X. Tenim fibracions

v
>
X
H
L]

K{rr.mx,m)

Pegr hipditesi 4" induccid. podem suposar gue ﬁix és un Z(p)-

midul finitament generat per a tot i. Per la Eripcsicié anterior,
també H (K n o )} €s un Z( ) -mddul finitament generat per a
tot i. ﬁzxo demostra gue H X és un Z( ) -mbdul flnltamsnt generat
per a tot i, en virtut de 1a proposicid 4.3,

ii =i, Considerem una descomposicid de Lartan~Whitehead

d= 1 espai X:

hee — X —m X — L, ,.—wX_ = K,
m m—1 2

Tenim fibracions

K(rtmx,m—l) — Xm+z————¢ LI
Per hipdtesi d induccid podem suposar que ﬁixm 4s un Z(p)—mbdul
finitament generat per a tot i. D altra banda, nmx = nmxm =
ﬁmxm, per tant, n_ X és un Z( )—mbdul finitament generat., Per
4.4 1 4.3, H.X &5 un zz

1"med p}
i, Per induccid, tots els Xr tensn homologia reduida finitament

-madul finitament generat per a tot

generada en cada dimensidé, com a E(p)-mbduls. Com gque nnx =

K X , obtenim 1.0
nn
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Observem que els grups abelians gque sdn Zép)—mbduls
finitament generats no formen una classe de Serre, perd en
canvi compleixen un "“teorema de Hurewicz®,

Cesignem per { la classe de Serre dels grups ahelians

de torsid amb p-component nul.la.

Proposicid 4.6: Sigui f:Y ——>X una aplicacié entre espais
simplement connexos. Lonsiderem les proposicions:
i) fu:H Y ——= H X és un { -isomorfisme;

11) foray

n X és un & ~-isomorfisme;
111} f’:H’(X;Z(p))-—hm# H’(Y;Z(p)) és un isomorfisme;
iv} f*:H'{X;Zp) —_— H”(Y;Zp) és un isomorfFisme,

Les tras primeres sén equivalents i impliguen la quarta.

Demostracid: L equivaléneia de i) i1 ii) prové del tecrema
de Whitehead mod £, que es pot aplicar degut a que £ és un
"ideal aciclic" de grups, en la nomenciatura ds f24].

i1 =iii. Pel teorema de coeficients universals, tenim un

diagrama commutativ amb files exactes:
i
Ext(H., . Y,Z —a H (Y;Z : Hom{H_ Y ,Z
N OY (Y5Z(g)) = Homlt Vo 2¢,))

v £ v

Ext(Hi_lK,Z(p)) >———*—Hi(x;2(p)) ——*»Hom(HiX,Z(p))

Hem de demostrar gque v 1 v sén isomorfismas, Com que el
nucli I el conucli de fx:H*Y-———i H, % s6n grups abelians de
trosié amb p-component nul.la, n hi ha prou amb veure qus si
A és un tal grup, aleshores Hom(A,Z(p))=Ext(ﬁ,2(p))=o. La pri-

mera afirmacié és trivial. Respecte a la segona, considerem
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la succewsid exacta Z B —#Z . Deduim Ext(a,Z z
vecersid exacta Z(pp—— = (Bo2(p))
Hom (R,Z _)=0.

[

iii =i, Passant al cilindre d'aplicacions Z, obtenim
Hom{H,(z,v},z(p)):Ext(H,{z,Y),zz(p))xo. Volem deduir que H _{Z,Y)
pertany a ¢ . S5i H_(Z,Y)} contingués un element d’ordre infinit

tindriem Z >»—» Hi{Z,Y) —» C i aixd donaria una successid exacta:
Hom (Z,Z —— Ext{C,Z Ext{H.(Z,Y),Z, \)=0
(Z.2()) (€2 (g)) —Ext (8, (@002 )

Per tant, Ext{C,Z =Z iz seria un grup de cotorsid.
(C20))=2(5) * Zip) ° st

Rixd &s impossible perqus [xt(]l},Z(p)),lo. Per tant, Hi(Z,Y) és

de torsid per a tot i. A més, no té p-torsid perqud, si contin-

qués Zp’ tindriem Ext(Zp,Z{p))m, que és fals. Hem visi, doncs,

que H {Z,Y)e ¢ i aixd implica i). )
p

iii = iv. Considerem la successié exacta & Hz(p}ﬁzg'

Indueix unaz successid oxactz llarga dz cohomologd

i, . i,,. i,
eve == H (X,Zz(p}) —a H (X:Z(p}) ———r H (X:Zp) —

i+l i+l
H X2 H X3 .
(R3Zegy) — (3Zgy) —
ta naturalitat d aguasta successid exacta i el lema dels

5 resolen el problema.]

gbservem que la implicacid iv =i no és certa. En efecte,
sigui X=», Y=M(W,3}, un éspai de ficotre de tipus {I§,3}., Aleshorass
H’(Y;Rp):o perd H,Y¢ (°. Aixd demostra que 1 Gltima afirmacid de
la pagina 3lo del liibre d en Hu {f14]) és incorracta.

50



Teorema 4,7: Sigui X un espai l-connex tal que ﬁix és un
Z(p)—mbdul finitament generat per a tot i. Existeix un espai Y

amb esguelets finits i unma aplicacidé f:Y —=X tal que

F’:H*(X;Z(p)) e H*(Y;Z(p))

és un isomorfisme. A més, si X és n—connex, Y també.

Demostracid: Per 4.5 sabem que sls grups d homotopia de %
sdn Z(p)—mbduls finitament generats. Construirem espais Yn i

aplicacions Fn:Yn—————m;x tals que:

_i) YD:-H- H
ii) Yn+l s*obté a partir de Yn ad juntant un nombre finit
de (n+l)-cel.les;
iti) f =f
-1
n]Yn—l n .
iv) f :n. ¥ ——» 1. X% s un monomorfisme si i<n i un
Ax 1N 1

& -epimorfisme si ign,

Com gue X és simplement connex, podem posar YU:Yl: * .

Suposem per hipdtesi d induccié gue tenim construit Yn i
£ oY X. Sigui cee g A n X

I P Siguin )l’ s Ay generadors de nel cam a
Z(D)—mbdul. Cam gue Yrl 8s un CU complex finit simplement connex,
n Y és finitament generat. Considerem f R Y —— 7 % i

non Na nn n

ee .y Of . fini
1 » & generadaors de Ker Fn Definim Yn+l com

1l'espai obtingut a partir de Yn adjuntant cel.les de dimensid

n+l - . .
nil: e ,...,en"ﬂl a través de GJ)..., a i adjuntant cel.les

1 r
: . + n+l . . . .
de dimensid nsl: e? l,...,ek+ a través d aplicacions constants,

siguin «

Sigui:

h: Y v s'l“'lv Y s:”——-—-—» X
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.. . . .. . N+l
dafinids de manera que sobre Y . coinglidelxl amb I'"n 1 rsobre 5,
n 1

]

i
i=1,...,r, és clar gque h estén a una aplicacid Fn

coingcicgixi amb A .. Cow que f ¢« és5 homotopzment triviasl
J n
'Y e X
vl n+l
Hem de veure ara gue es compleixen les propietats i) a iv).

Només requereix comegntari la part iv). Considerem el diacrama:

n X
q
"
i

e/ P

MNa n+l«

’ i, Jn
3 —— ¥ — Y ¥
i“r.q.-l(vm-l’yn‘_d,' ann nq nel l—‘q( n+l°* n)

Volem demostrar que f és momomorfisme si gqanel i

nel =
¢’ —epimorfisme si gen#l, Per hipbtesi d" induccid podem suposar

que an és injectiva si gqen i G ~epijectiva si gq<n., Com que

Y &g 1l esquelet de dimensid n de Y_ .., resulta gue nr {Y LY
n - Nl g’ n+l’ N

= si «n., Per tant i, és isomorfisme si «n i epimorfisme
. - ’ ”

si g=n. Aixd implica que Fn 6s injectiva si gqen i C-epi-
n

+1
; : . . nrl -
jectiva si ggn, Com gue hem adjuntat cel.les e a través de

les aplicacions iti, resulta que Kerfn ¢ Ker i en dimensié n.
Donat que i, és epijectiva en dimensidé n, resulta que Fn 1 és
Ll

injectiva si g=n. Resta només veure gue Fn és ¢ -epijectiva

+1x

si g=ns«l, Sigui yen . 5'expressara y:er )j on rJ_eZZ(p).

X
n+l
Aleshores, existeix un enter r, no miltiple de p, tal que rl."j
e Z, j=1,...,k, Par tant, ry és una suma de t.\j, d=l,...,k i
és cl b Im F

5 clar que Ke m .

. Aixd demostra que Fn és {-epi-
Ll

+lr +1
jectiva si fg=n+1.

Considerem Y:uYn amb la topologia feble. Tenim f:¥ — %
que indueix {-isomorfismes entre els grups d homotopia. Per

la proposicié 4.6, resulta que
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FRaHm (0 —— H* (¥ ;% )

(! (n)

és iscmorfisme., Com que, a més, F trRY —— s R4 és injectiva
' T J 3

la segons garl del teorema és chwvia.j
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5., E1 cas p=2

L“objectiu d aguest capftol 4s demostrar. gque les con-
diciens I,II1, IIl1 i IV del teorema principal d’ aquesta wemdria
s6n nezcessiries en el cas P=2. Un cop vist aixd, la demostracid
d  aguest teorema estard completa.

£ls métodes utilitzats en el capitol 3 per al cas pf£Z,
és-a dir, 1 estudi de 1" actuacid de les oberacions dé Steenrod
i de les operacions sscundaries, no basten per a resolﬁre el
cas p=2. Cal recdrrer a 1@ teoria K i a les ocperacions d* Adams.
De fet, no dew ser dificil domar una demostracié del cas pf2

seguint aguestes mateixes ifinies.

Suposem gue tenim un fFibrat S;—» S;—m—’-B, Q<Tem,
Demostrarem que o bé r=1,3 o b8 r=7 i m=15.

Observem que 5; &s contractil a 82, per tant, per un
teorema ben conegut ({25]), 5; ha de ser un H-espai., Aplicant
el teorema d'Adams sobre la na existdncia d elements d’invariant
de Hapf iqual a u {{1]), resulta gue r=1,3,7. Per fant, tot es
redueix a dewostrar gus si teniw un fibrat S;
m=15. Designem per B’ el con de s';-—a- B i sigui i:8 —»B’ la

— Si; —= 8, aleshores

inclusid.
Lles proposicions 3.1 i 3.2 ens diuven guant valen les
cohomologies de B 1 B” amb coceficients 222 i 22(2). Hi ha dues

possibilitats:
R) m=Bt-1; H™(B;R) és una algebra de polinomis en un
t
generador x de dimensié 8, truncads per x =o; H"{B’;R) &s una

dlgebra de polinomis en un generador u de dimensidé 8, truncada
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Per ut+1:o, iTu=x,

B} H*(B;R) té una base com a R-mddul Formada pels
monomis xt, yxt, t-o0,1,..., amb dimx=8, dimy=m; H*(B";R) té
una base cem a R-mddul formada pels monomis ut, Vut, t=o,l,...,
dim u=8, dim v=ms+8; i*u=x, i* v=yx.

(R designa indistintament Z? o he 2(2}.)

5i estem en el cas A}, és ben conegut gue t=2 i, per tant,
m=15. De fet, la demostracidé que donarem del cas B) pot adzp-
tar~se molt Ficilment 2 la demostracid d” aguest fet.
It

. 7 . .
Sigui, doncs, 52 —_— 52 —=8 un fibrat dei tipus B).

Com que B’ és 2-local i Hl(e‘;z }) és un 1(2)—m6dul finitament

(2
generat per a tot i, per 4.2 i 4.7 existird un,espai Y amb
gsquelets finits i una aplicacid F:¥ —=B " tal que la aplicacid
induida F‘:H'(B’;E(ﬂ\) —_—— H’{Y;Z(ﬂ\) és un isomorfisme.

£ <)

Observem que H_ Y és lliure de 2-torsié, En efecte:

Lema 5.1: Si Y &s un espai amb homologia finitament generada
sn cada dimensié tal que H”(Y;Z{p}) és 1lliure de torsid, aleshores

H.Y és lliure de p-torsid.

Cemostracid: Com que HiY s finitament generat, si té
p-torsid ha de contenir un sumand direscte del tipus Zpr.
Aleshores, Ext(HiY,Z(p}) conté un subgrup de la forma

L+d
Ext{Z r,2 =% r. Perd txt(H,Y,Z és subgrup de H Y3Z
(Zor 2oy )<L, (Y22 grup VsZp))

que és lliure de torsid, contradiceidé, D

Observem que la hipdtesi de que Y té homologia finitament

generada en cada dimensié és necessaria. En efecte, sigui Y un
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espai de foore de tipus (Ep»,3). £s immediat gue H”(Y;Z(p)} és

lliure de torsid.

Sigui Y una aproximacid homoldgica de dimensid 24 de Y.
Tenim j:¥ ——s¥, HiY':o si 1% 24, jR:HiY'———-+ HiY isomor—
fisme si is 24. Aleshores, com que H,Y és lliure de 2-torsid,
—_—

resulta que Hl(Y';Z(z))zo si 17-24 i j':Hl(Y';Z

; ; (2))
H (¥:Z T H (X:Z

(2)) (2)) és iscmorfisme si i1 <24, Podem supasar
qus Y  és un espai finit. En efecte, té homologia finitgenerada
en cada dimensid i zero en dimensid prou gran i és simplement
connex, Aleshores, per un resultat ben conegut, és homotopament
egyivalent a2 un complex finit.

Si m» 16, aleshores dim v=m+8 » 24, Per tant, H’(Y';Zz)
és una algebra de polinomis en un generador u de dimensid 8,
truncada per xazo. £stem novament al cas A) i sabem ({167,
p. 304) que un tal espai no pot existir. Per tant, podem suposar
16 s dim vg 24,

La situacid és la seglient: Tenim un espai finit Y7,
1" homologia del qual no té& 2-torsié i tal que H'(Y’;Z(2)} té
generaders 1, u, u2, us, v, amb dim u=8, dim v=m”’, 16 ¢m g 24,
€En 2l cas m =16 apareix un altre generadocr uv. Yolem arribar a
contradiccié s partir d  aquestes dades.
Treballarem amb teoria K complexa amb coeficients a 2(2)'

Posem K({X) per a designar~la., Recordem {veurs 0.8) gque si X é&s

un espai firit, K{X) admet una filtracié

= - . » _‘) =
K{X) K, > Kl > K, > K, =0

en Ki=Ker {(K{X) —— K(sz-l)). D altra banda, si H_X no té

2-torsié, bi ha un isomorfisme

57



28, . )
H (x,a(z)) z GriK = hi/KiH

i aixd ens permet calcular #{X).
£n el nostre cas, obtenim els szguents resultats per al

graduat associat a ®{(Y¥"):

2} 31 m és senar, GrK(Y’) és una algebra de polinocmis en
un genasrader x de dimensid B, truncada per x4=0.

h) Si m és parell, CrK{Y") és una hlgebra de polinomis en
dos genzradors: » de dimensid B8 i y de dimensid m”, truncada en

dimensions = 25.

El pas de Gri(y”) a K(Y") es fa aplicant el lema o0.2. Re-
sulta que K(Y"} T GrX{Y~"). Aplicant les operacions d Adams a
teoria Kk, veurem gue aquests valors de K{Y ) sén impessibles,

Distingirem dos casos, segons m siguli separ o parell.
a) Cas m senar.

. . . Z 3
£n aquest cas hem vist que K{Y") té generadors 1,x,x ,x,

Estudiem 1" actuacidé de les operacions d Adams:

2
'S x=24x rax2,+bx3

y3x=3ax +CK2r dx3, a,b,c,d <« 1(2).

Calculem ara vﬁx:
2 3 : ) 3
ysx: Y ¥ x=342&x+-34ax2+ 34bx3+ c28x2~A0253xd+ d212x3
&) 3 2 4_4 3 g 2
Y x=y ¥ %x=23 X4-24cx2+-24dx + a3 x &+ 323écx3+ bSl?xs
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Igualant coeficients resulta:

34aa-c28 = 240 +a38;

d212+ 34b.¥0253 = Zadf-aZSdCrbSlz.

Com gue a és senar (per la propietat d) de les ocperacions
d” Adams), de-la primera equacié resulta que ¢ és també senar.

Reduint la segona eguacid mddul 24 obtenim

op=65.2.a.¢C {Zé)
que €s un absurd,

b} Cas m parell,

En aquest cas K{Y’) té oeneraders 1, x, x2, xs, y i, en

el cas m“=16, també t& ¢l generador yx. Posem m =2k. L actuacié

de les operacions d' Adams sera del tipus:

4
‘sz = 2 x+ax2+by+cx3rc¥yx;
3
¥ x = 34x-fex2+ Fy +gx3+ hyx;
2
¥ = 2ky 49x3 £ TYR:
3 b 3

vy = 3y +sx »tyx;

& .
amb a senar. Si calculem w x i yﬁy de dues maneres diferents,
abtenim:
& 2 4 2 4 3 4 B 2
voxX o= ‘?3x= 3 24x-+34ax + 3 by4-34cx + 3 dyx +82 X +

kra
925ax3+ 925byx-+52ky +F!x3A+Fryx +g212x3+-h2 Y X
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3 4
WX = V3 wzx = 2434x yzaexz ;24Fy f2agx + 2 kyx @aSaxz +
2334ex3+ 2&3afyXL b3ky pb5x3p btyx rc312x3-rd3kfayx.

2 3 123 ks
WOy = Wl ey = 392 437y oy stk 12 Yk,

2
5 52 2k3ky kszKS +2ktyx + 3l X + 13 YX.

£
<
n
-
€
-
"

Iqgualant coeficients obienim les equacions:
1) a(3%-3% - e(2%-2%;

ii) c(312-34)+ 2a3de + bs
iii) b3a(3k_4-l) = f 2 (2
1wy s2¥@t%*y <

=a, la propietat
2lem
K 12). Per

De i) es sequeix que e &s senar, Com gue K13
e) de les operacions d“Adams implica gque £z o ({2

tent, si reduim ii) mddul 4 obtenim
_ 4
o =2a3 e +bs (4},

Com que a i e sén separs, n hi ha prou amb veure que bs=o
mddul 4. Considerem per separat cada un dels possibles valors
de k, S5i k=9,11, l'equacid iii} implice que b=o (4) i per tanﬁ
ja hem acabat, En el cas k=12, la propietat ¢} de les operacions
d™ Adams implica gque s:o.i tamb& hem acabat, S5i k=lo, 1 equacid
iv) déna s27%3-03°2>, Cconm que, en aquest cas, [=o (28),
obtenim gue s &s parell i novament bs zo (4). Resta només consi~
derar el cas k=8,

Si k=8, hi ha elements x; €K, , i=8,...,12 tals que

2 8 7 6 S 4
= + +
vy =2 Xg* 2 Xg 2 X0t 2 X1y 2 X190

3
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A még, sl x .= kx3+’1-i yx, aleshares a H"(Y;ZZQ) es compleix $q v=

12
A uTeum vu, Demostrarem que A =0. Suposem—ho fet, Aleshores, {:zo

- = . - B B 4
(25). t*equacid iv) diu s2 (24—1): 3°2'5, per tant, s és parell,
Substituint a 07.—2a34e+bs {4), arribem a contradiccié. Per
tant, tot es redueix a demostrar que si Sq8u= Auav‘uu, aleshores
A =o.

. 2

%i v -o, aleshores

2

U:Sq16u2 = SQBU Sqeu = A |.|61'- 2 Ap uu4

2
i A=o. 8i v :ud, aleshores

26

2 2 4
16 )uﬁrZAﬁuu + oMU

Sq” v

8 2
591504 - 5082 5¢%u? - o

. .. 2 2
novament obtenim A =0, Finalment, si v =vx", azleshores

[N

2
Sqlﬁu

2 2 8 2 1 2
Sqlﬁuu = v Sqlﬁu + 5q v Sqau + Sq 6\: U = o

It

2
A2u6+ 2)}4 Uud-m,us uE;

i també arribem a > =o.
Aix®d acaba la demoatracid del %teorsma principal d" aquesta

memdria, enpunciat a la introduccid.

61






lo.

Referéncies

Adams, J.F.: On the non-existence of elements of Hopf

invariant one. Ann, of Math. 72 (1960), 2o0-1lp4.

Adams, J.F.: The sphere, considered as an H-space mod p.

Quart, J. #@math, Oxford (2}, 12 {1961}, 52-60.

Adem, J,: Relations on iterated reduced powers. Proc. Nat.

Acad. Sci. USA 39 (1953}, 636-638,
Aguadé, J.: Fiberings of spaces and localization, RAWE. 1977.

Arkowitz, WM.,; Ewing, J.; Schiffman, S.: H-structures an
localized and completed spheres. Quart. J. Mat, Oxford (3)
26 {1975), 295-307.

Atiyah, M.: K-Thecry. Benjamin. 1967.

Atiyah, M,; Hirzebruch, F.: Vector bundies and homogeneocus
spaces. Proc. of symposia in pure math, wvol. 3, Amer. fath.

Soc. 1951,

Bousfield, A,K.; Kan, D.M,: Homotopy limits, completions and

iy
localizations. Lecture Notes in Wath. 304, Springer 1972,

Clark, A.; Ewing, J.: The realization of polynomial algebras

as cohomology rings, Pacific J. Math, S0 {1974), 425-434,

Ewing, J.: Some examples of sphere bundles over spheres wich
are loop spacas mod p. Bull, Amer, Math. Soc. Bo {1974),
935-938.

63



11.

12.

13,

14.

15.

la.

i7.

18.

19,

20.

64

Fuchs, L.: Infinite Abelian Creups. #Academic Press. 197

Hiltun, P,: Homotopy Theory and Luality. hMNotes on fath,

and its applicaticns, MWelson. 19265,

Hiltan, P.; fisiin, C.; foitberyg, J.: Localizaticn of
nilpotent groups and spaces, Mathematics Studies 15, MHorth-

Holland., 1975.

Hu, S.~T.: Homotopy Theory. Academic Fress, 13985,

Hubouck, J.R,: Genzralized cohomology operations and H-spaces
of low rank. Trans. Amer. HMath. Soc. 141 (1989}, 335-380.

|
Husemoller, D.,: #ibre Bundles. Graduate Texts 1in Nath.

Springer 1966,

Husseini, S.1.3 ihen is a complex Fibered by a subcomplex.

Trans. Amer. Kath, Sac., 124 (1966), 249-291.

Liulevicius, A.: The factorization of cyclic reduced powers
by secondary cohomolooy operations. fiem. amer. fiath, Soc.

42 (1962).

fiassey, U.5.: Some problems in Algebraic Tepology and the

theory of Fibre bundles. Ann. of hath. 52 (1955}, 327-359,

Nakagawa, R,; Ochiai, S.: On the dimensicns of generators of
a polynomial algebra over the mod p Steenrod algebra. Proc.

1. Acad. 43 (1967), 932-936.



2%.

22,

23,

24,

26.

27.

28,

29,

3o,

31.

Serre, J.F.: Groupes d homotopie et classes de groupes

abéliens, Aan, of kath., S8 {1953}, Z25B-2G4,

Shephard, G.C.; Todd, J.A.: Finite unitary reflection groups,

Cznad. 3. fath. & (19564}, 274-3o4.

Shimada, N.: Triviality of the mod p 'Hopf invariants, Proc.

J. Acad. 36 (1960}, 68-89.

Spanier, £.: Algebraic Topology. lacCGraw-Hill, 1966.

Spanier, E,; Uhitehead, J.H.L.: Cn fibre spaces in which the

fibre is contractitle. Comm, filath. Hslu, 29 {1955}, 1-8.

Stasheff, J.D0.: Homotopy associativity of H-spaces, I.

Trans. Amer. Math. Soc., lo8 (1983), 275-292.

Stasheff, J.D.: Homotopy associativity of H-spaces, II.

Trans., Amer. Math, Soc, 1e8 (1963), 293-312,

Steenrod, H.t£.; Epstein, 0.8.4.: Cohomolocy Uperations,

Ann. of Math. Studies. Princeton Uniwv. Press. 1956Z.

Steenrod, N.E.; dhitehead, J.H.C.: Vector field on the
n-sphere. Proc. Mat. Acad, Sci. USA 37 {1i951), 58-63,

Sullivan, D.: Geometric Topology, part I: Localization,

periodicity and Galois symmetry, M.I.T. 197¢

Sullivan, D.: Genetics of homotopy theocry and the Adams

con jecture. Ann. of fMath., loo (1974}, 1-79,

65



32,

33.

34,

66

Sugawars, [l.: On a condition that a space is an H-spacge.

Math. J. ODkayama Univ. 6 (1957), l109-129,

Sugawara, M.: A condition that a space is5 group-like.

fath, J. Ckayama .Univ. 7 {1957), 123~144,

Uada, H.: Note on the fiberings of an (n-1)-connected

space by spheres. Proc. J. Acad. 29 (1953} 8, 415-417.



Pubkl, Mat. UAB
N¢ 16, Desembre 1979

ALGEBRES DEL TIPUS H™4 LY

Josep M, Burgu#és i Badia

Memdria presentada per
optar al greu de Llicenciat
en Ciéncies Matemdtiques

Director: .Julid Cufi i Sobregrau






INDEX

PIOLEG v vivarsasssannssnsssnasosssnnnnnorsaoes

Capitol ler.

capitol 2on.

Bibliografia

L'algebra H™ 4+ L'; feeememerenes
I IntroducCid viieeencinnrnnans
1.0+ LE €5 tancat ...eeceven-

IIT.H™ + L"E €S 2lgebra ...eevren.

IV.Caracteritzacié dels elements in-

vertibles..ioiiiiiiennvannenna

Pay,

L'espectre de H™ + I "

I.INtroducCid .iuuininnennesoses

ITII.Mesures representetives ......

IV.La megura de Lebesgue a H™ +EE -

E wvveensans

II.L'espectre de H™ + UE i propietats

relacionades amb ell ......... P2g.

LR R N L R R R R I L T A

71
75
75
80
90

92
101
101

103
110
HZI
116






PRYULEG

En la teoria dels pr0ce5505 estodﬁstics estaciona-
ris, apareixen situacions que fan cap a problemes com el
de éaracteritzar les funcions de L (T) .que sén lfmits'uni
formes de sumes finites de funcions de i'élgebfa del disc
A, 1 polinomis trigonometrics a T. {al conjunt d'acuests

1i direm P).

A &uests problemes estan associats els noms de

Yaglom, Szegd, Devinatz, etc.

La solucid d'agquest problema fou donada l'any 1967
per Helson i Sarason [l] » €ls quals van demostrar que
"+ C { la suma, com a espais de Banach, de H® i C = @{T)}
&s la clausura uniforme de 1'algebra generada (a L%) per
AidP. (icoma conseqﬁéncia que és algebra uniforme},fent
servir que

C/y C——n L7Hm isomeétricament.
D'altra banda, 1'estudi dels operadors de Toeplitz

i de Wienner-Hopf, 13X on ¢ € H® + C . presenta resultats

com (Douglas 1968)

"s8i & € Hf +C, Té - X, é&s un operador de Fredholm

si i només si, ¥- X &s invertible a H" + C" (Veure [(J ).

En aguest mateix treball, Douglas va denar una carac
teritzacid de les funcions invertibles a H® + C, mitjangant

llur extensié de Poisson a 1'interior del disc obert 1.
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L'any seguent (1969) i en relacis tamb& amb 1'estudil
dels operadors de Toeplitz i de Wienner-llopf, Douglas va es
tudiar algunes classes Q'algebres entre n”iLnT, plantejant

el seglient problema:

"Sigui B una subélgebra tancada de L que conté H' .
sl By és la subdlgebra de L° generada per H® i les complexes
conjugades de les funcions internes invertibles a B,llavors

B =B, ".
El resultat és obvi per B~ i H  + C.
L'evolucidé del problema fou la segiient:

L'any 1969, Douglas i Rudin [5] van veure que el

resultat es valid per L° .

La generalitzaci$ d'aquests problemes al cas en qué
1'Algebra estld generada per H” i les funcions essencialment
éfitades a T, i continues a un subconjunt gualsevol prefixat
E, fou estudiada l'any 1973 per Davie, Gamelin i CGarnett (3]

31 cas, també més general,de U un obert qualsevol de &,
motivats per problemes com el d'aproximar uniformement fun-

cions de H; {U) per funcions de H"(U} que estenen analitica-

ment a través de E,

Els esmentats autors van demostrar cue, per a agues-
tes Elgebres,la conjetura de Douglas té& resposta afirmati-

va,.

L'any 1972, Sarason, volent donarne un contraexemple
va arribar a que l'algebra generada per K* i les funcions

continues 2 T~ {1} i amb 1{mits laterals per a valors de



l'argument tendint a 1, €s un dlgebra de Douglas. ( £s a
dir, el problema de Douglas té&, per ella, resposta afirma

tivaj}.

La solucit final del problema, {al disc}, van do-
nar-la Chang i Marshall l'any 1975 sequint una idea de

Sarason 6] .

Sung-¥ang &A.Chang va demostrar, primerament, que
si B, B, son subalgebres de L” gue contenen ¥ ,una d'elles

de Douglas, i si Sp B = Sp By, llavors B = By. .

Finalment, Marshall [B8] , va veure queper B i B for
mada a partir de B, segons la éonjectura de Douglas, es té

Sp B=5p B

Com qgue Shviament B; es un Elgebra de bDouglas, es
conclou gue B = BI.
El present treball es dedica a lfestudi de les‘alge-

bres H® + Lg , estudiades ja per Davie, Gamelin, Carnett a

[jj, i comenga amb una demostracif reduida, seguint [3],691
que H o+ L; es un algebra de Banach, en el cas que E siguil

compacte 1 pel cas del disc.

En segon'lloc, es tractark paral.lelament a Dou-
glas, la caracteritzacif de les funcions invertibles a

o

H + L; mitjangant llur extensié de Poisson a D.

Aquesta demostracid estd basada pre¢isament en el

fet que ¥ + L. és un Algebra de Douglas,

L)
E
En tercer lloc s'estudia l'espectre d'aquestes al

- \
gebres, la representacif de caracters per mesures i la res

fet
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triccié de X‘Elgebra a les fibres, tot extraient-re conse-
gukncies sobre el comportament de les funcions de H + L;
en general, i els productes de Blaschke en particular, a

l'espectre.

Només .em resta mostrar el meu agraiment al Dr.
J.Cuff, per l'eficac ajuda i l'entusiasme mostrat en la
direccis dfaquest treball, i al Dr.J.Cerda i a J.del Castillo
amb els quals he discutit alguns punts del capitol 1 i 2
respectivament, aixi com tamb& a totes les persones gue

d'alguna manera & altra l'han fet possible,



CAPITOL 1

ol

- L'ALGEBRA K™+ L E

Dedicarem aquest capitol a l'estudi de les propie-
tats de H "+ LQE que depenenmés directament de la seva

estructura d'algebra gue del seu espectre.

Més concretament, veurem gue f o+ &5 un espai

L
E
de Banach, i com a gonsegidncia, que &s una algebra, i

donarem una caracteritzacid dels seus elements inverti-

bles.

Com ja hem dit al proleg, la primera giestid ha
estat tractada amb forca més generalitat, per bavie,

Gamelin, i Carnett a i3] .

Com que l'objecte del present treball sén algebres
de funcions definides sobre el disc, que &s, en molts
aspectes un domini senzill, donarem una demostracif sim
plificada (Seguint Helson i Sarason [1] , i Davie, Came-

lin i Garnett [3] ) .

I - Introduccid

L'inic objecte 4'aquest apartat és el d'exposar i
clarificar, tant la notacif com els resultats de tipus

més general i la forma en qué es faran servir al llarg
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d'aquest capitol.Els altres upareixeran en el moment

mateix de fer-los servir.

Els diferents apartats agrupen temes més o menys
afins.
i) 8i R €s un hlgebra de Banach'l’, amp Sp R =M,

-~
notarem ?: A —> ‘g{m la transformacié de CGuelfand,

a—-——aj{a} =3
o ; a

i també Vx : ; Ql"“'gn entorh basic de Xg €M,
0

per la topologia de Cuelfand, definit per £ 1 les fun-

cions 31,. .e 'gn .

Si tf: R —> R’ &s un morfisme d'algebres de

Banach direm Spf a l'aplicacid transposta.
|

LY " ]
R €s algebra uniforme si i només si la transfor-

e T N . Jyy
134 an 25 URG 1SOmMEecrlid

ii} D sera el disc obert del pla complex, €,amb
D =T i E < T un su-bcénjunt gualsevol.
A Pb} serd 1'algebra de les funcions continues
i afitades a D. Igualment ‘gb (b U E} €5 la subalgebra de
les funcions de gb(D) que esStenen c¢ontinuament a E,
Posarem Sp ﬁb(D) =l‘7 Sp 6}3{9 J E} =}}ZE . LLavors
F’b (D} —~~ 'ﬁ{hz) ;6b( DY E)zf{nZE}. A més D es submer-
geix de manera natural a )7 i )?E . 1 la funcis T exgb(DU E}

fa 2 :/}Z——bﬁ exhaustiva, i el mateix perﬂzE

{1} Mentre no diguem res en contra, ?algebra de Banach vol

dir també commutativa i unitaria,



si a€ b, direm M= 27 (a ), 1a fibra de py al
E -4
punt &« i WZE perr? ;1 es té que’? ={a}, ¥a € D.
E hy s
i nz ={a} Ya € D U E,
i b j E
Amés ZO0 U E}_L)g;b(o) i Sp j =u:;>;("—-,r4z
transforma fibres en fibres.
iii} m serh la mesura de Lebesgue a T. (normalitzada).
L" voldrd dir {(si no s'especifica altra cosa}

L™ (T, dm}.

Si £ € L, la transformada de Poisson T = P [£] (3

és una funcif harmonica a D, i el seu limit radial:

* z 1 *
" @) = limf (r &%) &5 £ = £ qupt. ve TP,
ral
Pinalment £_ (0) = P [£] rel® .
iv} L &s una &lgebra uniforme amb la norma del su-
prem essencial || ||, . Direm X = 8p L”, Llavors L 2 £(X)
Tenim: €: X——>T &s continua i exhaustiva, i direm
=1 .
X = ' T .
« Z {d) a8

f ern és invertible a L si i només si £ esta essen

cialment afitada inferiorment, per scbre del 8, a T.

{1) En alglins casos f voldra dir la classe de £ {en un
quocient) 1 no la transformacif de Poisson £, De totes

maneres no hi hauri lloc a confusié en agquest aspecte.

{2) Si 8 ¢ T, direm indistintament e*® ¢ 5 o b& € §.
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EE = {f e n“ : giX =ct, YoE E} &s una subélgg
'

bra uniforme de L™ i posarem Sp ﬁ; = xF . Bs t8 EE:::&(XE)

i tenim que Xo (definit com sempre) ds [o} si @€ E i

. =C
xu( si o€ EY ,

{En general, una funcié de I és de E; 31 la seva

transformada de Poisson estén continuament a E J.
A més, cal fer notar que L = g{T) =cC

Si B €s una subalgekbra uniforme de I, es diu

gque el nucll dePoisson €s asimptbticament multiplicatiu,
per B, & E si i només si per a tota parella de fun-

cions £, g € b es té:

lim ” g {re } - EEE {reia)" ; =g

r—s [)

P

v) ii' voldra dir 1'espai de Hardy, d'{ndex p, a

&~ <s 1’Elgebra {uniforme} de les funcions anall
tigues i afitades a D. Es identificable (mitjangant el
1imit radial} amb una subalgebra uniforme de I . El ni-

cli de Poisson €s asimpﬁbticament multiplicatiu per H™

a tot T.

Hg és la subalgebra de les funcions de H“'que
estenen continuament a E.
g

H =1 few : £, =ct,d8 E
E !xmr

a és 1'hlgebra del disc, A = H* & (T).



En resum:

1t

s
Qw\\“ L

Z
E

>

Ty
43

(D}

b
2l

]

‘g (D U E),

o

A

huy
£,

g
B>

vi} 851 B&“—L<—H™ ; B, L sub\algebres uniformes,
direm que B és puntual afitadament densa a L, si cada

f € L es limit puntual a D, 4’una successib afitada de

funcions de B,

L’E\lgebra del disc, A, gs puntual afitadament

densa a H* . Per tant, també HE’

La forma per a nosaltres nés convenient d'aquest
fet &s la segient: {Veure [12] ).

fge

E és puntual afitadament densa a

HY—=V¥f € H* jfn e H'_" , successis afitada gque convergeix
cap a f uniformement sobre els subconjunts de D a dist‘a_r_z_

- - - [\
cia positiva de E.

vii} Finalment:
5i B¢ L espais de Banach, i h € L, direm
4 {h,B} = inf “g - h||
g e B
Si és una mesura sobre § ,{ e.t.loc.comp,) i
: . s . .
Sc® , tancat, dxrem/(,( 7* {la restriccié a § de
s
la mesura/( Y.

Si 7 és upa topologia sobre un conjunt & , i £, ,

f funcions sobre # , f_(—:—;»f vol dir que f, convergeix

cap a £ amb la topologia z { a @ ). 81 Y¢@® i £f—3f
Y
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vol dir convergencia uniforme a Y, cap a £, sobre els

subconjunts compactes de Y

Si M¢C ScC@ . {'DT)S ds 1tadhereéncia de ¥ a X.

I1 ~ H%+ L* és tancat

Ho veurem en el cas de E & T, compacte {Cas pel
gual hem trobat una simplificacif}. Per casos més gene

rals, en particular el cas de L[, qualsevel, veure |3
Procedirem a la demostracid$ en successives etapes,

1l - Seguint Helson i Sarason {1} , el problema

quedar& resolt si veiem que d(h,H* ) = 4 (h,Hg} Vh_e ﬁ;,

ja que llavors tindrem que LE/i4°—2——*ﬁ7H* isometrica-
E

ment, o sigui que i { LY, ) &E tancat a ¥, , 1 sip
l-'fH-« 33

E
&s la projeccit candnica p: Kﬁ——+ﬁ7H4, resulta gque
P_l (3 LE/ } ) = H® + LE ., 1 amb aixd estara vist
Hdn

que és tancat.
2 - Obviament d (n,H™ ) = inf “f - h“._g inf |g - W =
feue - ge HZ *

- o g
=d (hHZ) ¥h e Ly -

La resta d’aquest apartat consistifh en la demos
traci6 de la desigualtat contraria, €s a dir: @ (hHE )<
£d (h,H®) Sihery.
En realitat ho veurem més en general, guan
h e éb {b LV E) { Puix que UEC_——;fb{D U E} isomée-

tricament),



3 - Com que & (h, H®) = inf { p € R+[B/',(h)f'}{r“;l 9}

{ 1 el mateix per a Hg" }, tindrem:

Sigui ¥ = w, = {f eg® oum | e - nli< gj .
Cal demostrar gue H N NP # g== 8\ ﬂ’g";! g-.

La clau de la demostracié estd en el fet gue I &s
puntual afitadament densa a HE® (o sigul que les funcions
de I sdn aproximables per funcions de lE‘E‘:' uniformement

sobre els subconjunts de D a distincia positiva de B}, i

en el lema de separacif que veurem tot seguit.

Lema de separacid:

Sigui B un espai de Banach real, i 5« B un subespai

tancat,

Sigui {l un subconjunt cobert, convex i afitat de
B; we Ss' , real; i £= 0,

Suposem que a € R satisfa que w(yl<<a Vv e_(')_g N s 2
Llavors existeix ‘f’e B', real i tal que ‘f’!s =uw I

Yy a vYxeQ .
Dem: Podem suposar, en primer lloc, gue dim § =1,

ja que sind podem fer S/Ker o o B/ amb dim S/Ker w

Ker w
=31, 1si fH: B——> B/Ker o és la projeccis canbnica,

tenim que 17 {[}) és obert, convex i afitat,
‘Ara, considerarem dos €asos:

1) Si,(l",2 NS # ¢, llavors 3}:0 e S: W {xo} = a
(Estem també& suposant quew # 0, siw = 0 el lema &s to-

talment trivial),

1y 0, = { x € B inf nx—y“< E}
y €{}

8]



\ .
Obviament Xg e 1L . llavors tenim, com a conse—

174
2
qiencia del teorema de separaci$ de Hahn-Banach, que

3 6e B, real, i tal que 8{x,} > Sup{ @) x eﬁéfzf (*)

Posem t = B(xy) # 0 (ja que sind Bix} =0 VYxe s

cosa que, com que 'Q‘S/ Y s # @ , estdh en contradiccis amb
2

la desigualtat {*} ).

LLavors, si c = %—-

=m{x0}. Per tant, com gue dim S = 1, resulta gue ¢ ai5=w'

- é =3=
., tenim que ¢ B(xy) = ¢ 8 (xy)=a

A més, com que ¢>0 {ja que si no, ¢. O xg) <c 8 (x),
V x eﬁE/ Ns=adw x}. Contradicci6 // )} tenim que
2

VY= ¢ 8 , ho compleix.

2} si ﬁg/zn S=4g, tenim : 38€B': SCKerd
{1} '

E [ o W |
s o‘n-.__h e .
Si W &s una extensit de Hahn-Banach de w a B,tenim

gue, com queflés afitat , I b € R:w qle + b, per tant,

i
podem definit Yy} = W+bB ) (y), i siy efl

Wiy} =W (y}) + b B(ly) < a+b~b=a,
Finalment, si vy € 8 Wiy =& (y} +b @ (v) =wiy).

4 - Passem, finalment, a veure que BRNH® # g —

N OHE"# g , ver N entorn de h egb (D U E} en gb(nu E),

Procedirem per reduccif a 1'absurd:

(1) Com que S &s de dimensif finita i {lafitat, si fem
fl: B—B/; tenim que, com quefi N S = g llavors B ert (),
i aplicant al guocient la versis original,de {4 , del teore

ma de separacis de Hahn-Banrach, obtenim § .



Suposem gue Jr> 0 tal que N =N;. es NN EY g
. = % _
i NN HE— g .

a} Prenem Re evo :gb{D J E}—>R , 1 congi~-
: g ———— Re g {0}

. s . . F
derem /u HE—-HR la restriccit de Re evy a Hp .
Pel lema anterior es t& {per un N, cenvenient}
: - x b
Yaer 3 b, extensié de/u a ¢ (DU E} tal que
Ig a, <la Vg e N.

De manera que I compleix: Ly - u 41 HE .

b) Sigui ara Z, =€b{’7ZE“‘-~E) & 1 (E,dIU§| }
" ~ .
(On Iual = ‘ﬂah:;' ) .
Considerem a ga la topelogia T, de la conver-
gencia uniforme sobre els compactes de V7E-5E i feble a
e {ﬂfE , a luai Ve Fs a dir: Si {fa(|l €s una xarxa de

éa’ de%f si i nowmés si fd_—__;f , i ¥e==o0 i
a T ’

'flr":fn e id {"Z-E.' a \.Ua\ H 3‘,(0: Vo{;:»e{O \(fd—f}‘f’i
<< £

tlek

P , oo b Al
Obviament Hy' ¢ ¢ (D U E)CE, ¢ L (m-.d j@a]

( O sigui que Y, estd també definida sobre ga} .
. = o
c} Direm ‘;fa {HE }(ga'za)

Proposicif: 1) 3f'a és una subdlgebra tancada {per
T} de £, .
2) 4y —p L7,
Dem, :
1) £, és dbviament, tancat.

Si f,g € £, tenim que £ g € L* wha o)) g

33
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existeixen xarxes ‘f,‘,} . {g’ a Ii;:b tals que:

11

£ > £ .
o r Gy —=4
Ta Ta
Els productes fd 9y e HE’ i f, g, —31fg .
e~ E
Sigui, ara V = V on

g 1 &0 Yy
@; € L mF , d |u.] ), un entorn (feble) de £g en

L= {n'ZE., d 4, }. LLavors VN z[;f 8 :

Com gque g € g;, tenim que, per 5/2 1 £ yf
“ .
3 F, € HY =

-
l(FZ ~g ) £ ‘Pll 4 lba\ T~ 6/2 ‘
C fe})., i
om que ,f per E/z; Fo-$1roe.,Fy g tenim

i
Fl e HE amb

[‘(Ft -£)F, 9l 4 o ) <y, .
ST e = -

s . .
C sigui gue F1F2 e IiE iz

ﬁ{Fle i) dloal /1“?1 - £} Fy @sld1¥a ¢
+f\u-"2 -9 £y A, i<E
2} Cal demostrar que si @ € F’;, /?d(b;—/y(} = 0.
si \Q‘ &s una xarxa de Hi’; : L&?\P . llavors
&s obvi que/‘gdaaq/fdua i Red{, (0)——

“+ Re \{J {o) .

Per tant:

/?df 'f-‘a>=1§,m]wdua-]sod/u =

= 1;:11 f.‘pﬁ du - l:.“m Re ¢, (0) = l:.'(m/c&d (J'Ja-/u-)=0
ja que L —/U. LH"E" . .



) Definim Pa : 53———-—-} P"b{D)
f— £a (f) = le
Clarament, [ és exhaustiva.
A més, ‘Oa [?’a.) € H™® { la convergéncia uniforme
sobre els compactes def’?':"--E implica convergéncia uni-
forme sobre els compactes de D, i aixd suposa 1'analiti-

citat del 1imit), i &s tamb#& una subalgebrg tancada, (amb

la norma " IL)

Proposicib: f’a‘? &s injectiva.
E 8

Dem,: Sigui f € }: tal que {ja (f) = 0, o sigui que
fiD =0 .
Posem dg = f di.:a. LLavors sup !/“)CE (5i

g € g(”ZE) . sup (g) ¢ Ec, es té que 9g = 0 ==

/fgdua=0).

Com que supy &s un subconjunt propi de T {esta
contingut a E), el teorema de maximalitat de Wermer (Veure

ag , pElg.'Cf?.,) assegura que A[supz &s uniformement densa
a g(supg); i per tant/‘supgf-l du =/?E £.1 d/z( =
=Re £.1 (0) = 0 {(ja que AC _g,, que &s ‘algebra, i
/a_l.fa —L g)-

a

e) Direl‘l‘lAa =/G_l (H“’]ﬂj;-’__

Progosicié:/z.a &s una algebra, que amb la norma

del suprem essencial a”F.E, per la mesura 4 { H “..4, PRE
'“a

25
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resulta &sser de Banach,

Dem, : Donada {gn} ’ - de Cauchy,

“ “"h FEFN

-
E

f:-;rmq-gn. O sigui que, donat &; KC g“ﬁE compacte;
a .
E .
Prreerfy € 1! (’?— A o,)  tenim que Jdo’n sidey ”f:‘CJ,.“fE
i kfz - gn)‘Pil dlb | <€ - £s a dir que
b2 - ol s Bom -9 ||+ 2 - sl &8
( si n>n, ) i també: /l(fﬂ - q) \Fl\ d'r‘-".a|<

< / 62 - 5) e 21l ¢ [l 9@ <

tenim que per a cada n J {f_‘?} o H (xarxa), amb

El que acabem de dir, juntament amb el fet gue

rElF, sigui injectiva, ens porta immediatament al
A

segiient teorema:

Taorema: fﬁ f,wa———ﬂyﬂé'és un isomorfisme isome

“tric,

Dem:

Es obvi que Fa €s morfisme, i la proposicié anterior

assegura que &s injectiu,
Vegem que &s exhaustiu,

. o L] . . .

Si f‘e H J {fn} ¢ Hp afitada! £ ——>f unifor
mement sobre els conjunts a distancia positiva de E,

Com gque fn és afitada, esta continguda en una bola
de L* UYE . d ngal}, que &s feblement compacta (T.de

Banach Alaoglu), o sigui que en podem extreure una parcial

convergent feblement {i, &s clar, uniformement sobre els



compactes de!?E‘\E }. Per tant, com que convergeix unifor
mement scbre els compactes de D cap a f, tenim que la

restriccid a D del seu limit per T, coincideix amb £.

ﬁs a dir que fﬁ aplica isomorficament {isomorfisme
N -1 - o . . . . _
4 al?ebres} fo (lf‘“)ﬂ.Fa a H™ . Obviament H‘Oa('g?)”w =
- {‘fln UD . == .‘f 'I, E i aix& dbna que fﬁ és
continua, i com gque la grafica &s tancada, &s un isomor-
fisme topoldgic, que en ser-ho d'dlgebres uniformes &s

una isometria.

Ara, tornant al principi de li,com que N N H™#

4% , podem prendre £ € H™ amb ”f - h &L¢<: r, hi ha una

Gnica P € /{a: fa(y] = £, 1 tenim gue “@ - h\\L*tE,dpJE|;(p
a

Dem:

Quedar: demostrat, si veiem que 556 Sp ﬁ*(E,d|iJ§|)
es compleix que lﬁ {(h - ?)| < r. .
si ¢espr® (E, 4 2 2] ), tal que g (z) =A , tenim,
com gue h €s continua a E:
l;ﬁ (h —xp]’ = ‘gﬂ ) - ¢ (h)|=|96 (- hm)‘ = (%)
Ara, ¥ - hiA) e_,efa , isigd= Spf’;l(;ﬁ) =
= ¢ c (9;1 € Sp H* , llavors (*) = |;§(f -h ) )\g;

QHf - n {M”q{’ << .

£ - h\l¢ < r c.v.d.

I finalment, veurem, com a conSeqﬁéncia de tot el
que s'ha dit, una propietat de ? gue &s fonamental pels

nostres proposits.
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TeQrema: -Pe (_lﬁ
a

Dem:

Sigui J§>=>0 tal que 2§ < r - ”f - h“

P
Com que h &s contfnua a"fg, ¥ X eV?E 4 W on
l'oscil.lacié de h &s més petita que S, i obtenim aix{

.  E
un recobriment der? pels WX , del gual n'extreurem un

subr bri it: ey .
ecobriment f£init le, ka

Si prenem a @ els discs D; = D, G (X;) }, tenim

conjunts convexos de € en els quals:

« p(X) €D, siX € W—E, jaquey coincideix
anb £amS~s 1 [p o0 -h 0| < ‘L—‘oo -h 00 |+
R - b g | le - hL + §<xe

oy X €Dy 1ua|'

ja aue [lp= | = (g, a LB <

- quasi per tot Y € wi nE,

Veiem, ara, que]k‘/di egh (i JE), 1 = 1,....k
*
———— . . -
de manera que *o{,i ‘P R 'q)-{,iﬁ*_ﬂf l}_)a
. Wi"‘---E
~-quasi per tot X &€ wir\ E, 1 tal gue {\Pd- if afitada; i
Vn -“Pd.,i 0 e D si X € Wi—E, 1 \pal—quasi per tot
XeWNE.
Com que € L* (E,d\l..) zl ) Iy e 2 {E,dl,{_} :I )|
o sigui gue g € f {E), gn——yuf en E ‘pa[ -quasi pertot .
Prenent a wiﬁ E una xarxa exhaustiva de compactes

K 4 , 1 el mateix a w]:_---E, Ky 1 i entorns respectius



fukd ' ’\l’x. , amb interseccié no buida, tenim una partici6

de la unltat 72 ’Zl . subordinada a ells.

L]
Y yq*
LLavors L= + ¥ i
({/l,"i tf"22 9.7 1° {per s escollit con
venientment), compleix les condicions de convergéncia, i
. \
a més, aplica Wi ern Di , perque &s una combinacis convexa

de funcions a valors en Di'

. . . .
Prenem, ara una particid de la unitat: "i} i=1, ...k :
subordinada al recobriment Wi .
i k ; .
Posant = S T, Y« 4 tenim que ¥ e gb(DUE},
o .j=l 5 3 2]y X

a més, com que ‘ﬁr £s una combinacif convexa de \l'./,g’j,te—

nim que Y Xemz £ T( (X ep; si Xew, i
\Y{p - h R < LYoo - b ) +[ﬁ(xi> - h (/()‘
“‘P h" : + & < r' ,per un a prou avangat, comd

per a tots els entorns.

LLavors 'ﬁ/( ﬁzg ‘f’ (es inmediat), i ¥, 3

E
\'Ua\"feblem‘-’nt. ja que ‘fi,—r\( puntualment, i ¥, afitades
uniformement. El teorema de la convergeéencia dominada asse-

gura la l‘unl -convergencia.

1- bis} Finalment, hem suposat gque Jf € He, fen
iHMm HE’ # § . LLavors, Va € R podem construlir la ba’ com

ja s'ha vist, i de manera que Ha(glu(a Vg g .

Com gue Ly és continua per la topelogia [ resulta

~1 .
que per l'unica Y€ Fa Fay ¢ {H®) tal que (Ja(l,{)) = f,tenim
. a

queji.{?d p, s a en esser Y& N)g, .
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Pertantj-fzd ua=/-\fd/q_ =./fc’1/u::;‘_ a

ja que Ay —/1,( A 'Fa, pero, com que / £ d/,{ = Ref {0).Za.
i la desjgualtat es certa per a tot a € R, arribem a contra-
diccié .

III - H™ + L"é' es algebra:

BEs en realitat, una conseguencia 4'dsser H™ + L‘g"

tancat {seguint (3 .

Ens restringirem, com a l’apartat anterior, al

cas de E C T compacte.

0) Direm X = Sp L*; X! = Sp L*. LlLavors L™ =~ & (X},

E
: o £
i L oL g (x*).
L
51 A &s 1'algebra &gl 8isc, com gue A T—s & (Tie—

i Z £
C—)L"'é"L—aL"’, tenim x~—>x§———~’r—»o amb 71 X—>X
N E . , _ oA
i % : X%y T exhaustives., Direm, si XE€ T, X yy= 2 [}

{ja que 2 on =7%), i el mateix per (xE I, .

LLavors, com que E &s compacte, es té&:;

xE ), ={«} st x€E, 1 (xF =X, si ode .,

}0(

wel
1) Com a consequencia de tot el que s'ha dit fins

aré: L"‘"={fe 6 (X} lf|x
ol

- ct, y o€ Ef

LLavors tenim:
- ot s .
B+ LE C {fe gtx) ] ftxdenlx-“vde E}—

- g
= H™ + 'C}z"l(E}

Obviament, H®+ C 2=t pyeS wna subalgebra tancada



de £t z_l(E} } ja que hi han fmcions de é’(T) que
; . . c
valen 1 2 E i son estrictament més pctites a E
Demostrarem que H™ + LE = H +Cl z-l(r)La demos-
tracié gira a l'entorn del segﬁent teorema general:

Tecrema: Sigul K espai topongic compacte, Q
una Elgebra uniforme sobre K, 1 F g {X} un subespai

tancat gque és un Q-moddul.

Si h € @ (ky i hlE e Fi ¥ E conjunt maxi-

E r
mal d'antisimetria de ¢, llavors h € F.

Dem: Veure [9] . p:"cg 61.

L = S

B+ LY 14-1(z) = i+ LEi. U X
L& E

Sigui B =

Proposicié: B és un 6 {E} -modul

Dem: S1 fF€ B i g € &(E), tenim que 1h € H®,

€%, amb h + = f, i si g’ &s una extensid
¢E g . Yiz-1@= 3
de g a £ (X), llavors g', -f € ¢ (X)) i &s constant a
Xd, VI«SEz_\{).gGB.

Com que A|. &s densa en G(E} (teorema de
maximalitat de Wermer, si suposem E % T), si .f g A,
- e
n.f e u~ implica h.f, € I“z’ V€ B, i com que iI“"X és
1x.( "Xa( I of

o
una subélgebra tancada de E1{Xy ), es té que hg € H"I"X
o

¥ o« € E. per tant f.g -1 € ¥ ciz—lm c.v.d.

Ara, apliguem el teorema:

G1{E) &s un algebra uniforme a 1w,
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B < g @ 1)) &s un € (e} -modul, i els conjunts
dtantisimetria de g{E} a ?FI(E} s6n les fibres X,
o« £ E.

Per tant, si E|Q_1(E}€ Bl?_l{m ; llavors £ € B

——

el ~
C sigui gue B = H™4C ‘2-1 i per tant, é&s algebra.

(2}

Firalment , H% UL és una algebra uniferne.
Es dedueix directament de la seg:;ent proposicid

general:

Propos: 5i R és un ilgebra uniforme i R'“—R
subalgebra de Banach amb “f H Rt = “f “ R YE e R,

: s N .
llavors R' és un algebra uniforme.

Dem: Es t& Sp R—>Sp R* de manera que
—X
] oA <:- |i’,..\ il
Yfes X(f}=¢(f} llavors £ |Sp gt S flR,

- [ o _ : . _
A mésg ‘f “Sp rr = Sup. |X(f)| = Sup- ]¢{f][ =

€ Sp R’ ;ﬁe Sp R

= HE “R = ‘ £ HR' i demostrat.

IV - Caracteritzacié dels elements invertibles:

Les funcions de L® , que en principi s6n funcions
definides a T, estenen a funcions harmBniques a b via
el nucli de Poisson, i &€s ben coneguda la caracteritzacié
de les funcions invertibles a H®+ C en termes de la

dita extensid:

“fEH*+C C L™ ({T) &s invertible a H¥+ C
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si i només si J Ty o+ 0= r0<11, de manera que P [[f] esta

afitada inferiorment {en mddul) per schre de 0, en la co

rona j&ro = {Z €D 1 g <:IZ|<:; l} ¥ (Veure, per exem
ple, Sarason [6]1 ).

ég natural demanar-se per una caracteritzacid sem
blant gque valgui per a les ;lgebres 0=+ Lf , 1 que, dona-
da la importéncia dellpaper que juguen en la demostracis,
tant la compacitat de T, com el fet gue el nucli de Poisson
és asimptbticament multiplicatiu a T, per H*+ C es pot
plantejar en els termes del teorema gue doparem a continua

cis.

N . N
Ara E sera un subconjunt de T no necessariament

compacte, 1 si K C E compacte, direm
_ ig
JALrazK = { re € 0D

- . " L} ) 3 - .
Teorema: La condicié necessaria i suficient per

if
r0<: r , e’ € K } <D

tal gue una funcif £ € H™+ LE sigui invertible a
H + L; és gue £ ho sigui a L™ , i que VYK C B compac

te, 3 4,>0 iz € (0,1} tal que, si re'’ eArk,x
[ g 3. O
1f (re* )l>§k

P 3
{Es a dir, que les funcions invertibles a H™+ L

E
estan inferiorment afitades, per sobre de 0, en sectors
de corona centrats en els compactes de E}.

a} Que la condicié &s necessaria &s una conse-
ot\ . . . i s
quencia del fet gque el nucli de Poisson sigui, per H™ + LE

asimptdticament multiplicatiu sobre els subconjunts com-

pactes de E, com ara veuremn,
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Lema 1 : Si f € LY ig € L%, llavors ¥RKC E
compacte, V¥E>0 3§ :sil-ra $ , llavors

\gr G - (' Iy H.q,,k<é'

Dem: En primer lloc, Y r € [0,1)

£ rj.r _(gﬁ)r (,(,,Kg Foo, - f ‘Ejr %, K *
¥ Ifgr- £ g}rH-ﬁo,k= lgr L,,k “?r" flne,k+

+sup . | (8} [ P (8- t) g (t) dm (&) -~
se D,2n]

- [P (6 - t) £ (t) g (&) an (%)

El primer terme de la suma es pot majorar per

A

és continua uniformement a 'AO K © siqui cue "dg’>@
¥

—

i com gque fik és contfnua, £

T -t
r

N A

38 ‘zwzo‘.{_cf:)\g {z) - (zo}\<g‘. Per tant, si

1 *

1-r <& tenim que 1reig-ei9|<5:}\g(reig)-f(eig) \(5‘

Pel segon terme, la majoracié é&s:

2n i
sup {G—t)\f{G)-f(t)‘

6e (©,21))0 .
T SuP “g “6 P. (- t) \f{ﬂ} - £(t)
8e [o,27] - .

g <tﬂ am (63

ami{t)

i per a aquesta \/zltima integral es té:

dm (t) + |P_(6-t) [f(g} -

p, (8 -0) [£ (0) - £ (t)

te (8-5,6+8) te (g-46+8)
-t an (o

Per la continuitat uniforme de £ a K, si

lt —9\«::§ es té lf (£t} - £ (a}|<£* , €5 a dir:



El primer terme de la suma €s estrictament més
4+8 2n
petit que P {(& -t} g’ dm(t).é P.lg-t) g dm{t)=¢"
6-4 0
i el segon esta afitat per:
”f {(8) - fl_(n, P, {6 —-t) dm(t) = “f(e) - En <E"
(G-S ’ g +§) b

51 r>rg, ja que el nucli de Poisson estd afitat a T,

fora d*un entorn del pel i per I=rg .

Ara només cal prendre g' = %“g“." i
£% = %I;f ¢ (9)”_‘0 “3 ||m i demostrat,

Lema 2: Sif,ge:{-‘«pL—b,lim\'fij —(;’E) 1 =
_ = E r___,1‘rr r}-‘o,k

Dem: Sif:LI'/-é-U.,g

P+ v oni{J,TEH“’, i

u,v € L' | llavors:

E
E, (F9), Hw,kz “(?/r U Uy 2V -
- Y+ uy o+ ek = “\}/r\f;r vy, +

+ \}/l' r‘:;r + Gr ,‘;r - (\F\?}r - (:P;}r - (:5-;]1‘ - {;‘-.V)r |l“”k§
et = e [ 5 - T
* “ VeV, - (."('V 'r

ja gue el nucli de Poisson &s multiplicatiu a H™, i

+ u Er ﬂ‘;r - (ﬁ)r L«e,k —>0

|
| ota s %

Lema 1 (Gltims termes de la sumal.

Com a corol.lari tenim la demostracit de la condi-

. . -
cib necessaria:

§i f e H™ 4 LZ #&s invertible, dg e u*+ L‘I‘:" amb

fg=1, i llavors:
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lim “fr 9. - 1 l‘ab,k =0
—

r 1
Prenent £ = 1 = Iyt si r:»ro ?r g -1 Hca k <<
E' r r
<§ 1= \fr o K \qr ,z,,k<§ =

- A
-—i——f--<: “fr H - .k’ i aixo acaba la demostracié.
Zilg ’
il
b} Veure que la condicif &s suficient, &s una
mica més delicat i ens caldra considerar primerament

el cas gue E &5 compacte (cas relativament senzill)

per a poder, més tard, generalitzar~ho,.

Una pega clau en tota la demostracid €s el teo-
rema de Marshall. i Chang (¢ problema de Douglas. Veure
[77 i (8] }, que combinat amb el teorema de [11j ,

phg. 175, vé a dir:

"Tota subalgebra B de L™ (T) aque conté H™ esta
generada per H™ i els conjugats dels productes de Rlaschke
invertibles a B“.(Cal dir gue Davie, Camelin i Garnett
ja donen una demostracié d'aquest fet per les Elgebres

H® +¢c a 8 3.

Cas de E compacte:

En primer lioc, comprovarem el teorema per a

funcions de H™ , invertibles a H™® + L; .

£s ben conegut ( {15 , cap.17?7 i {11l cap.5)

gque si £ € H™, existeixen: B producte de Blaschke, 5

funcié singular i F funcid externa tals gque £ = B.S.F.

El producte de Blaschke (determipat pel$ zeros

de £ a D} £&s continu a T excepte en els punts d'acu-



*
wulacié dels zeros de £ {on B val 0} i dels inversos

dels seus conjugats.

. .
La funcif singular esta determinada per cha mesupra
positiva a T, singular respecte de m, i &s contf{nua a T

excepte en el suport de mesura.

Tant B com § sbn funcions internes { de modul 1

g.p.t. BemT

* & . . 1 L]
Féstalque\F|=]fl;151hEH amb\hlg
* .
SiF gq.p.t. , llavors ]f(z)l < ‘F(Z)l Yz e D.
Lema 3: Si £ € H* &8s tal que {3820 : [f (reia}l>‘s
per a r:>r0 s BE E i &s invertible a I*° , llavors f

és invertible a H™ + L"r_" .

R . ie > §
Dem: Si £ = B,S.F. , tenim gue {f (re I
siref
ro, E
a E, 1 gque si/L( és la mesura corresponent a S, supA /) E=

=g.

implica gue els zeros de B no s'acumulen

O sigui que, tant B com S estdn essencialment afi
tades inferjorment a T, 1 sdn contfnues a E. Per tant

sbn invertibles a L‘;:“ .

Com que £ &s invertible a L™ estk essencialment
afitada inferiorment a T, ¢ sigui que F &s invertible
a u%, c.,v.a.

Aixd ens permet de posar

Teorema: 5i £ € HY + L‘E &s invertible a L™ i

38>0 |E(reig )|-> § si r>ry . e E—=— ¢
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é&s invertible a H™ + LE‘ .

Dem: Siguin fn € H™1 bn productes de Blaschke
invertibles a H™ + L’é‘ {c siqui continus a E) 1 de
manera que En En——' £ uniformement {T.de Chang Marshall

© també Davie, Gamelin i Garnett),

5i n, ds tal que, per n>ng “f - 'Sn fn“‘é<5/2 ,
llavors “fn% - 5}’2'{'_ "fnu . 0 sigui que si

reig e/\ro. g, ©S té: l?{reig }] ~ 5/230 = De ngen

endevant, les fn s6n invertibles a I+ L';g' {lema 3).

Aixd ens ajudara a weure que f &s invertible, &s

a air: Y X€ spu*+ Lz, | xE| >o.

Com que f &s invertible a L” , FM>0 amb ifl; M

g.p.t. & € T,
Vés0 tal que 8 - 2£ > 0, an : sin> n;J uann -
- f\L<E » per tant ‘f;\ > l-F ‘—E > M-E =MD 0.

I com que per & un n prou avangat, fn és invertible

a H™ + L‘g :
X (£ #0 YXespuv+ry, i i.g_i —
]f ‘ Mt
n
“L ¢ -1 Per tant \X (-2 R
T t N
f1": N M fn l'x (fn}l H

IX{fn), —= M.
Com que els b_ son tots invertibles (d‘invers b )
i amb | Boll, [an|L= 1 es té que 0 < | X(bn}|< 1,
i Xtb) X (b} =1



Per tant LX(an = 1, aixd implica

i
X ()| >
que l)({bnll = X f = 1.

Finalment, per n prou avangat, tenim:

l_){(fn) Xb)) - )((E)l_g “ £ b - f LD<5 =
= x| = \)({fn)],i_)((ﬁn)\ L= - =

=M -2 0, V‘XGSPH%+L,"E.

Aquest teorema, juntament amb la segﬁent proposicié

{que ddna el pas de H*+ L¥ , K compacte a H™ + Ly ,

gualsevol) condueixen a la demostracidé general de la con-

E

dicié suficient,

- Propesicié: Si E ¢ T, qualsevol, H + ﬁ; =

Dem: /™ 1% + L; &s un tancat de I¥ , i a més és
k

Elgebra {és interseccid de tancats i d‘;lgebres).

- o £ - \S .
Amés HT+ L7 C [\ Be+ Eﬁ obviament.
X E

Vegem gue tenen els mateixos generadeors:

Si W és un producte de Blaschke invertible a

H* + Lfs, els seus zeros no s'acumulen a E, i per tant

E
tampoc a cap dels seus subconjunts compactesfl) Aixd

implica que W &s invertible a H™ + Ly YK < E compac

te i per tant W= W L e/\nu®+ L';:
k

(1) L'invers &s el mateix a tots ja que els subconjunts

compactes de E formen un reticle distributiu complert.
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Si W és un producte de Blaschke invertible a

ﬂ!i""+ L;E' . els seus zeros no s'acumulen a cap KO E
¥ 4

ol

{ ja gue és invertible a cada H  + L) o sigui que ¥
K

4s contipu a E, i per tant, invertible a H**+ L';:", amb

invers W .

Per tant (7. de Chang - Marschall), u ™

X
Conclusif: Si £ € W™+ L"E‘; &5 invertible
i és tal que VK E 35k>0 ir <1 amb
¥ (reie )‘)‘JK si reiB e/\r x ! llavors f és
kl’

tible a H%™+ L';" YK, i per tant a ™+ L"; .

+ Li=

inver



/
capitor 2°7°

L'ESPECTRE DE H® + L'E :

L'estudi que farem a continuacié de l'espectre
de H? + Eg estd insﬁirat en el que fa Hoffman per HZ
( [iﬂ , cap. 10}, i es basa, principalment en la carac
teritzacit de les fibres i de les mesures representa-
tives de caracters. Aguest sera el nostre principal ob-
jectiu.

S*inclou també un apartat dedicat a l'estudi de

la mesura de Lebesgue a l'espectre de ﬂg

cloures en aquest treball és5 la seva relacié amb HE

amb les sumes de H? i subespais de L tancats i invariants

. El motiu d'in

i

pelﬁéhift operatofﬁ La relaci6 no sera posada de manifest

rd
agui.

I - Introduceld:

, . /
L*dnic objecte d'aquest apartat es el de comple-
tar I, del primer capitcl, en vistes als nostres propbsits

La ndacié €s una continuaci6 de la que es feia allf.

Direm Y = Sp H™ . LLavors, com que z € H™ i

$:y_——>D ¢&s exhaustiva, direm Yy, =27 0.
Tenin: Ve b 27 ) ={of .

Totes les fibres Y, of & T sbn homeomorfes, i es
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pot definir:

W

{XeY CIm 300 3 o)
{XgY': Imﬁ‘(X}ge}

Ladk T Ll

W

+ -t - e
Resulta que ¥; = ¥, N Wi Y, = Y, N Wy # 4
A + - s L ,
i Y1 = Yi\.(Yl U 'Jc'1 } # # sbn disjunts i donen una des-
composicid de Y que val per qualsevol Ye s+ *€ T, (Redefi-

nint tot mitjangant la corresponent transilacis.}

% = Sp L® s la frontera de Shilov de i i es pot

caracteritzar aixi el rang de les funcions scbre ella .

si£er®  Xex Xif) =3 &Y >0,
V,, {entornde X a T} 3 un conjunt de mesura positiva a vV,
tal que ‘fiv‘,{—?kg . Amés X, C Y, ’g/O( € T,

s
H¢ ds logmodular a ¥, per tant cada

cr

v
AN
representat per una QGnica mesura a ¥, i si )(e Yo(
sup/u C Xo‘, .
H®+ ¢ = 4+ L‘,g’ {Veure Sarason |6l i Hoffman

flij cap. 1¢ per l'estudi d'aquesta :algebra}.-

¥s un :algebra tancada a L™ , 1 minimal entre
les que contenen u* .
El seu espectre: Sp B+ C = Y, = U ¥,
A2 T
Tenim: x——rYT———>Y ipmersions,
E‘inalmenﬁ, tota funcié interna &s de modul 1 sobre X

T.de Chang: S5i dues dlgebres entre H* i L tenen

el mateix espectre, i una d'elles &s de Douglas, les Bi-
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gebres coincideixen,

II - L'espectre de H™ + LE’i propietats relaciona

des amb ell:

En primer lloc, tenim gue
HE— 0@+ <™+ Lpe—T* i, siz = SpH™“+

+ L¥ ), &s sabut que X—>2 —>Y,—> Y &5 una immersis per

T

tant X —2 es injectiva.

Proposici6: L' aplicaci§ 2 — Y €s també injectiva.

Dem: s:.;}#i‘:‘ z son tals que @{f) =g'(f) Y € u5

b

es té que si g € ™+ Lg s 3gn e ™ N productes de

Blaschke continus a E i tals que g = lim §_ w
n-as’ T

$ () = lim Big W) = lim Flg) @ {w)

n—3., n —ak
;é'{g} = lim ﬁ'{q’n Gn} = lim ’Q{l{'gn} t{wn} ila in
n—>us I —5 o

jectivitat és clara, c.v.d,.

Per tant, com gue X —Y €s una immersié,i X——»32
i Z2—Y¥ injectives, és senzill veure que, tan X-—*2 com
Z-——Y s8n immersions.

Tanb& es dedueix que £: 2 —T és exhaustiva, i
gue Z—»YT commuta amb la formaci6 de fibres, és a dir:
A=1 .

4 oG

Com que H** es logmodular a X, també ho és H™ + Lg
i per tant, la frontera de Shilov de H® + L‘g es X, 1 a

- N » -
més, tot caracter de Z esta representat per una Unica

mesura a X.
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Passarem, tot sequit, a donar una descripcid de

les fibres Z, .
Y si € E

Proposicib 2: 2, = ~
Z, = X, si A€ E
és un conjunt de pic per H® + ﬂ;

Dem: V-c(e T , Xo(
{considerada com a Elgebra uniforme sobre X}, ja que £ {z)=

EL—{l~1~¢:(z)val 1l a Xy |f|<1ax-~xd,o

2
sigui que:
5 3 L e‘/-\-ﬁ Y
H o+ LE S~ W+ Ly, , subalgebra tancada de
/ 1%,
MRer X
Xe X
FlXu )
Awmés, si €L i ge ﬁg g‘x = ct. per tant
o
Hes 19 LT
Elx |X,
- e —
si off E, Ho+ Lf =TF =8, ) .
[Xy 1%
I com que Sp Hl%{ =¥, i Sp ﬂTx = , tenim
quezd=xd si o(é Z, Y, si o(EE.
Corol.lari: Si E compacte Z_, = Yy ‘q‘o{e E,
La dificultad principal per la caracteritzacid
total de Z resideix en les fibres corresponents als punts
frontera de E i que no sén de E. Hom pot pensar que si
un reflex

/
K€ JENE, I, no €s exactament Yy sind que es

de les fibres situades a dreta i esquerra de o

LS
Veurep gue aixi &s exactament.
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Sigui «€ JENE, Supcsarem, en primer lloc, gue

. AL
E # T\{dﬁ . Llavors es pot trobar ﬂ) en T, diferent de .

Si diem la funcié caracter{stica d'un arc de T
1

que uneix o amb /:!. i \?2 la del seu complementari, tindrem:

?1‘{32 eﬁ;;tpl+\.?2=l ikpl,\f’2=0,pertant
¥Xez, . X =0 obe X(§) =1L
-1 - -
virem 2l =P (0) Nz, =Pt Ny, 12 -

el
=¥, M Nz, .

+ -
bbviament, tant Zd com Z, s8n no buits, ja que
el fet . que “Pl prengui tant el valor f) com el valor 1
en conjunts de mesura positiva al voltant de o, fa gque ‘-{?1

prengul els valors ¢ i 1, tots dos a Xy
. +1 ~—1 . - /“\rl
Direm també X, =3, (0} X 1 X_ =%, (1InX,

N LA — R
Cbviament X, ' 3{__‘( i Xa( C 2

.o + N 3 X - -
Proposicib 3: Z, C Y i Zo( < Y,

pem: 2, ¢ (BT (E) 3, < (€7(E) ), Ga que zo¥

+

es inmersi&). Per tant Z': - E = Z; _ Yo-( .

La demostracié €s identica per 2 .

0

Cal observar, ara, gue els elements de Y mai estenen

R

multiplicativament a | B

excepte si o € E.

. B + i -
Fipalment, passem a caracteritzar Z, 1 I, . No
sempre és ficil donar-ne una descripcié, ja que depenen de

la forma de E al voltant de of, com veurem sequidament

{1} Per H™=+ L?\{l} també €s cert, com es veura guan

tractem aquest cas,
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Estudiarem z, {l'estudi per l'altra es idéntic).

Propesicif 4: Si FE0: o -&, 4y NWE=§ (1

llavors Zd, = ‘(M/ .

Dem: Sigui X € Z:, . Vejem que esten multiplicati
vament a L% .

com que Y¥Eer®, £¢ L7

posar X 1£) = X(f\pz) feere .

{és 0 a E), podem

sifeLP X ) = X(E 4, = X8, X 8y =
= X(£), ja que X (¥, =1.

—

Pel mateix motiu, X #0 .

v . . '
bbviament X és lineal i continu, i com que \Pz es

idempotent, }( &s multiplicatiu.

wosiciS S5: S5i FE>5 anb {A-€,«d} < E,

»|
Q
[

1llavors 2 = Yo.

pem: Si 3 X € v, tal que X¢ Z, , llavors

g2t (g -e,x1 ) — 2HE

Per tant, existeix un entorn de X, \5( enh ¥
tal que Vg N2l e == Vx{m W, Yo = # 1isi
/ae(e{~€ Y
{X(,F e{s una xXarxa en W; a la gual )( és adherent, (que

podem considerar continguda a V, }, es té& que

P((}f‘\t'l (=€) ) =8 == g2 ({1
aixd contradiu el fet ~ que X sigui adherent a {Xr} .

En 21 cas que E = Tx{‘{s , tenim gque X, és, Bbvig‘x_
ment,un conjunt de pic per aguesta E\Igebra. A més:
if

{1} {¢-€,w) = (- e .o} s’enten entorn per l'esquerra.



Proposicid 6: Per un & petit, tenim:

e T
T~ | %, R S IVACAE S IR
o

Dem: Com gue [{-£,«) U (&, L+&] és tancat a
T""-{q:é , que €s un espai topolégic normal, el lema de
Tietze ens permet de trobar extensions de les funcions
continues a (=&, U e/, w-t-}j a funcions conti-

nues a T~{1} . L'altra inclusié €s Obvia.
- = + -
Teorema: Zﬂ, =Y, U Y.

Dem: Com es dedueix de la proposicié 5 d'aguest

capitol sp ™+ L"E_(_E L) U el < +E N2l = Y:UY; .

I per la proposicid anterior, es té& la igualtat

entre espectres,

Corol._lari 1 : Tota funcié contfnua i afitada a

{ 0,2n} es pot aproximar, uniformement a L™(T} per
combinacions polindbmiques de funcions de H™ (T} i fun-

cions continues a [0,2r] .

Dem: Si B és la sub%lgebra de L™ {T) generada
per H* i les funcions cont{nues a T~ { b amb 1{mits
laterals a 1, és fécil de veure (fent servir conjunts de

pic) que el seu espectre &s precisament, U Yy U Y+h Y, ,

1 1
-« € T~}1f
que coincideix amb l'espectre de H% + L',;\{ 1K {(Vetre,per

exemple, Sarason [4] ).

Pel teorema de Chang {enunciat en la introduccid},

les ?algebres coincideixen, perqu\e sén }algebres de Douglas
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i tenen el matelx espectre.

Corol.lari 2 @ Si b &s un producte de Blaschke

continu a T~fx} , b no pot valer 0 a Y: ni tampoc a Yy
Dem: Es deSprén Shviament del gue hem dit,

és clar que els dnics cardcters on un producte
de Blaschke continu a E pot valer § sdn els de YS: .

Com a cas més general, si <€ 3E~-E no compleix
¢l requisit de la propoesicis 5, és a dir: Si _f}qfn € E:
ol —> &~ , perd també existeix An-—‘uf AL € £°,
llavors Z; ds un conjunt intermedientre x;( iY, en

el sentit segﬁent:
Proposicié: Siqui ~€ JE-E,
. a) si Eo(n € E : o ~—>o Per l'esquerra,llavors
X, &', .
b} si 3/511 e E'c :ﬂn—;o{' per l'esquerra,llavors
2, G Y, .
Dem: a} Es pot trobar un producte delslaschke.b

tal gue els seus geros s'acumulen . Ohy VIH

Llavors B! {0} et { {a-( n|L } ¥ B, es projecta,
per Z, a {"(n$ U{},{? . per tant, 3 X' € 2, adherent

— Fal . -
a® l{o(n{ i tal gue’d {X) = 0. Aguest X é&s de 2, o 1
no pot €sser de X, 3ja que l’ﬁllx =1,
of
b} 5i 3/511 e E° amb /én—,b‘;( per l'esquerra, es té
que J X€ 2z, ~ X, , b producte de Blaschke amb zeros que

s'acumulen exclusivament a {/én}U{"(ﬁ , 1 tal que X(b) = 0



0 sigul gue b és continu a E (o sigui invertible
- < : - - . = -
anes1f) i FXey —x, : Xib)=o=3X¢ 2z .
Per tant Y, 2 2, -

Nota: Un resultat aparegut al llarg d'agquest es-

. T . L . . .
tudi com a consequencia d'una guestid marginal relacionada

amb el que s'ha fet és el segliient:
Sigui gb {0,1}) el conjunt de les funcions cont{nues

acotades a {0,1}.

Cl seu espectre, }’)Z és connex i es composa de fibres
situades sobre cada punt de |[0,I} 1 ambﬂ? o= {x} , si
X

x € {0,1) .
h més {0, és dens a W{ .

si }1? és 1a fibra de Gb({},l} al punt 1, 1 X, és la
i
fibra de L ( {9,I1 , 4 %) en el punt 1, és clar que xo(-—b7
o
és exhaustiva. No obstant, no és injectiva.

Si ho fos, en ésserlf compacte, 1

ot
seria un homecmorfisme, o siqui que en F7 hi hauria con-
o

aplicacié X ,— i?_
of

junts oberts i tancats, i per tant, la funcié caracteris-

tica d'un d'ells, (posem tf}{::endria només els valors 0

ila F’? , © sigui que existiria f e@b( 0,1 } gque només
o

Prendria els valors 0 i 1 a Hf .
o

E’s a dir gue hi haurid dos oberts de f?{", disjunts
o
i de manera que en un d'ells £ seria més petit gque & i en

l'altre més gran que 1 - £ .

Com que els dos cberts estdn centrats en punts def7
of

si existissin, tallarien a [0,}3 en entorns de 1, En els

1G9
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punts de interseccis £ pendria sempre el valor § 1 el valor

1 a la vegada., Absurd.

LY
III - Megures representatives de caracters

Finalment, dedicarem una mirada a les mesures re-

presentatives de caracters,

Lz caracteritzacid gque donarem, reforga la idea
que la fibra Zy (si o és adkerent a E per l'esquerra)
depén essencialment de la forma de E, @it relacionar les
mesures representatives dels caracters de H¢ + ﬁ; amb la

o

fibra de I..E a % { M&s concretament (th; , que coincideix

amb la fibra de gb {(E) a«).

t
Com ja és sabut, si Xex, i’/ﬂ és 1 Gnica mesura

sobre X que el representé, llavors sui/Ai<T Xd-.

Més precisament:

Lema: Si ¥ e€vY,, X€7Y, siinomés si sup/b(C}(:(
{I el mateix per Y;-) . '

Dem: Com ja s'ha vist, l'espectre de H ™+ LT ;

e | el
és Y: , i la seva frontera de Shilov x; .

si Ke Y: , X s un-cardcter sobre H™¥ % E;*§151 . 1
X
ol

+
esta representat per una mesur%/u, suportada per Xoe -

A wés, per a tota funcié f de H™ XIEy = X{?Ix:) =

, fau .
Xy
O sigui que, com gue la mesura representativa és



ﬁnica,/: At

Al revés, S1 sup < x estén a m (
r o T T~ {d +
+ /“ 1%
i per tant, és de Y, .
. . 0 + -
Corol.lari: si Xe Y, , supin Xy # ¢ i
sup/u nx; ¢¢ .

Com ja hem dit, H™+ L’E és logmodular a X, i per

tant, cada caracter de H% + L'g esta representat per una Gni

ca mesura sobre X, que, evidedient, coincideix amb la que

representa la restriccié del dit caracter a H™,

A wés, l'aplicaci6 ¢ : Sp L“~—>Sp LE és exhaus-

tiva, i tamb& Sp H™® + L’é >Sp LE’ . 1 aixo sujjereix:

Teorema: Si Y €Y i/ue//{EX) representa X, lla-
vors X estén a K + L'é sf i només si sup/,{ < -(gﬁe X
T (§) =X} . ‘
Dem: Si sup/u. < {;{E X : 7 =)(€ . llavors

estén multiplicativament a H™ + L';;’ :

SifeH<, geli ,comquesidd =X=>4(g) =
Xigy = X(f.9) = £4 a =/ X tg) /f‘%=
sup/.‘. / sup/u ;
th)/%yc = Xt . X (£) .

Ara, si X e XE es pot prendre f € L'E, real, :

It

(3 (X) =4 i f estrictament més petita a XEH{X} .
1

Aquesta funcié fa de T ~ (X} un conjunt de pic
/"‘-—-...__
per H® + L® , o siqui que H<+ L* £s una subal-
E E I t_l (X)
gebra tancada de ?lt_lfx) , gQue, Com que f’g =,

120
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T T —
tenim que H™ + L‘If_’ _1
)
de Shilov €5 z T()X}.

= 'fi-:_’c—lu} » 1 la seva frontera

Si X és un caracter de H™ que estén a I™ + LY .

hi ha un A eh’zE : X no €s idénticament 0 a gfz_l())) {ja
que la reunié dels -r._l()\} recobreix X.), per tant X gs

de Sp /H\“’I -1 , 1 per tant hi ha una mesura suportada per
TN

- -1
t1(,\) que el representa. Per unicitat, sup/t{ o T (A,

- = T =
Cal fer notar també& que, si o € E, U7+ L no

4 e s , L — Lo .
es de Dirichlet, ja que sinc, Sp H™ + LE1 seria X, 1
X
of

ja hem vist que no &s veritat.

Per tant, es poden trobar mesures reals i diferents

——
de la mesura 0 a X, , ortogonals a T~ :_I:gl .
X

ok

IV - La mesura de Lebesgue a LE :

\ - .
A manera d'apendix farem algunes consideracions

sobre la mesura de Lebesgue a XE .

si f e L“E l'aplicacis: L"E —C

f— —f (0) =
= P (0 -t) f£i&) dm (&) =/ £ dm és una forma
0 T
lineal contfnua i pesitiva, o sigui gque pel teorema de
representacid de Riesz, existeix o E//{+(XE) tal que

£ (0) = fduo
XE

E * El mateix teorema de Riesz ens diu

/ s
que JJE es (nica.



De pE sein diu la mesura de Lebesque de XE.

Proposicié: El suport de “ interseca totes

les fibres de XE .

pem: Si J « €T : sup/u N {xE)I=¢ s lla-
— 5
vors hi ha un entorn de { XEL, , POSem v , gue no talla
el suport de (, 1 es pot trobar f € L';.J que valgui 1 a

(XE}“ i P fara dev .

N
ComquEflsupugzc' /E?dug—o:
. X

-_—)] £ dm = 0. Aixd ds fals, ja que ?i(xr;) = 1 implica
T <
=1 i per tant hi ha conjunts de mesura poesitiva a

T en els quals f esty afitada inferiorment ( grz‘xcies a la

deseripcid que tenim a 2-I dels caricters de L°),

Proposicis: Les fibres sdn de mesura 4+ nula,

E
Dem: \{oze T, €5 senzill de veure que la funci6

caracter{stica de (XE} X { que és 4/_ -integrable) és

o

1imit puntual de les funcions . que valen i a un entorn

E

de o2 a T i 0 a la resta, funcions gue sén de I° , i per
tant J.JE - integrables i es t& (f, de 1la convergéncia do-

minadal:

{x" Y 4 PE=l;m XE\grdpE=1§m /T‘«Frdm*——

= lim @, dm = 0.
T r

- [
El que venen a dir agquestes dues preoposicions, €s

gue el comportament de 4’n respecte de les fibres de) £

i3
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€s el mateix gue el de {4 respecte dels punts de T.

El seguent resultat acaba d'arrodonir aquesta afir-

macis .

Proposicié: La restricci6 de 2 a E coincideix

E
amb la restriccif de m a E.

Dem: Si f es continuea a E i amb suport compacte

£ es pot estendre cont{nuament per zercs a tot T, i resul-

ta que
A
ffdl.sgz %du5=/fdm= £ dm.
sup by XE T E
De la mateixa manera com hem construit Wy com a
¥
representant de ev, € { EE ) , per a cada & € D es pot

definir una mesura {també dnica) sobre XE gque representi

i evaiuacid de f € Ly al punt, z,
'
La mesura gue en resulta es absclutament continua

respecte de JJE, ja que si £ € U‘ :

/’f\d/,(z P [f (z) =/p / , ©
«E

~
sigui que %/p( =P, d g * ( P, vol dir, acf, el nucli

de Poisson pel punt z. Es continu a T ).

Com a Gltima qﬁestié, veurem que, malgrat que J}E

/ -

es nica i es comporta com m-a E i de forma "semblant”
/ t .

a T~E , no és 1 {dnica mesura sobre XE que a T es ¢com -

porta com m:

Tenim 2 : XH— 4T que indueix: g{T}—bg(XE}
X—2 (X f——f %



ies té 2 : //(xﬂ)_/-((T>
/u. — > f,sza =§\/(u.}(“
Proposici6: z :/7()(3)-—-—-7{(/{’1‘) ro és injectiva
Dem: Fs obvi que si E#4 T, (&(T) ) #

we,

{T) , 0 sigui que F£ € LE (T, r>0 anb BME) NE(T)=

Ly E
=f.

El 4%. de Hahn-Banach assegura 1! existiéncia de

we (L) tal que wif) =1 i w L&,

O sigui que J/&S/{(XE) tal que £ # 0 i
/u 1 g,
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