I. INTRODUCCION.

(1.1 E) problema de n cuerpos.

En el espacio eucliden de dimensidn tres se considera el movi-
miente de n puntos materiales Ml’ M2, R Mn de masas My, My -.s
m s sometidos tan solo a las fuerzas de gravitacidn newtoniana que
se ejercen mituamerte. Si Xy denota el vector posjcién del punto
Mk y Para k = 1 ¢ n , las ecuaciones diferenciales del movimiento

en un sistema de referencia galileano son:

d Xy xl-xk
1

3 s k=1s%+n,

dt 1 1z | |
=lzn X=X
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donde |x]-xk] es la distancia euclidea entre el punto M] y él
Mk . £1 problema de n cuerpos consiste en estudiar las scluciones

de este sistema de ecuaciones diferenciales.

Desde un punto de vista fisico &ste es un modelo ideaiizado.
Por un lade los cuerpos celestes no son puntuales, y por el otro
las fuerzas en juego pueden ser de atro tipo distinto al newtoniano.

Este problema fué formulado por primera vez hacia 1687, afo
de la publicacidn de Tos "Principia" de Newton. Durante los tres
sigles que han paseds desde entonces ha servido de piedra de togue
4 generaciones sucesivas de matemdticos, poniendo a prueba sus
nuevos métodos.

Aunque Tas soluciones de este problema se conocen para n=2,
se sabe muy poco para n:3. Es por esto que el prablema de 3 cuerpos
es objete de un gran niimero de simplificaciones. Asi se estudian
Tos problemas restringidos de 3 cuerpos;este es, los problemas
en que una de las masas es infinitesimal de manera que su influen-



cia sobre las otras dos es despreciable. Por lo tanto, el movimiento
de estas e3 el de un problema de 2 cuerpos, y €1 problema restringido
de 3 cuerpos consiste en describir el movimiento del cuerpo de masa
infinitesimal.

{1.2) Evoluciones finales del problema de 3 cuerpos.

Los. métodos cuantitativos, ya sean analiticos o numéricos, emple-
ados en el estudio de sistemas diferenciales no integrables, no dan
generalmente informacidn suficientemente precisa fuera de un inter-
valo de tiempo finito a excepcifn de las drbitas periédicas. Por el
contrario, los métodos cualitativos se esfuerzan en obtener resul-
tados precisos, aunque sean parciales.

En el problema de n cuerpos los métodos cualitativos dan resul-
tados muy fructiferos en el estudio de las evoluciones finales, en
especial para el problema de 3 cuerpos.

Se 1lama evolucidn final de un movimiento en el problema de 3
cuerpos, al comportamiento de los 3 cuerpes cuando el tiempo tiende
a+e Ha-w,

£1 conacimiento de la evolucidn final, dado un estado del
sistema, tiene interés para poder determinar la estabilidad del
misme, 0 la edad y proceso de formacién, etc.

E1 estudio de las evoluciones finales se remonta a Chazy [8,
9, 10] , quién en 1922 da una clasificacion de las posibles evolu-
cjones finales para el problema de 3 cuerpos. Su trabajo ha sido
el punto de partida para el estudio de las evoluciones finales.

Si designamos mediante rl, ro ¥ r3, respectivamente, a tas
d1st?n?1as de M2 a M3 , de M3 a M1 y de Ml a M2 » Chazy
clasificd las evoluciones finales del problema de 3 cuerpos cuandg

t += ensiete tipos:



1} Movimiento hiperb8lico [H) en que las distancias mutuas
r; son de la forma Of{t}.

2} Movimiento hiperbdlicoc-parabélico (HPi)‘ El cuerpo i se
aleja hiperbblicamente de los ofros dos, y &stos se encuentran en
movimiento parabblico; esto es: ry = 0{t) pare Jj#i . ¥ ry T
0{t%) .

3) Movimiento parabdlico (P} en que re = 0({t%4) para todo i.

4) Movimiento hiperb8lico-eliptico (HEi). Andlogo a HPi
pero encontrandose los dos cuerpos restantes en movimiento alip-
tico; esto es, rs = 0{t} para J#i .y r; permanece acotado.

5} Movimiento parabdlice-eliptico (PEi)' El cuerpe i se
aleja parabblicamente de Tos otros dos, y éstos se encuentran en
movimiento eliptico; esto es, ry = C{t%,) para 4 .y r,

;
permanece acotado.

6] Movimiento oscilatorio (051), en que r. permanece aco-
tado,y para j#i , rj toma valores tan grandes como se qguiera, sin
tender & infinito. Esto es,

T?ﬁ'sup{rj) =+w ,  lim sup(rj) ¢t e,
J#i M

7] Movimiento estable en el sentido de Lagrange (L), cuando
rj permanece acotado para todo i.

£l tipo de movimiento final oscilatorio es quizd el mds sor-

prendente, vy su estudio serd bisicemente el objetivo de este trabajo.

Un ejemplo de evolucién final oscilatoria corresponde & dos cuerpes
en movimiento casi kepleriano del uno respecto del otro (*). Y el
tercer cuerpo cscila, pasando de un entorno de los dos primeros a
distancias de 1os mismos no acotadas. Movimientos finales tanto o
mds sorprendentes que #stos son las expansiones superhiperbdlicas,
pero éstas se dan en movimientos de cuatro o mis cuerpos [20], [18].



Chatty al dar su clasificacifn no tenia ninglin ejemplo de movi-
miento oscilatorio. £l primer ejemplo fué dado por Sitnikov [30] en
1959. Ultimamente en 1977, Marchal [19} did un segundo ejemplio de
movimiento oscilatorio en las velocidades en lugar de las posiciones,

Las definiciones que se han dado para 1os siete tipos de evo-
lucidn final cuando t -+ , se extienden de manera natural al caso
en que t + -= , Al tener en cuenta los dos casos se introduce una
subdivisidén de los movimientos segin el infinito de tiempo que se
considere. Por ejemplo, H  designard un movimiento de tipo hiper-
b6lico para t + -o , '

Chagy creia que las evoluciones finales para unz misma orbita
de!l problemz de 3 cuerpos eran idénticas para ¢t + -=» ¥ para t- +w,
Ha sido demostrado después, y aqui se dardn ejemplos, de que esto no
es cierto, Por lo tanto, hay que considerar todos los casos posibies
de evolucién final para t +» -» y t + +» . Asi, por ejempla, se
denota por HE}[\ Lt a2 una drbita en que la evolucién final es hiper-
b6lica-eliptica cuando t + -» y lagrangiana cuando t + +=

La existencia de movimientos para todos los casos de evolucidn
final teniendo en cuenta las dos evoluciones extremas era un problema
abierto. E1 estudio del problema de Sitnikov hecho por Alekseev [1}-

{*) E1 problema de 2 cuerpos se reduce al problema de Kepler; y es
por esto que al hacer referencia a su movimiento, se habla a menudo
del movimiento kepleriano.

[2] en 1968-1870, lo ha resuelto, probande la existencia de movimientos

para todos los tipos de evolucidn final de los que no se tenian ejempios.
Estos eran:

1} Captura parcial: H Ot wet

2} Captura completa: HE%#\ L.

3) Cambio: I-IE_Ifﬂ HE; .

4) Desintegracién parcial: L™ N HE¥ (simétrico del 2) ).

5} Desintegracién completa: HE;f\ q* (simétrico del 1} ).

6} Todos los tipos de evolucién final en les que aparece el
comportamiento oscilatorio 05~ OS+ s COmO HE; N 08; , etc.
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{1.3}) E1 problema de Sitnikov.

Se tienen dos masas puntuales e iguales, My My movién-
dose segin la ley de la gravitacidn de Newton en drbitas elipticas
con su centro de masas en reposo. Se considera una tercera masa pun-
tual e infinitesimal My moviéndose scbre la recta R perpendi-
cular al plano determinado por las trayectorias de Jos dos primeros
cuerpos en su centro de masas {véase la figura 1.1). E1 movimiento
de las dos primeras masas no estd afectado por 1a fercera v la si-
metria de la situacién nos dice que Ta tercera masa permanece sobre
la recta considerada. Sitnikov demostrd [30] que bajo ciertas con-
diciones iniciales cuando t + += , 1a distancia entre las dos pri-
meras masas ¥y la tercera no estd acotada, y no tiende a infinito.

La demostracidn que di6 Sitnikov de su movimiento pone tan
s61o de manifiesto 1a naturaleza oscilatoria de la evolucidn final.
Alekseev, hiz0 un estudio mucho mds rico del movimiento de Sitnikov
dentro de un Eontexto mis general, no limitdndose al caso m =,
My = 0 ; sinc que demostrd que e1 comportamiento oscilatoric sigue
déndose cuando My # LIPS my > G . La idea esencial de Alekseev
consiste en asociar a cada Grbita una sucesién de enteros. La gene-
ralidad de los resultades obtenidos le permitieron demostrar no
tan s6le la existencfa de movimientss oscilatorios sino probar,

' m, = 0

Firgra 1.1
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por un lado Ja existencia de todos los tipos de evolucidn final del
problema de 3 cuerpos {como se ha especificado en Ja seccién {1.2))
y por otro, poner en evidencia la nocién de movimiento quasialeato-
rio, muy sorprendente y fecunda.

La idea de caracterizar las drbitas por una sucesién de ente-
ros tiene una larga historia. Hadamard, Birkhoff [5]-(6], Morse y
Hedlund 28] las introdujeron en el estudio de las geodésicas sobre
Tas superficies de curvatura negativa. Cartwright, Littlewood y
Levinson [14] las consideran en el caso de circuitos eléctricos
que satisfacen ecuaciones de Van der Pol periddicamente excitadas.
Estas son dos situaciones en ias que 1a solucidn tiene due pasar
por unos valores una infinidad de veces en el tiempo, obteniendo

asi una descripcidn de 1a solucidn mediante una sucesidn de enteros
0 6 1. Esta técnica se conoce con el nombre de dindmica simbélica
(véase [23]}. Més recientemente Smale [28] ha dado una interpreta-
cidn geométrica de esta idea con ta introduccidn del llamado difeo-
morfismo de la herradera y usande el shift de Bernoulli, Moser [24]
en 1970-73 did una nueva exposicidn, mds simplificada, del estudio
del movimiento hecho por Alekseev.

La sucesidn de enteros { .., 2_,, 8_y» 8gs 852 3y, .. ) Que
Alekseev asocia a cada Grbita del tercer cuerpo, es aquella en que
a, mide el nimero de vueltas enteras que han dado moy om,,
entre el paso nimerc n y el paso siguiente de my  por el plano
del movimiente. ET1 resultado principal se puede expresar asi:

Teorema A: Dada wna excentricidad e>0 suficientemente pequefia

para el movimiento eliptico de m, y My s existe un eniero a=ale)

1
tal que, cualquier sucesién de enteros (an) con a ya , corres-

ponde a ung érbita del tercer cuerpe.

Se observa gque los térmings a, de Ta sucesidn se pueden ele-
git arbitrariamente, con la dnica resiriccién de que sean mayores
que a.



{1.4) Movimientos guasi-aleatorios.

Los 1lamados movimientos gquasi-aleatorios son fendmenos que
se dan en ciertos problemas de Ta mecdnica. Presentamos a continua-
cidn dos ejemplos ilustrativos. En ambos Ta sensibilidad de 1a so-
Tucién respecto de tas condiciones iniciales es tal, que el conoci-
miento de la miswma para ciertas condiciones iniciales no permite
deducir lo gue pasard en unas condiciones prdximas. E£ste hecho se
pone de manifiesto en:

a) E1 problema de Sitnikov. A partir de un fiempo determinado,

se observa el nimero de vueltas gue dan m Yy m2 entre dos pasos
consecutivos del tercer cuerpo por el plano del movimiento. Aunque

se hagan tantas observaciones como se quiera nunca podré l1legarse
a decir cual serd el nimero de vueltas en la siguiente observacién.

b} En aijertos problemas de 1a mecdnica hay particulas que
pueden estar animadas de movimientos tan irregulares que su frbita
es densa en todo el espacio donde ellas se mueven, 0 en ciertas
regiones de este espacio. La descripcidn de este fenSmeno necesita
recurrir a procedimientos estadisticos, y para su estudio se intro-
ducen nocicnes como las de ergodicidad y de "mixing". Para més
detalies véase Arnold-Avez [3] , y Hénon {13].

La nocidn de movimiento quasi-aleatorio que se estudiard es
Ta del primer tipo, que rigurosamente se define de la siguiente
manera: Un movimiento es quasi-aleatoric si el sistema dindmico
que define tiene el shift de Bernoulli como subsistema. Para una
interpretacidn fisica véase la exposicidn de Ornstein en [25].

Que e1 shift de Bernoulli sea un subsistema del problema de
Sitnikov puede dar la impresiGn de gue la aparicidén de éste como
subsistema sea un fendmeno relativemente rarc. De hecho, lo con-
trario es lo cierto {véase [11]}.



{1.5) Resuyltados principales.

Hasta ahora se conocen en el problema de 3 cuerpos dos ejem-
plos de movimientos quasi-aleatorios, debidos a Sitnikoev y a Marchal.
De hecho, este O1timo ha estudiado un comportamiente de tipo oscila-
torio en las velocidades de los 3 cuerpos en lugar de las posiciones,
s5in detallar ta inclusifn del shift de Bernoulli como subsistema.

En esta memoria se estudian dos nuevos ejemplos de movimientos
quasi-a]eatorios en €] problema de 3 cuerpos.

2} E1 problems restringido,eliptico y rectilinec de 3 cuerpos
en el gue dos masas my oy m, van colisignande elipticamente en el
tiempo. Una tercera masa infinitesimal, m3 , 5& mueve sobre ta recta
determinada por 1a érbita de las otras dos {véase la figura 1.2}, so-
metida 2 la atraccidn gravitatoria de aquellas.

b} El problema restringido,circular y plang de 3 cuerpos en el
que dos masas m ¥y W, recorren circunferencias alrededor del cen-
tro de masas comiin, Una tercera masa infinitesimal, my » Se mueve .
sabre el planc determinado por la dérbits de las otras dos, bajo su
atraccidn gravitatoria. )

Figura 1.2

Como en todo problema restringido de 3 cuerpos, en ambos, se
estudia o] movimiento de la masa infinitesimal. En e] problema a) el
espacio de fases o espacio de posiciones y velocidades tiene dimen-
si6n 2 al igual que el problema de Sitnikov. Por lo tante, las téc-
nicas desarrolladas por Moser para probar 1a existencia de movimien-
tos quasi-aleatorios pueden apiicarse a este caso. No obstante, res-
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pecto del de Sitnikov, este problema tiene la dificultad adicional
de tener singularidades debidas a coiisiones binarias y triples.

En 1 problema b} gl espacio de fases tiene dimensidn 4. La
existencia de una integral primera reduce el problema a un espacie
de dimensidn 3 donde las técnicas de Moser para dimensidn 2 no son
aplicables. Por este motivo, se generalizan a dimensidn 3.

Para ambos problemas se demuestran teoremas andlogos al teo-
rema A, Asi, para e] problema a) se asocia a cada drbita la suce-

si6n de enteros { .., a_,, a_;» 35 395 a4y, .- ), donde a_ mide el
nimero de dolisiones de Wy ¥ My, entre l1as colisiones nimero n ¥
n+l de m, ¥y my. Entonces se puede enunciar:

Teorema 8: 57 la masa m, es suficientemente pequéfia, existe un
entero a = a(ml) tal que, cualquier sucesidn de enterocs (an) con

1 .
a,.a corresponde a una drbita del tercer cuerpo.

Para el problema b) se asocia a cada 6rbita la sucesitn de
enternos { .., LIPTIL N PR PR PR ), donde a, mide el nii-
mero de vueltas enteras que han dado meoy o m, entre el paso
nimere n y el paso siguiente de my por una semirrecta fija
situada en el plano del movimiento, ¥ cuye extremo estd en el cen-
tro de masas,

Terorema C: Para cualquier valor de my Y My positivos, existe un
entero a = a(mz,mg) tal que cualquier sucesidén de enteros (an)

con a za corresponde a una Srbita del tercer cugrpo.

Estos teoremas permitirdn establecer la existencia de todos
1os tipos posibles de evolucidn final en el problema respectivo.

Como se verd tanto para el probliema a) como para el b), el
conjunto de las 6rbitas parabdlicas para t + += ( t + - } cons-
tituye la variedad invariante estable [inestable) de una érbita
periddica parabdlica en el infinito. E1 hecho de que estas varie-



dades se corten pero no coincidan, pone de manifiesto la existen- -
cia de puntos homoclinicos. La definicifn de punto homoclfnico y
una breve histeria de este concepto se encuentra en el libro de
Moser |24, pag.99-107] y en el articulo [22| de McGehee y Meyer.

Los puntos homoclinicos corresponden a Grbitas parabflicas
ety A0
. para t o+ = . E} estudio cualitative del fluje en el %ﬁstgﬁa de
estos puntos es a clave para la demostracidn de los teoremas B y

C.

En los capitulos II y IIl se estudia el problema a), mien-
tras que el estudio del problema b) se hace fn el capitulo IV.

En el apéndice I se demuestra, para el problema restringido,
plano y circular de 3 cuerpos, gue el conjunto de las érbitas con evo
lucién final del tipo PETMVHET y HE Y PE' es homeomorfo a una
reunidn numerable de intervalos abiertos, que PE  y PE+ es homeo-
morfo a St y que HE® y HE' es homeomorfo a slyr

En el apéndice 11 se generalizan los resultados del apéndice
I al problema restringido,espacial y circular de 3 cuerpos. En el
apéndice IIl se detalla un cdlculo numérice necesario para el teo-
rema 4.7 .

Agradezce al Dr. Carles Simd su eficaz direccidn y va
liosa ayuda en la realizacidn del presente trabajo. Mi -
agradecimiento para los restantes miembros de la Seccién
de Matemdticas por su constante interés en la buena marcha
de este trabajo.



II. EL PROBLEMA RESTRIMGIDG RECTILINEQ Y ELIPTICO DE 3 CUERPDS.

{?.1) Formulacion del probiema.

Se tienen dos cuerpos {1lamados primarios) de masa puntual m
y m,, moviéndose segiin 1a Tey de la gravitacion de Newton en una drbita
de colisidn eliptica. Se considera un tercer cuerpo de masa infinitesimal
¥ puntual My moviéndose scbre la recta determinada por el movimiento de
tos dos primarios, dejéndolos a un mismo lado de la recta. Como que m3:;0.
admitimos que el movimiento de las dos primeras masas no es afectado por
la tercera, y la simetria del problema nos dice que la tercera masa perma-
nece sobre la recta considerada. EY problema consiste en describir el mo-

vimiento del cuerpo de masa infinitesimal.

{2.2) La ecvacidn diferencial del movimiento.

Para simplificar la notacién se elige la unidad de longitud de
manera que la constante de la gravitacitn sea 1; la unidad de tiempo de
modo que el perfodo de la colisidn eliptica valga 2m; la unidad de masa
de manera que la masa total del sistema sea 1;esto es, m o= m y m, =
1-m , con 0< m< 1. E1 centro de masas se toma como origen de coorde-
nadas.

Sean “Xy» x2 y x las coordenadas que dan las posiciones de las
masas my s m2 y mg respectivamente (véase la figura 2.1}, y t el pari-
metro tiempo. Se tienen:

%y {1-m){1-cosE},
Xg = m{l-cosE},

con
t = E-senk;

donde el pardmetro E es Ja ancmalia excéntrica. Se ha tomade el eje de



la 6rbita eliptica de colisidn igual a 2 , y el origen del tiempo de
manera que las cglisiones entre moy m, tengan lugar cuando el tiem-
po t sea tal que t = 0(mbd.2n).

m1=m m,=1-m m

Figura 2.1
La ecuacidn diferencial del movimiento del tercer cuerpo es:

d2x/dt? = -(1—m)/{x-x2}2 - m/{xfxl}z. (2.1)

Esta ecuacifn diferencial presenta dos singularidades, una
para los valores de x = X, 4 ¥ la otra cuando =x = X| = Xy = 0. ta
primera corresponde a una colisién binaria entre las masas m, ¥
My 3Y 1a segunda una colisibn triple. Se hard un cambio de variables
qgue regularice las colisiones binarias. Como se sabe las colisiones
triples coliniales no pueden en general regularizarse. Por elio, se
excluyen de nuestro espacio de configuracifn las drbitas que conducen
a colisidn triple. Por consiguiente, la variable tomard siempre valo-
res acotados inferiormente si m > O .

Como es habitual, se define la energia h123 del sistema de
la siquiente manera:

h123 - )‘(21,2 - (l_m)/(x-xz} - m/(xﬂ(l) ]

y la energia h23 del sistema formado por el segundo y el tercer cuer-
po como: )
hyy = (ekp)?72 - 0o (xoxy)

Por ser e} sistema no autdnomo, la energfa h123 no €5 unpa inte-
gral primera. Se define una nueva variable h como:

h = (xr-x;)h123/xr - xgh23/xr . (2.2)

con r > 1,

'



Es claroc que sobre cada Grbita solucién de la ecuacidn (2:1)
h e;té definido, ya que cuando x - X 3, h=+ h23. En efecto como
que [x-xz)iz + 2{1-m} cuando X-X5 +'0 {vésse SiegeI-Moser[29-93QI).
resulta que (x—xz}h123 + 0 cuando X=Xy > 0. Nétese que, r z 1 es con-
dicidn necesaria y suficiente para que h esté bien definide. Ademds,
h -+ h123 cuands X = 4 o,

$i se hace el cambio

dt = (x—xz)(l-cosE} ds , {2.3)
el sistema diferencial {2.1} puede escribirse:

d
6% = {x-x,}(1-cosE),
siendo:

dhypa/ds = ( mxy/(xax )% - (1-m)xy/ (x-xp)0)-dt/ds
dh,y/ds = {i-iz}(—m/(x¢x1)2 - fz)-dt/ds ,
rel

d/ds(lex)r = rxr'l{izx-xzi)/x

5 -dt/ds ,

hy3=hypg = -iiz - i§/2 - afkexy
il = {1-m)senE/{1l-cosE} ,

%, = msenE/{1-cosE} ,

§1 :=-(1-m)7(1-cosE)2 ,

;2 = -m/(l-cosE)2 .
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Se gbserva gue es suficiente tomar r = 1 para que dx/ds y x™"-
(xr—x;}dh
valer de r que elimina las singularidades de las expresignes:

]23/ds no presenten singularidades. Mientrasque, el minimo

r,. r.
x2/x dh23/ds ;

T
(h23-h123)d/ds(x2fx} .

es 2 y 2 respectivamente. Por consiguiente, el valor minimo de r que
regulariza el sistema diferencial {2.4) es 3. A partir de ahora r
" serd 3.

E1 cambio dado por {2.3) régulariza las colisiones binarias

tal como se observa en {2.4). La idea de esta regularizacidn se debe
a Levi-Civita {véase Stieffel-Scheifel1[31 -p20]).

{2.3) Las drbitas como punto de un cilindro.

Las drbitas x({s)} del tercer cuerpo quedan determinadas por

las condiciones iniciales:
5 =S5 s (x-xz)(sg) =0, h(so) = hy s t(so} =ty

tal como se deducedel sistema diferencial (2.4}. Como que el tiempo
en dicho sistema aparece siempre a través de la varieble E , dar unas
condiciones iniciales en las que t sea igual a té , equivale a dar
t= to(mﬁd.Zn). E1 vaior de s = sg e arbi;rario parg 1a determina-
cidn del movimiento fisico del tercer cuerpg; tomaremos sg ~ 0. En
definitiva, una &rbita de) tercer cuerpg puede darse con las condicio-
nes iniciales

h(0) = h £(0) = ty(néd.2n)

o> ¥
sobre entendiendo lasrestantes condiciones (x—xz)(o} =0,y que
ty # 0(mbd.2n), ya que si t

ple.

o s miltipio de 2« habria una colisidn {ri-

. A partir de ahora como que el tiempc t se puede poner en fun-
cidn de la anomalia excéntrica E , una 6rbita del tercer cuerpo vendrd
dada por

: h{EO) = hO . ¥y E-= Ee(mod.Zn).
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Identificando la Orbita del tercer cuerpo dada por (hO‘EG)
con el punto del cilindre gue en coordenadas cilindricas tiene altura

hO ¥ &ngulo E0 {vBase la figura 2.2}, se puede enunciar la siguiente:

Proposicidn 2.1: Las &rbitas del tercer cuerpo se corresponden con los
puntos de wun cilindro, al que le failta wna generatriz. Dicha generatris
eorresponderfa a una condiciones intetales de colisitn Etriple. Nétese

que a wuna misma Srbita le puede corresponder més de wn punto del oilin-
dro.

A partir de ahora siempre que se hable del c¢ilindro se supondrd

que se le ha suprimidc 1a generatriz EO =0.

(hgEq)

Figura 2.2

(2.4} E) cilindre para m = 0.

Para m =0 el problema restringido rectilineo y eliptico de
tres cuerpos da lugar a dos problemas de 2 cuerpos independientes
con un cuerpo de masa jgual a la unidad situado en &% origen de coorde-
nadas, y los otros de masa infinitesimal coiisionando con &1, uno por
la derecha y el otro por la izquierda. Para m = 0 la energia
h = h123 = h23 es constante para cada oOrbita, y las socluciones tales
que para un cierto E0 verifican (x-xz)(EO) = {0 , corresponden & &r-
bitas de colisidn eliptica, parabdlica, hiperbdiica, segin que laz ener-
gia h sea negativa, nuta ¢ positiva. Por lo tanto, se tiene:
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Proposicidn 2.2: Para m = 9 2l cilindro de las drbitas del tercer
wuarLy guede sartide por la circunferencia ha = 0 en dog regiones,
la gue corresponden a las drbitas elipticas (ho < 0} y la que corres-
vonde o las hiperbélicas (ho > ). La eircunferencia ho = ¢ corres-

ponde a las drbitas parabdlicas (vdase la figura 2.3).

Se verd que una situacidn andloga a la establecida en esta pro-
posicidn para m = 0 , serd también para valores de 0 < m < 1.

ho >0
h0 <0
Figura 2.3

{z.5) El cilindro para O <m < 1 , y la aplicacién f.

Se define una aplicacion f de una regidén del cilindro en si
mismo de la siguiente manera: DBadc un punto (hO,EG} del cilindro y por
to tanto la érbita x(E} del tercer cuerpo tal que (x-xz)(E) =0, ¥y
h(EO) = h0 ; sea E; el siguiente cero de (x-xz){E) =0 con E1 > E0 s
s} existe; esto es &1 E1 < + =, En este casc, si h1 = h(EI} , la apli-
cacién f envia por definicidén (hO,EO) a (hI’EI) .

Se denota por DO el dominio de definicidn de Ya aplicacidn
f . AsT, Dg reprasenta el conjunto de las drbitas del tercer cuerpo
que vuelven 2 colisionar con ) segundo. Por 1o tanto, se dird que las
drbitas de D0 son elipticas para tiempos crecientes. Nétese que E
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crece o decrece con el tiempo t . De la continuidad de las soludiones
de una ecuacidn diferencial respecto de las condicignes iniciales se
obtiene que 00 es un abierto.

Se estudia el complementario de D . Sea x{t) wuna solucidn

que verifica (x-xz)(to) =0,y t) =+~ siendo i, = E, - senk,
para k = 0,1. Ya que X{t) <0 para todo t > t0 , 1a funcién x[t)>Q
es mendtona decraciente. Por lo tanto,

Tim x(t) = x{+=) ,

t—}-i-ml
existe y es mayor o igual que cero. Ademds como que x{t) es mondtona
creciente para todo t > t; , se tieme que %x(t) + +« cuando t » +w,

Se dice que una drbita del complementario de D0 es hiperbd-
lica para t + + = si x{+=) > D , y parabdlica para t + + = si
%(+=)} = 0 . E1 conjunto de puntos del cilindro gue da lugar a drbitas
parabdlicas (hiberbé]icas] para t - + = se designa por P0 {HO). Por
la continuidad de las soluciones de una ecuacidn diferencial respecto
de las condiciones iniciales se tiene H0 es un abierto.

Teorema 2.1: FI conjunto P‘:J de las drbitas parabdlicas para t »*tw
25 una curva eerrvada y simple (si al eilindro no le faltase una genera—
triz), que separa el cilindro en dos componentes; una formada por las

drbitas elipticas Dy s ¥ la otra por las hiperbdlicas HO’

La demostracidn de este teoremaz se dard en la seccion {2.7).

(2.6) Estudio del movimiento en el entorng dét*infinito

Es de esperar por la definicidn del conjunto PO que éste de
‘alguna manera separe las 6rbitas que se escapan al infinito de las que

no llegan a escaparse. Por lo tanto, conviene estudiar el movimiento
del tercer cuerpo cerca del infinito, y para ello se hace el cambio
de coordenadas

X = 2/q2 . x=-p, dt-= 4/q3-dw ,
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con 0 «<q< +e,  Ahora q-+ 0 cuando x + + =, Este cambio de
coordenadas se debe a McGehee [21] . Lo utiliza para probar que el
conjunto de condiciones iniciales que da lugar a drbitas parabdlicas,
en ciertos problemas restringidos de 3 cuerpos diferentes al nuestra,
tiene estructura de variedad analitica.

En las nuevas variables 1a ecuacidn diferencial a que da ly-
gar el movimiento del tercer cuerpo, toma la forma:

dg/dw = p ,

_ 2 2 2 2
dp/dw = [(1-m}/(1-q x,/2)7 + wf{140°2,/2)q , (z.5)
dt/dw = 8/q° .

Basta limitarse al recinto ({{q,p.t) e R3 | a >0} .

Si en el espacio (q,p,t} se fija t el punto gq=20,
p = 0 , que corresponde a una Orbita parabdlica, es un punto hiperbd-
lico del sistema diferencial (2.5) , ya gue su parte linea)

da/dw = p ,

dp/dw

q ,

tiene los valores prapios :1 , y como direcciones propias las bisec
trices de los ejes de coordenadas ({véase la figura 2.4).

P

/ o
N

Figura 2.4

Las funciones Xy ¥ X, son 2w- perigdicas en %t ; por comsi-
guiente, en el espacio (q,p,t) Ta 6rbita q=0, p=10, es 2n-parip
dica. No puede usarse directamente el teorema de la variedad estable o
de Hartman [12 - p245-246] para probar la existencia de dos variedades
invariantes que pasan por g =0, p =0 ,una estable y la otra inesta
bie, debido a que 1a parte lineal del sistema {2.5) es nula. McGehee
en [21j' nos garantiza 1a existencia de dichas variedades invariantes .
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La invariancia del sistema diferencial (2.%) respecto de la simetria
{9,p,t.w} » {q,-p,-t,-w} hace que si una variedad invariante tiene por
ecuaciodn

q = F{p,t) ,

12 ecuacidn de la otra sea

q = F('psl‘t_) .

Ho es dificil verificar que

.. .
Fl.t) = T 2 (th" (2.6)
n=0

a5(t) = -5m{1-m}/16 ,
a,{t) - 35m(1-mf(1-2m)/123t,

aa(t) = =3m{1-m)(-5t/2 +](1-cosE)2dt)f]6 .
0

Los cdlculos se hacen desarrollando en serie de Fourier los coefi
cientes an(t) » derivands respecto de t la ecuacin g = F{p,t} , y sus-
tituyende en dicha ecuacién q y P por su expresién en serie de poten-
cias de p , obtenida a partir del sistema diferencial {2.5) . Asi se fig
ne un sistema diferencial con infinitas ecuaciones én(t) = fn{t) . Cuya
resolucién se puede obtener par recurrencia.

Ndtese que la funcidn q = F{p,t) no es analiticaen t .

Se hace un cambic de coordenadas que 1leve las direcciones pro -
pias del punto hiperbdlico a los ejes de coordenadas:

(a-F(-p,-t})}/4 = {q + p}/4 + Oy »
(a-F(p,t))/4 = {q-p)/4 + Oq .

=
I

=
il
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Aqui Un significa para una funcién f{q.p,t) de clase C*
en (q,p ) ., ¥y 27-peribddica en t , que la cantidad

£(kq,kp,t)/k" ,

estd uniformemente acotada en t cuando k >0 para valores de k po
sitivos,

En las nuevas coordenadas el sistema diferencial es

dufdr = u + 09 '
dv/dr = -v + 0g . {2.7)
dtzdr = 17@[(usv)3 + 0”11 '

sobre el recinto {{u,v,t) | q = 2(u+v) + 0g > 0 b,

Si se elimina la variable r , el sistema diferencial toma la
forma

u 2u(u+\r)3 + 0y, »

[H

v -2v(u+v)3 + 012 .

en el recinto £{u,v) | q = 2{ut+v) + 0g > 0.

Lema 2.1: El sistema diferencial
u = 2ulutv)® »

—2ulutv)®

v

en el recinto R = {(u,v) € 7 | utv >0}, es tal que:

{ 1} La familia de curvas wv = € de R, es una integral primera del
stistema.

{ i) Su flujo es el dado por la figura 2.5 , donde el sentido de avan

ce se corresponde con el del tiempo.

{127} El flujo en el sequndo (cuarto) cuadrante tiende a la frontera de
R cuondo £ 4+ 4w (—w) |
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La demostracidn de este lema no ofrece ninguna dificultad.

‘A

a V.

ut

NN\

Figura 2.5 Figura 2.6

£} lema 2.1 da el estudio del sistema diferencial (2.7) en
el entorno del punto u =0, v =0. AsT, en el segunde cuzdrante el
flujo tiende a la frontera q =0 cuando t » +«., Ademis, como que
u= (q+p)/a + 0g <0, se tiene que p ‘tiende a un valor negativo o
0 cuando t + +=_, Por lo tante, como que x = 2/q2 s ¥ x = -p o,
para los puntos del conjunto {{u,v) |u<0,v>0,q>0} se tiene
que x(+=) =10,y x{+=) >0 . Es decir, corresponden a érbitas hi
perb6licas para t = +=. Por otro lade, los puntos del conjunto
{{u,w) Ju=0, vo>0) sontales que x{+«} =0,y x{+e) =0.
Por 1o tante, correspenden a 6rbitas parabSlicas para t + +«. De
este modo se puede hacer un estudio completo de la naturaleza de las ér
bitas del tercer cuerpo en el entorno del infinito obteniéndose la fi-
gura 2.6 .
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At
H
en 0
51 -.Pg
flujo
(u=0,v=vp,t) X=x,y=0,hy,Ep)
v
0 Dy
Figura 2.7 Figura 2.8

+

(2.7) Demostracién del tearema 2.1.

Se quiere demostrar que las Grbitas parabdlicas para t + + =
corresponden a una curva cerrada y simp1é ( si al cilindro no le faltase
una generatriz ), que separa el cilindro en dos componentes, una formada
por las drbitas elipticas y la otra por las hiperb6licas.

Segiin 1a seccifn anterior las Orbitas parabblicas para t + + o
vienen dadas en un entorno del infinito por el conjunto {{(u,v,t) | u = 0,
v>0131. Por ser t una variable angular, la interseccidn de este con -
junto con el plano v = Vg > 0 , siendo Yg suficientemente pequefio, da .
Tugar a una curva cerrada y simple ( véase la figura 2.7 ). Esta inter -
seccidn es transversal; en casa contrario v = 0 enelplano v = Vg o
vy la drbita parabdlica no podria alcanzar el infinito. La interseccidn de
cualquier drbita con el cilindre x - Xy = 0 tiene localmente un Gnico pun
to de contacto. Por Jo tanto,la aplicacibn

fu=0, v-= vo » t Y o+ { XXy = 0, h0 . EO) .
definida por &1 flujo cuando el tiempo decrece estd bien definida. E1 teo
rema de unicidad y de dependencia de las condiciones iniciales para las so

luciones de ecuaciones diferenciales nos dice que es un difeomorfismo, ¥
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que (u=0,v=v0,t+2n) se aplica en (x-x2=0,h0,EO+2z). Por lo tanto, la
familia de las Grbitas parabdlicas para t -~ + = es un cilindro que corta
al cilindro X=Xy = 0 , en una curva cerrada ¥ simple (véase la figura
2.8). '

Sea h0 = g(EO,m) la ecuacién de la curva PD' Veamos que existe:

1z derivada
—%%5 £n (2.8)

para valgres de m suficienfemente pequenns. En efecto, sea t la variable
que parametriza a la circunferencia S1 = {{uyw,t) Ju=0, v-= vo] .
Por ser diferenciable el flujo que 1leva S1 a P0 » resulta gue la curva
ho = g(EO,m} es diferenciable respecto de 1 . Ademds dicha curva es ana-
litica respecto de m , y como que para m = 0 , es la circunferencia h0=0;
se tiene que existe la derivada (2.8) para valores de m suficientemente
pequeiios.

{2.8) La aplicacién £

Dado un punto (hO,EU] del cilindro, ¥ por lo tanto Ta érbita
x(E) del tercer cuerpo tal que (x-xz}(EO) =0,y h(EO) = h0 , S€
define E_] como el cera de (x-xzj(E) = 0 mis proximo a E0 con
£y < By » si existe, esto es si Ey >-=. EInestecaso, si h ;=
h(E_1) » 85 claro que f'](hO,EO) = (h_1,E_1) . Si Dy es el domi
nio de definicign de £ » se tiena que By = f(DO) . Como que D,
es el conjunto de las frbitas del tercer cuerpo que han colicionado
anteriormente con el segundo, se dice que las drbitas de D, son elip
ticas para tiempos decrecientes.

Un estudio similar al realizado en la seccidn {2.5) para la
aplicacidn f nos dirfa ahora para la aplicacidn f-] que las érbi-
tas  x{t} del complementario de D1 son tales que

x{-») = Tim x(t) =0 .-

o
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Per lo tanto, una Orbita del complementaric de D1 es hiperbdlica para
t+ -, 8 x{~=) >0,y parabdiica para t--=, si x{-« ) =0 .
E1 conjunto de puntos del cilindro que da Tugar a drbitas hiperbdlicas
(parabdlicas} para t + - = se designa por H1 (P]) .

Teorema 2.2: EI conjunto P, de las drbitas parabdlicas para t » -

1
corresponde a una curva cerrada y simple { si al eilindro no le falta-
se una generatriz) , que separa el cilindro en dos componentes, wna for
mada por las drbites elipticas D, , y la otra por las hiperbdlicas
HI.

La demostracién es simétrica a la dada para el teorema 2.1 .

Para determinar el dominio de f']

se observa que e} sistema di
ferencial (2.1} es invariante por la simetrfa (x,x,t} » (x,-%,-t} ,

y por consiguiente
x(-t;-xo,-to} = x(t;xo,to) .

Asi, s $ es la simetria sobre el cilindro dada por

(hO,EO) > (h0,2n-En} se tiene que £V = 57 lfs , ¥ por lo tanto

D1 = S(DD} . PI = S{PO} s H] % S(HU) .

(2.9} Un resultado fundamental parz la existencia de movimientos quasi-

aleatorics.

£1 teorema siguiente nos dird que si 1a masa m es suficiente~
mente pequefia, entonces D1 # D0 , ¥ este hecho, como se verd, es fun -
damental para que aparezcan movimientos quasi-aleatorios. Para m = ¢,

esto no pasa, es decir D] = DO . En efecto, l1a aplicacién f para
m=20,es:
con
h1 = h0 ,
- _ -3/2
E1 = ErJ + E{2x( ZhO) Y,

siendo E{t) 1la solucidn de la ecuacién t = E - senE.
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La aplicacién f estd definida tan sdlo para valores de
hO < 0 ya que para valores de hrJ = 0 las Orbitas son de escape.
Por lo tanto, el dominio de definicién de f , DO » €5 en este caso
medio cilindro {v8ase la figura 2.3} , y come gue
= f{DD) =D

hl = h0 , resulta
que D1 5 -
Teorema 2.3: 57 la masa m > 0 del primer cuerpo es suficiente-
mente pequeria, las curvas PO Y PI se cortan no tangencialmente

sobre la generatriz EG = w del etlindro.

La ecuacidn de la curva PO es h0 - g(EO,m]. Como que
P1 = S(PO), la curva P1 viene dada por hO = g(2n-E0,m)..P0r 1o
tanto, ambas curvas se cortan en E0 = % . Para ver que no 1o ha-
cen tangencialmente basta con probar que la derivada {2, 8) es dis-

tinta de cero.

Se demostrard que

2
5—26%5'59 > 0, : -(2.10)
0
Yy por consiguiente se tendrd para valores de m suficientemente pe-
quefos gque
> _#F 0. (2.11)
aE0 ‘EO—

De hecho como g es una funcidn real y analitica en m se sigue
que la desigualdad {2.11) dejard de ser cierta a lo sumo en un con-
junto discreto de Ogm <e, con ¢ suficientemente nequefio.

Se considera 1a integral de

_dh_
5 (5 sD,ED,m) s

a 1o largo de la érbita parabdlica x(s;sO,Eo,m} para t + +o, deter-
minada por las condiciones iniciales (x-x,){sy) =0,y h( 50)=9{Epsm),
siendo Sg 7 0 . Esto es:

+ @
' dh .
'j; a5 (s.EO,m} ds
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Esta integral es convergente como se deduce de (2.4} 3 ¥ su
valor es

h(+=) - h(0) = -g(Eq.m) . (2.12)

Sean las funciones
Jy = m{1-m} senE [ (x-x2}2/ (x+x1}2— 1]/ x
3y = mé(1-n) senk (1-cosE) [ {xx,)%/ (xax)®- 117 5%,
g = m3(l-rn) senE (l—cosE)2 [ (x-x2)2/ {x+x1)2— 1]/ x> »
3y = (1-c0sE) (xoxy) (k) [1 = (1-cosE)’/ (w0817 2%
Jo = -3mqsen2E (l—cosE)(x-xz}zfi-iz) / x4 .

5
Je = ~3mssen3E'(x-x2)2/ 2x” .
dy = 3m4senE {l-cosE)z(x-xz)ZI xq(x+x1) .
J8 = 3mqsenE (1—cosE}3(x—x2)(i-i2)2/ x4 .
J9 = 3m55en2E (l—cosE)z(x-xz)(i-iz} / 2x4 .
J10 = -3m4(1—cos§24(x—x2}(i-iz) / x4(;+x1).

De (2.4} resulta que

dh
ds

{s;E .m) =} J: .
0™ - 1cier0 !

Por consiguiente, si se define

I, = }’ J.ds , para i =1+ 10 ;
i p |

se tiene
/m%—(s;eo,m) ds= ] I, . (2.13)
0 151<10 .
Es claro que J; = J.{s3Epm) , vy 1 = L{Egm) .

Para cada i, i =1 : 10 , se descompone la integral Ii
en dos :
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siendo
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La integral I? corresponde a la integral de Ji en un entorno
de s =03 esto es, en un entorno de 1a colisidn binaria de My ¥ Mg

Sea F una funcidn de las variables x y m. Se dice que
F es de orden o« en m y-se escribe Q(F) = « , i existen funciones
acotadas G(x) , y H{x.m) tales gue

Flxom) = G(x)n® + H(x,m)m®

can a < B

Lema 2.2: Si E, estd prdzimo a m , en el entorno de s =0, se

"
tiene : I
(1) x -z, = 2% + 0RsT) + otms®) s
siondo %= (2-2)°/ 2 - (1m) / (z-z,) .
(1i) & -dy= o' +0Fs) + 0ms) .
(tii) E=E,+25°/ 3 + 00hs") + 0tne”) .
(Zv)  senE = senE, + 200580'53/3 + ot + 0Fs®) + otms®) .
fv) 1 - cosE =1~ cosEo + 2senEQ'ss/3 + O(ss) + 0(535) i+ Ot‘mss) .

(vi) (x—xg)g/ (wre)? = 1= -1+ 5T+ 0Rs®) + oms?) .

(vit) 1- (1-cosB)S/ (J:+x1)2 = (1% cosE) - (14 cosE'Olz/e‘ + 0fm) +0(s%).

Demostracidn: (i) En las nuevas §ariab]es u, v definidas mediante
las iguaidades

u2 =x - X
2 3
gt = oy - u2(1-cosE)ds .
Ta ecuacidn diferencial del movimiento (2.1} se puede escribir como
n T, 3 - -
6 - /2 = me® (- [uPH(-cosE)] 8+ (1ecosE) Py /2, (2.14)

siendo
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2ul-'2 1m) o5y £0,

_ u

h = 2
1im EE——:ﬁiliﬂl- 59 u=20.,
u=0 u

Y este 1imite existe puesto aue es la energia entre los cuerpos m,
y my en el instante en que colisionan. Se ha introducido la siguiente
notacién

oy L
2

r Y u = o=
dv dv

ull =

Integrando (2.14} por el método de Euler con las condiciones
iniciales u(0) =0, u'(0) = [{1-m}/ 2]1X2:(si m=90, la drbita
que determinan estas condiciones inic¢iales es parabdlica), se obtiene

1/2

u(v) = 272 + o) + o(mv). (2.15)

Deshaciendo los cambios {2.15) nos da (i) . Donde se ha apro-
ximado l-cosE0 por 2, ya que E0 estd tan nriximo a & como se
quiera.

{ii) De (i) y de ({2.3) resulta que
t=48s3/3 + ...

Por consiguiente, (ii) se obtiene al derivar (i) respecto de t .

{iii) Oe l1a integral

3 E
f (x—xz) ds = / dE
0 E

0
y de (i), se deduce (iii) .

{iv) Se censidera _
senf = senEocos(E-Eo) + cosEosen(E-ED} .

y de {(iii) , resulta {iv} .

{v) Es claro que
1- coskE = 1- cosEocos(E-EG) + senEosen(E-EOJ .

y de (iif) , se obtiene (v) .
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fvi) De (i} y de las iqualdades

X, {1-m)(1-cosE) , (2.16)

» m{1-cosE) ,

X
se tiene (vi) .

(vii) De (i), (v)y de (2.16) , resulta (vii}. y

Lema 2.3: 87 lamasa m y E_ - 7m son suficientemente pequehos, y

4]
5 = O(m1/4) , se tiene :

(1) o(I0) = o(1y) = o1y = o1l = 1/2,
orrS ) =1,
010 = o(1%) =011l = 2,
or% =5/ 2,
O(Ig) L5/

(i) /{J(A1+A2+A3+A8)ds:0,

stendo A'f. el término dominante de Iy s en el intervalo (0,s) ;

esto s, el término de orden mds pequefic en m .
(iit) O(I7} »0(I) , para ©=1+10 .

)
Ads } » 1,

. 2
(iv) o( I, - 7

ST

o

It

s
af Ig—/A.ds): » para 1 = 2,3,8,

{v) ot r"; -

1]
3%
N
%
W
ks v

A.de }) >1, para <

i) or 3 I.J:O(I‘;—/_Aids+Io J=1.



{i} En virtud del *lema’2.2, stlenMas 1ntegra1esf‘1-?

Demostracidn: (i
s6lo se tienan en cuenta los términos dominantes en m se tiene

ary —
0. . m sent, :/"-5-"7?-:6"5' -
' 2 0 I'I'||+52 1"r'f'. qgnqtd o2
2 —_
o M seny /;: e o
, STt TETIaas ‘OA,.Afm“_th-}'Z\..-_- oL aff Lriw}
. IOE T SenEO /5 ds
s TR 2 fa (m+s?)? =
5
0 P s ds
I =m'K(E)-/‘-.-_ ! i
4 0 0 {m+52}3 ' A
4 2 -
IO . 3m sen ED /5 __§3ds ‘
3 2 0 (m+ 52)4
3m°senE 5 4 -
0= 0 / s ds ;
6 2 o} (m+52}4
qr1 - j_\lt - .\
IO ) 3m senE0 /s 4ds : .
T v 4 2 .:'..- 70 (m+“52)4
.o R —g—“ R S A B
_Ig = 3m4senE0 [ d52 7
crie 40 (msT) “ran
5 2 -
0. Im“sen”E, [s o ds .
9 a (m+52]4 SR
[}.”,.__,;Fi A /E‘ 5.dg = - -J\_,__~I §
I5.= =3m e
i0 0 (m+ 52)4
siendo St ‘.I .
K(E,) = (1 + cosEO) - (1 + cosEO)J4
Si se hace el cambio o
sy Tem i L (2.17)
.‘|I . :|." . ) -

resulta que
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0 _ SE”ED togt 172
Il_- 2 0( ]l
Z 0 1+t
172 -
o " senkg [t dt - o2
2 2.2 '
2 0 (1+1t7)
1/2 -
10_ mfsenEO [t dt o 1/?
3°° 73 = 0m ),
2 0 (1+1t%)
I3
Ig=mK(E)f tdt_ - om®)
0 {1+t%)
Imsen’E t 3
IO _ 0 ]f 1t dt = 0f 2)
57 2,8 T
a 0 {1+1t%)
7i2 3 .
5 3m'’ Tsen E0 t tth _ 4 7/2
Ig =~ 7 - 0m)
. 8 0 {(1+t%)
5/2 -
0 3m s.enE0 t tth . 5/2
17' 24 - ( }:
2 0 {(1+t%)
0 172 T 1/2
Ig = 3m™* “senk, 53 { Vo,
0 {1+t%)
2 a -
0 3m“sen E0 t t dt ol 2)
Iy = 278 m
4 0 {1+t )
T
0 / t dt
I = - 3m = 0(m)
10 0 (1+t2}2

{ii) Se tiene que la integral
/; { Al + A2 + A3 + A8 ) ds

es igual a
1/2

’"“”EO/“‘(_l_l 1 L6
? o 1+82 1+t5H% (148 (e dd!

como era de esperar debido a la analiticidad respecto de m .
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{(i1i) Se deduce sin dificultad de (i)

{iv)

1

resutta que
mcosk

0[5
3 0

y haciendo el cambio (2.17),
0(8,) =
= O{mzfe} > 1 .

Analogamente, se tiene

t .3
of m? [ tdg)
0 1+t

0 5
Sea B, =1, - Ads , para 1-=1,2,3,8.
LI P

y de l1a definicidn de Ji'

Del lema 2.2,

0f m?[E%- n(1+T)] )

T 3
O(Bz}=0(m2{ sy -2,
0 {1+t
t 3
0(33}=0(m2{ L&y -2,
0 {1+t%}
Tt 3
O(BS)=0(m2[ —t a2,
¢ {1+t%)
(v} Se tiene
(1 o ) /m (1m) ((x—xz)z 1 mser!E0
oI, - [_ Ads )= f [ml-msenE - —+—-—2-—]ds,
1 /; ! $ (x+x1)2 X 2(msc)
= II1 + 112 + II3 + II4
siendo
1 senEG sent
IIl =m { 5 - ) ds ,
s 2(m+s©)
1 {x-x2]
I, =m [ sent 7~ ds
3 (x+x1)
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2z

o senE0 senk (x—xz)
11 =m/[ 7 + { 2-1)]ds,
1 l2(m+s%) X {xtxq)

2
. ? o . (X'X2) i
If, = -m {_ senE{———-?—l);ds.
5 (x+x1}

Es claro que I, = olm) vy 1, » O(m?’/z) . Y utilizando el
Tema 2.2 se duduce sin dificuitad que II1 ¥ i12 son del orden de
G{m) .

{vi} [Es consecuencia inmediata de los apartados anteriores,

Be (2.12) , {2.13) y del Tema 2.3, se tiene gue

i} o ® 0 2
glEq,m) = - L -[_ Ayds + 13, ) + Ofn®) .

S
Comg que
g 4
iy = (1-cost)®o(m) + o(n®y
resulta
2 oo
2 I I
aEOam m=3 = aEO 3m ( I1 - [-— Alds ) m=0. {2.18)
EO:“ 5 EO:‘.T

En la integral 1, se hace el cambio de variables (x-xz)ds=dE,
¥ se toma § = (3/2)1/3- m 1/4. Dado que E = Ey * 253/3 + ..., se
tiene :

- x-x
I = ﬁ m senf —2 [(x+x])'2 - (x-xz)'z] dE + o{mz) .
E

X

siendo E = E, + m>/4.

Para m = 0 , la 6rbita parab6lica del sistema (2.4) es

x(E;EO,m) = {9/2)1/3(E—senE-E +sen£0}2/3.

0
Por 1o tanto, sim # 0 resulta que

41



x(E3Eg.m) = (9/2)1/3{E-senE-E0+senE0)2/3+ o(R) + Olm) ,

perc h = G{m) , esto es :
x(E5Eqm) = (9x2)1/3(E-sen£-eﬂ+sen50}2’3+ olm}, (2.19)

sobre cualquier compacto [EO,E'] con E' > E0 » Siempre que m sea
suficientemente pequefioc { m ¢ mO{E'} }. Por consiguiente, en {2.18)
se puede partir la integral sobre el intervalo [Eo+m,w} en dos, la
primera sobre [E{]ﬂn,E'] y 1a segunda sobre [E’, =) ; de manera que
estd G(1tima sea despreciable; esto es, del orden de CO(m®) coma>1 .
-En definitiva, se puede escribir:

E' x-x2 - -2 a
I;' = /ﬁ m senkE = (x+x1) - (x-xz) dE + 0{m™), ({2.20}
3 X

y del lema 2.3 , se tiene :
® ' s.er'uE0 dE o
Alds = -m > + O{m") . (2.21)
5 E (x-xz} 2{m+s™)

Sustituyendo {2.19) en {2.20) y (2.21}, y desarrollando en
serie de potencias de m, y teniends en cuenta gque X, = O{m) y que

%2 O(m”z} , resulta que
w @ _ B
Il - /_S_ Alds = CI + (22 + {m”) , (2.22)

con B >1,¥%

C. = m /EI sent dE
3 [(9;‘2)1/3(E-senE—E0+senE0)2;3+ 1 - cosE]2

»

/ g senE_ . senf
C. = m dE
2 3 (9/2)2/3{E-sens-ge+sensa}4f3

De (2.18) se obtiene :

2
— 29 =D+ D,
anam m =
£ =
0
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siendo

para i = 1,2,

3Eam

m
0 E

0 T

Yeamos que 01 > 0, ¥ que D2 >0 con lo que el teorema 2.3

estard demostrade.

Se tiene que

senE (E-senE-E0+senE )'1/3 dE

0
1/3 ¢

D, = -(32/3) “{l-cosE,.} Ii_ .
1 o JE [(9/2)1,3(E-senE-E0+senE0)2/3+1-c05E]3' Eg=n

- Para probar que D1 >0 es suficiente ver que la integral

® senE dE
<= 0.
]; {(9/2)1/3(E-senE-n}2/3+1-c05E]3(E-senE~n)1f3

Haciendo el cambio z = E - + , se tendrd que demostrar que

/WF(Z}dZ:v 0
0

siendo
F(z) = senz
[(9/2)1/3(2+senz)2f3+ 1+ cosz}3(z+5enz)1’/3
51 (k+1)=
@y = F(z)dz , para k =0,1,2,..,
Sk
se tiene que
B0, = E o . (2.23)
1 K50 k
Veamos que esta serie es alternadaesto es Gy > o, CPOPE 0

Yy oy > |a2k+1[ . En efecto, si Z; ¢ [kn,(k+1)ﬂJ ¥y 25 [{k+1)n, (k+2)x]
¥ (z3*2,) = (k+1)n , entonces '
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[F(z)] > [F(zp)] s (2.24)

¥& que SEFIZI = - sen22 s COSZI = €052 Y 21+SEI'!Z £ Z,¥senz

2’ 172 2

puesto que la funcidn z+senz es creciente.

De las figuras 2.9 , 2.10 y de {2.24) se deduce que la serie

(2.23) es alternada. Por consiquiente, Dl =0 .

F(z)

%2
WD ~__ A2

=
3
¢
™
==

Figura 2.9 (k par)

F(z)
. i - »

/_§:.\. o
km “\\\\thhh__#"/,/’(k+1)“ z, (k+2)7 o

Figura 2.10 (k impar)

Por otro lade, se considera

+es sent.-senk
D, = -(2/9)?/3 2~ f 3/4 : a3 O ’
0 Egtm™ (E-SenE-EO+SEnE0) E0= ™
1/4

habiendo tomado s = O{m
la integral resulta :

} adecuads. Derivando bajo el signo de

- ' 213 +o cosEo dE
D, = (27977 ¢ 3/4 73
En+m (E—senE—E0+senEO}
4(1-cosE0) 4w sgnEG- senE
! 3 E +m3’4 (E:se E-E.+senkE )?f3 *
o %o 0
sen(Eq+ m3f4)-senE0
+ }
(m3/4-5en{Eq+ m3;4)+5enE0}4/3 E0=




Si se hace le cambio de coordenadas z =E -» , y $e toma

Zy = m3/4, sé_puede escribir
‘ +o (5/3)senz - z . senz
D, = -(2/9?3 ¢ ——— &z - ——L ) (2.25)
z {z + senz) (z,+ senz,)”
0 0 tn
Sean
[ +o  {5/3)senz - 2
& = — =75 dZ ]
1 5/3 (z + senz)w3
5/3 {(5/3)senz - z senz
62 = ————-~——-77§-d2 - ‘“““‘*__g"ﬁfj .
Z, {z + senz) (20+senzo)'

Como que (5/3)senz - z <9 si z > 5/3 . Resulta que

51 < 0 . (2.25)

Se tiene que

5/3 z - (5/3}senz 5/3  -2z/3
f S f g dr = 273 (y5)32 3
Z, (z+senz) z, (?2)

Por consiquiente,

3
-8/3.-1/3  -4/3,,,.:3 ‘0 " #/®
e A & T L

é2

(zO+ senzg}

Como que si m~ 0 el segundo miembro de la desigualdad ante-
rior tiende a —2'4/3(3/5}3, resulta de (2.26), que para m suficien-
temente pequefio:

-4/3 3
G % 6y < -2 {3/5)7. (2.27)

Por 1o tanto, de (2.25) y (2.27) se tiene :
1 |243]1/3
[

Dy > 175
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{2.10) Primeros resultados sobre las evoluciones finales en el

problema restringido, rectilineo v eliptico de 3 cuerpos.

En 1a seccifn (1.2) se han definido los distintas tipos de
evolucién final que se dan en el problema de 3 cuerpos. As¥, HE~
corresponde al tipo de evolucidén final en que el tercer cuerpa
viene .del infinito hiperbolicamente. Con la notacidn de este
capitulo resulta que HE = H1 . Analogamente, se tiene HE = HrJ .
PE=P, .y PE =P .

Sea p el punto de interseccidn de las curvas P1 ¥ Po,
sobre la generatriz EO = n del cilindro. E1 teorema 2.3 nas
dice que en un entrono de p hay evoluciones finales del tipo
HE" Mwe® ., we" T’ , pe" MIHEY y PETTPEY. Claro ests
que si el eptorno de p es suficientemente pequefio PE™ rWPE+
se reduce al punto p {vdase la figura 2.10).

Figura 2.10

para m =0, los tipos de movimiento con evolucidn final
- + - +
HE rWPE y Pt MHET no se dan, puesto que Pl = P2 .
E1 objeto del siguiente capitulo es estudiar la regidn
D1 r]DO en el entorno de p , y probar que en dicha regqién hay

movimientes con evelucidn final oscilatoria.



ITI. EL SHIFT DE_BERNOULLI.

{3.1) Los resultados principales.

Se asociard a cada drbita del tercer cuerpo del problema expuesto
en el capitulo anterior una sucesidn de enteros. 51 para t = tD ¥
&-x?{t0)=& se consideran todos 1os ceros, tn,(xﬂxz}(tl ordenados:
tn < tn+1 . Se pueden dar los cuatro casos siguientes:

(a) Que exista tn para todo entero n .

(b) Que exista t, para todo entero n positivo, pero que para un
cierte entero k < 0 , tk ya ng exista. Entonces se toma tk = e,
{c} Que exista t, para todo enterc n negativo, pero que para un
cierto entevo 1 > 0 , t1 ya no exista. Entonces se toma t1 = 4o,

{d} OQue t, ¥a no exista para un cierto enterg k < 0 , ¥ que para
un cierto entero 1 > 0 , t1 ya no exista. Entonces se toma tk s -,
Y t.i = +tw

Par lo tante, los enteros

a = Yy~ oot
n 2

miden el ndmero de colisiones gue se producen entre 10s cuerpos moy
m, , entre dos colisiones consecutivas de m, y m, . Donde 1x] es 1a
parte entera de %, 53 % e5 real. De esta manera se asocia a cada drbita
del tercer cuerpo una sucesidn de enteros, que serd de uno de los cuatro
tipos siguientes:

{a) (.52 558 148021085, )

con 2 e M para todo entero n. N designa el conjunto de los nimeros
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naturales, Estas sucesiones corresponden a drbitas de ms que van
colisionando con m, sin 1legar a escaparse nunca.

{b] ( ”:ak+1sak+2s-- }

con k0O ¥ a ¢ N para todo entero n > k . Corresponden a
6rbitas capturadas del tercer cuerpo; es decir, 21 tercer cuerpo
viene del infinito, y permanece colisionando con my indefinida-
mente,

{C} ( --531*2131_].’“’ )

com 121,y a N para tode entero n < 1 . Corresponden a
grbitas de escape del tercer cuerpo; esto es, el tercer cuerpo ha
estado colisionando can My, PEFG en un instante determinade deja

de hacerlo ¥ se aleja haciz el infinito.

(d] (.”sak_'_ls---na}_l)m )

con kgOG, 1321, ¥ a, e N para todo entero n tal que k<n<1,
Corresponden a 6rbitas capturadas que se escapan.

Es ¢laro que para que estas sucesiones estén bien definidas
es suficiente que tn(méd.Zn) # 0 . En caso contrario habria coli-

siagnes triples.

La tabla siguiente nos da los tipos de sucesiones que definen

las 6rbitas de los conjuntos Pl' PO’ Hl’ HO' y de sus intersecciones.
Las conjuntos definen sucesiones del tipo
( m!alsazs-- ) .
Pl ¥ H]. {b} Y (d)
(=,a),...53y_ 5@ ) con 131
( ...,a_ - )
Po ¥ Hy 1o (c) v (a)
(mmﬁlp.ﬁom) con kg0
art i | gy = e @)
I'"'0*"'1"0
Tabla 3.1
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Ahora ya se puede enunciar el resultado principal para el problema
restringido, gliptico y rectilineo de 3 cuerpos, que viene dado por el
siguiente teorema;

Teorema 3.1 (Teorema B); S la masa m del primer cuerpo es suficiente-

mente pequefia, existe un entero b = bim) tal que cualquier sucesidn de
enteros {bn} de uno de los cuatro tipos anterioras con bn'; b,

corrvesponde a una Srbita del tercer cuerpo.

Este teorema prueba directamente o por continuidad Ta existencia
de todas las posibles evoluciones finales en el problema restringido,
eliptico y rectilineo de 3 cuerpos. Por ejemplo, las sucesiones del tipo
{b) dardn lugar a drbitas capturadas, y seglin gue los términos de la su-
cesidn estén o no acotados se tendrdn para t o> + evoluciones finales
del tipo L+ 0 05+ respectivamente, En la tabla siguiente se detallan
todas las evolucicnes finales de este problema restringido.

Tipos de drbitas evolucién final a que pueden dar lugar
(a) Lot ., uhoest, ostalt,  osThost
(b) ALt . sETMost L pETALt , peTnost
(c) L aket . Laeet ,  osThket , osTMipe’
(d) HETNHE' , HETAPE' , PETNHE' , PEMPE’
Tabla 3.2

Ademds se verd que todos estos tipos de movimiento tienen Tugar
en todo entorno del punto del punto p ¢ PlﬁP0 .

(3.2) El shift de Bernoulli como aplicacidn topoldgica.

Hay muchas versiones del shift de Bernoulli. y aunque habitual-
mente se estudia como una aplicacién de un espacio medible [3] , aquf
se utilizardn sus propiedades topol6gicas. La idea de estudiar el shift
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como aplicacion topolégica se debe al difeomorfismo de la herradura in-
troducido por Smale [27-28] .

Sea A el conjunto N J{=)} donde N es el conjunto de lgs ni-
meros naturales ¥ = es un elemento arbitrério. Se dota & A de una
estructura de conjunto totalmente ordenado definiendo 2 £ b, si los
dos son nimeros naturales y como naturales a es mis pequefio o iqual
que b - obien, si acA ¥ b es e .

Sea S el conjunto que tiene por elementos las sucesiones de
elementos de A del tipo:

{a) (...,a_;,3_1.33,3;,85,...) con a # = para todo entero n .

(b {apsap,1r84ps-.) con 3 ==, kg0, ¥y a #«para todo
enterc n > k .

e (..,ay 5sa7_1»2¢) con ay ==, 1
entere n<l .

l, ¥ an.f = para todo

W

{d). {ak.ak+1,...,a]w1,§1) con a, =a; ==, kg0, 131, y
a, # = para todo entero n tal que k<n<?l .’

Para cada elemento a de $ s5e tiene una coleccidn {Uj(a)} .

J = 1,2,3... ; de conjuntos de S definidos de Ja sjguiente manerg:
Uj(ﬂ} ={aleSja =2 si [n[<j},
Uj(a) =f{a'¢es| ap = a, si k<negid,y ag 2§},
= ' Vo= i =3 | i
Uj(a) fa'eS|a =a, si -jen<l,y ajzit,
Uj(a} =fa'eSs| ag=a st k<ncl, y ay k a > Y,

Seglin que a sea del tipo (a), (b), (¢} o (d} reépectivamente.

La coleccién {Uj(a)} . para cualguier elemento a de § ,
verifica:

( i)_ Que no es vacia.

( 1i) Que para todo j , a ¢ Uj(a) .

(i13) Qua dados dos elementos cualesquiera de la coleccidn Ui(a} ¥
Uj(a) » existe otro elemento de 1a coleccidn U {a) tal que

Um(a) C Ui(a} r']Uj'{-':x) .
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Es suficiente con elegir m mayor o igual que el midximo de
{i,31 . '

{ iv} Que para todo U.{a) existe un subconjunto U de S tal que
ael Cin(a) , ¥y tal que para todo punto b e U, existe algin Ui(b)
contenido en U .

Fs claro que si U = Uj+1(a) » ¥ 13 j+l la condicidn {iv)
se satisface,

Por 1o tanto, los subconjuntos Uj(a) al variar j y a,
nos dan una topologia de 5 , en la que una base de entornos del punto
a viene dada por la coleccidn {Uj(a)} .

Proposicidn 3.1: BT espacio topoldégico § es compacto.

Demostracidn: $e construird un homeomorfismo entre S y el cuadrado
¢ = {8,1]x[0,1] ; por 1o tanto S serd compacto. Se definen:

X T S S
808_13_ - - - aptagtan,t..,
alazaa“'“1+;_l+;—2+;—3+ ,
xaoaﬁl...ak+1 =1+ %E + %:i + %jé P %;;1 si k<0,
yalaz =1+ 1;:+ l; + %5-+ + %;;1 si 1>1

La aplicacidn fa que a cada Sucesidn del tipe (a2} le asig-

na el punto de C de coordenadas {xa ) es un

H] y
R LI YRR LT PR
homeomorfismo entre el conjunto de sucesiones del tipe (&) ¥y el sub-
conjunto de C formado por los puntos de coordenadas irracionales.

La aplicacién fb que a cada sucesidn del tipo (b} le asigna

) si k<0, abien {0,y ) si
318,35. ..

(% y Y
Ag_1 -y T233y- -

k = 0, es un homeomorfismo entre el conjunto de sucesiones del tipo {b)
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y el subconjunta de € formado por 1os puntos €On la primera ceordenada
racional ¥ Ya segunda irracional.

La aplicacidn fC que a cada sucesidn del tipo (c) le asigna

(x . ¥ ) si 1>1, 0bien (x , 0)
apd 13 5.+ Y235, .08 aga_qa_,. ..

si 1 =1, es un homeomorfismo entre el conjunto de sucesiones del
tipo {¢) y el subconjunto de C formado por los puntos con la primera
coordenada irracional y la sequnda racional. '

La aplicacibn fd que a cada sucesidn del tipo (d} le asigna

{x .Y ) si k<O y 1>1,
aga_y- -8y 738,002

(x ,0) si k<0 y 1=1,
agd_1+ - -Ap4q

(0, y,, } si k=0 y 151,

19274
(0,0) si h=Q y 1=1,
es un homeomorfismo entre el conjunto de sucesiones del tipo {d) vy el
subconjunto de C formado por los puntos de coordenadanas racionales.

En definitiva, la aplicacién f:5—=( que restringida a las
sucesiones del tipo ({(a), (b), {c} y {d) es respectivamente fa, fb’
fc ¥ fd es un homegomorfismo entre S y O . /!

La aplicacidn o:5—=5 definida por { ofa) )n = A
para todo entero n , siendo a ¢ 5, se conoce como el shift de
Bernoulli de S . E1 dominic de definicidn de ¢ es :

Dle} = fa eS| ay# =},

¥ Su imagen es :

Img=1faes| 8y #ow) o,

La versifn del shift de Bernoulli agui desarrollada se debe

a Moser [24,p63] aurque sélo estudia con detalle el caso en que §
es el conjuntc de elementos del tipo f{(a) .
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{3.3) £l shift de Bernoulli como subsistema de una aplicacifn del

cuadrado.

Siguiendo la linea marcada por Moser [241 exponemos ahora téc-
nicas nmecesarias para la demostracifin del teorema B. 51 f es una
aplicacion continua de un espacio topoldgico X en s7 mismo, y g
es otra aplicacidn continuaz de un espacio topoldgico Y en si mismo,
se dice que g es un subsistema de f si existe un homeomorfismo h
de Y en h(Y)CT X tal gue haga conmutativo el siguiente diagrama

;._._X

X
h [ T h
y—3 oy

Sea Q el cuadrado [0,1]x[0,1] . Se estudiard la relacidn entre
¢ aplicacidén topolégica en S, con una aplicacidn geométrica del
cuadrade Q . Concretamente se verd que el shift o es un subsistema
de ciertas aplicaciones de @ en si mismo.

Se definen algunas nociones para el cuadrado Q . Sea p un
nGmero del intervale (0,1) . Una curva y = h{x) , es una curva ho-
rizental si '

(3) O0<«h{x) g1 paratodo Dgxgl,y
(ii}) Ih(xl)-h(xz}] s plxy;7x)| para todo 0 < xy g%, 1.

$i hl(x) . hz(x] definen dos curvas horizontales, y si
0« hl(x) < h2(x) <1, paratodo 0 ¢ x g1, se dice que 21 con-
junto H = {{x,y} ¢ Q| hl(x] £y s hz{x]} es una banda horizontal
{véase la fiqura 3.1}.

h,(x)

hy (x)

Figura 3.1
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Se define el didmetro de H como

d{H) = mix ( hz(x) - hl(x) }.
Qexsgl

Una curva x = v(y) es una curva vertical si
(i) O« vily) c1 paratoda Ogys<l,y

-

(11} [vly))-vly,)| < ply;-y,| paratodo 0sy sy, 1.
De manera simiTar se define una banda vertical y su didmetro.

La siguiente proposicifin da dos propiedades de las bandas que
sen ficiles de deducir a partir de Jas definiciones.

Proposicién 3.2: (<) 5% HI pu H2 DH33 ... 28 ung sucesidn de bandas

horizontales (verticales) tales que d(h‘k) + 0 cuando k ++ = , entonces

f) s

v Tk
fit) Una curva horizontal cualgquiera y wuna curva vertical cualquierg se

es wna eurva horiaontal (verticall.
cortan en un inico punto,

Sea f wuna aplicacidn de Q en R2 tal que
( i} Exista una familia de bandas horizontales K, disjuntas dos a
dos, y una familia de bandas verticaIes Vn disjuntas dos a dos, ta-
les que f(Vn) = Hn para todo natural n , y que }as fronteras hori-
zontales { respectivamente verticales ) de Hn sean las imaggnes por
f de las fronteras horizontales (respectivamente verticales} de Vﬁ
{véase la figura 3.2). Ademds, si las bandas un ¥ Hn estin orde-
nadas en el sentido gue se indica en las figuras 3.3’y 3.4, y
V, = Lyl eQfx=13}, H = {{xy)eQ|y=11, entonces

Vo > Y,y H = H_cuando 1 5 4= .

{ii) Si ¥ es una banda vertical contenida en l,J v, » entonces
nel

Vé = Vn er'](V] es una banda vertical para tedo nmatural n , y pa

ra algin d fijo, 0 <d <1, se tiene d (V&) < d-d(Vn). Similar

mente, 57 H es una banda horizontal contenida en L_J H, » entonces
neN

HA = Hy er(H) es una banda horizontal para todo natural n , con
d(HA) £ d-d(Hn)‘
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vV v
v, v

Figura 3.2 Figura 3.3 Figura 3.4

Jeorema 3.1: Sea f: @ ...,.Rz un homeomorfismo que satisface las eon

diciones (i) y (ii). PEntonces tiene el shift de Bermoulli ¢ como

subsistema. Es decir, existe un homeomorfismo h de § em A(S5)CQ

tal que heo = foh Ble) * stendo Dfo) el dominio de definicién de
|

Demostracidn: Para definir la imagen de una sucesidn de S wvor h

hay que distinguir de oue tipo es la sucesidn. Asi, para una suce -

sidn del tipe ({a): (...,a_2,a_1,a0,a1,a2,...) se verd que existe
un dnico punte p de @ tal que fM{(p) ¢ V, para todo entero m.
Entonces se define m

h(...,a_z,a_l,ao,al,az,...) =p.

Analogamente para una sucesidn del tipo (h): (ak,ak+1,ak+2,...]

con a ==, y kg0, existe un inico punto p de Q tal que

f_m(p) £ Va para m > k . Entonces se define
m

hlaysayg qrdpype--d =p .

Fropiedades similares permiten definir las imdgenes por h de
las sucesiones del tipo (c) y (d).

Vamos a probar la existencia y unicidad de este punto p para
tas sucesiones del tipo (a) y {(b). Para el tipo (a) se definen recu-
rrentemente para n > 0 los conjuntos:

”

-1
¥ =y My
021 8p ay a_j---a_,
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La condicidn (i1) nos dice que v, es una banda ver-

a ,...a
tical, y que 07-17"""-n
d(v } ¢ d-a{¥ Yy dhd(v, ) ¢ d"
agd_y---2_p a_y..-8_p a_,
De donde se deduce:
d(‘-"a 4 ... .a Y+ 0 cuando n > +o. (3.1)
07-1 -n
De la definicidn de V se tiene:
TCERN :
v ={nech]| fMp) e v nara 0 gmgnl,
3.1 % o a.m
={peQ|f{p)ecV, para -ngmg01},
y por tanto m
¥ e v . .
221 2 S IS B (3.2)

De Ja preposicién 3.2 , de (3.1) y de (3.2} resulta que

+ @
V[...,ﬂ ydp,d ,...)= [—1 ¥ 1
=370 . agd_y---2_y

tpe| fMp)e V. para m=0,-1,-2,...},
m

es una curva vertical que se ha deducido utilizando Tos términos
a, de la sucesidén con n pegativo o cero.

Analogamente se define una curva horizontal H(‘..,a_],ao,a],...
introduciendo las bandas haorizontales
ﬁf(Ha Q)
1 2°°°n

a partir de las a, con n negativo. Asi, se tienme

B{...:8 y,8ps8735...) = [iL H ,
-1*70* " n=h 2989 -eiy

{pe0] f-m+]{p) e H, para m=1,2,...},
m

(peQ] £Mp) e v, para m=1.2,... 1},
m

= H
28,2, 8

]
e =

ya que f[va )
m m
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La proposicidn 3.1 nos dice que ta interseccién

H(....a_},aoaa],...) M v(...,a_1.a0,al,...) .

es un Unico punte p . Per lo tanto, existe un (nico punto p de Q

tal que f-m(p} e Va para todo entero m .
m

Para una sucesifn del tipo (b) es claro que l1a parte A1ady,. ..
de Ja sucesidn define una curva horizontal

H[ak,ak+1,...) = {peQ] fMp) e Vam para m=1,2,...} .

Se verd que e1 resto de la sucesidn LI T R P permite de
finir una curva vertical

V(@) sapyys---) = {pe0 | £ "(p) « Vam para k s mg0 1.

¥ por lo tanto, se puede definir:
h(ak’ak+l"") = H{ak,ak+1,...) fn V(ak,ak+1,...) .

La hipﬁtésis (i} nos dice que Vn rTf-1(VW) €S una curva ver
tical de v, para todo n e N (véase la figura 3.5), ¥ que la antiima
gen por f de una curva vertical de Q es una curva vertical dentro
de cada Vn {véase la figura 3.6). Por lo tanto, '
1...ak) i
- vaoﬂ f'I(Va_‘n f'l(va_z.-.f'I(V

-1

v =y My
Aga_1+ -3y ag a_ I
M o),

B 4

es una curva vertical. Es la curva vertical V{ak,ak+],...) , ¥ 85 cla

Yo que sus puntos verifican f {p) ¢ ua para k g mg Q.
m

Figura 3.5 Figura 3.6
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Por 1o tanto, se tiene una aplicacién h de S en Q. Veamos
que es continua. En efecto, h serd continua en a e S 53 dado & >0
existe un nimers natural n tal que para tode a' e Un(a} se tenga
|| h(a) - h{a') || < & (|| )| es 1a norma euclidea de RZ),

Si a es del tipo (a) y a' e Un(a) , es decir aj = a, para
[i] € n : de la definicidén de h se tiene que h{a) y h{a') estdn en

H n

¥ ¥
las bandas agd q---a_p Byeeep - Como que d(VaOa_]".a_n} ¢ d
d(Ha a } 3 dn'] , de la figura 3.7 se deduce que el diametro de la
R
interseccidn V M Hy s @ menor que el didmetro de la

398 _q---3_p 1° 2,
region Rn . Como que el didmetro de Rn tiende a cero cuando n » 4=,
resulta que h es continua en a .

nendiente 1/p

pendiente p
w1 n

Figura 3.7

dﬂ

$i a es del tipp {b) y a' e Un(a) , es decir aj = 3 51

k<jen, ¥y VR de 1a definici6n de h se tiene que h{a) es

td en la curva vertical V¥ ¥ en la banda H , mien
o Bgd e e Ap,08) ay-. -2,

tras que h{a') estd en las bandas V¥ . ¥ H . Para
| CACIRERRL T M ay...ap

probar la continuidad es suficiente ver que la banda V¥ \

g 1-..8, 13

tiende a la curva vertical Va a a .a cuando n =+ += . Esto es

0°-1"""“k+17k

consecuencia de que Va. +V_ cuando n -~ 4o, ya que aé N .
k

Analogamente se probaria la continuidad de h en puntos de S
de los tipes (¢} y (d) .
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E1 hecho de que las bandas Vn sean disjuntas dos a dos hace
que h sea inyectiva. En efecto, si & # a' 51 tiene para algin
entero m que a_ 7 a& . Ysi h{a)=9p y h{a') =g como que

£™p) € v y f-m(q) sua. , resulta que f-m(p) # £™q) vy por lo

aI'I'I m

tanto p#q .

Al ser S compacto y h continua, se tiene que h(S} es com-
pacto. Entonces por ser h inyectiva, h-1|h(5) es continua. Por

To tanto, h es un homeomorfismo entre § y h{s) .

Por G1timo, veamos que si a e D{o) entonces
{hoo }a) = ( fah }(a} .

Si {heola)=p y (f+h}a)=gq, se tiene que F™(p) ¢ v, »
m-1

¥ f-m(q) e V, 1 para enteros m convenientes seqgiin el tipo de suce -
m-1
$ion que sea a . Por lo tanto, p=9q .,y heg=fe« h[D(c] .

Dado un homecmorfismo de (Q en R2 , ver si satisface las condi-
ciones (i) y ({ii) puede ser muy dificil, en especial la condicidn
(ii). Por esto se sustituye esta condicién por otra si la funcidn f es
de clase C]. Esta nueva condicidn se debe a Moser [24, p76-79] , y aqui
tan sglo se formulan los resultados para su utilizacién posterior.

53 f(xoayO} = (X] ,31) con X-l = f](x!y) 3 .V] = fz(x’y} , la ap]i

cacidn tangente a f en el punto (x es una aplicacién lineal de

: 2 g¥o)
R™ en R~ dada por la matriz
of af

1 2
ax Yove)  Ex o)
DF (%)
0°70 o, ',
_§_y_ (XOJO) W (XO‘YO}

y aplica los vectores tangentes (uo.vo) en el punto {xﬂ,yo) , en
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vectores tangentes (u],v1) en &1 punto (x],yz) ;

La nueva condicidn que sustituird a ta (ii) es
{(iii} Existe P e {0,1) tal que el campo de sectores st definido
+w
sobre puntos de L_J Vo, » por vl < Plu] , se aplica sobre &1 mismo
n=N
: + + , +
por Df ; es decir, {(DF)(S )C S . Ademss, si (uo,vo} e S vy

-1
Df(uo,vo) = (u1,y1} . entonces |u]| > P |uD| )

+en
Analogamente, el campo de sectores S definido sobre LJ Hn
n=1
por Jul £ P|v| , se aplica sobre &1 mismo por Df| 3 ¥ si

(u].v]) eSS y Df (ugsvq) = (u],v1] entonces |v0| 2 P-]Iv]| .

Esta condicidn expresa de hecho la inestabilidad {de la hiper-
bolicidad) de la aplicacidn bajo la iteracidn, ya que las componentes
horizontales de un vector tangente son ampliadas por pn bajo of"
y las verticales por P" bajo Df " .

Proposicisn 3.3: (Moser) 5 f de @ en B os de clase ¢, y
satisface las condiciones (€) y (iii}) eom ¢ < P < 1/2 , enton-
ces también satisfuce la comdicidn ({i) para d = P/(1-P} , y por

lo tento f admite a o como subsistema.

{3.4) Resultados conocidos sobre el comportamiento en el infinito del

tercer cuerpo.

Por ser el problema restringido, rectilinec y eliptice de tres
cuerpos igual al problema de Sitnikov en primera aproximacidn y en
el entorno del punto a = @, n = 0 (ver seccidn (2.6) }, la demos-
tracidn de los dos lemas siauientes es idéntica a la demostracidn
de los lemas 4 y 5 de Moser [24,pl167-181] para el problems de Sit-
nikov. Este hecho se debe a que tanto en nuestro problema como
en el de Sitnikov, cuando el tercer cuerpo llega al infinito con
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velocidad cero {parabolicamente), le es igual en primera aproxima-
cidn, debido a la distancia, que los otros dos cuerpos estén coli-
sionando comp en nuestro caso, o estén dando vueltas uno alrédedor
del otro como en el caso de Sitnikov.

Para m =0 , la aplicacién f definida en la seccidn (2.5)
viene dada por las ecuaciones {2.9). De ellas se deduce que E1=f(E0)=

E0 » ¥ que la imagen per f de una generatriz de [, es una curva

0

en El que espirala hacia P1 {véase 1a figura 3.8). El siguiente

lema nos da una propiedad similar para m > 0 .

Lema 3.1: Sea € = g (Bt ) | Ry = ho(s) , t, = t,is) con 0ssg1)
un arce de clase ¢ tal que € tiene el exiremo correspondiente

a s =0 sobre PO s, ¥ en este extremo las curvas C y Pﬂ o son
tangenciales. Entonces la curva imagen F{C) = | (hj,th | hl = ?'z]['s),

£y = tjt’s) con 0 g8 21 1} se acerca a Py espiralando; es decir,
tI(s) e cuando s -+ 0 .

L H

/—F. H““'-.“ /l"‘_&m_‘-\-"‘

thhah______,,”’) h0= 0 Pl

f____,_....-—-—"‘\
thy= -1/2 ¢ phy= -1/2
1

Figura 3.8

~

P

Para r > O suficientemente peguefio se define Eo(r) come el
conjunto de puntes de EO tales gue su distancia a PO eSS Menor que
r . Ya que la curva P0 es de clase C1 , $e puede asociar a cada -
puntoe p e Eo(r} un dnico punto g e P0 tal que d(p,PO] = d(p,q) .

Sobre Eo(r) se definen dos haces de sectores. E1 haz S0 =
SO{rI/B} que asigna a cada punto p ¢ Eo(r) el conjunto de rectas

del plano tangente al cilindro en este punte que forman un dngulc me-
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nor que 0 igual a r1/3 con la recta que pasa por p y es paralela

a la recta tangente a Ja curva PO en g . Sé asigna a cada punto
el conjunto de rectas complementarias a las de S0 (véanse las figu
ras 3.9). De manera similar, Sl ¥ Si son los correspondientes
haces de sectoras sobre E1 obtenidos, por ejemplo, & través de la

+

simetria 5 a partir de SO ¥ S0

Figuras 3.9

Lema_3.2: Eriste un ¢ < 8 < 1 tal que para r suficientemente pe-
quefio ia aplicaeidn f lleva EO(?’) dentro de E‘l(rs) ¥ su aplica

eidn tangente Df lleva el haz Sé = Sé(ri’/a) dentre de SI = SI (r's/s).

Ademds, si w, € Sé s Wy T Df{'wo) y uy es la proyeccocidn ortogonal
de W, sobre la recta central de S?" you, la de W, sobre la recta
-1/3

central de S, , entonces |u,|g 2 |u0} (véanse las figuras 3.9).

(3.5} E1_shift de Bernoulli coms subsistema del problema restringide,

rectilineo v eliptico de 3 cuerpos.

Todos los resultados obtenidos hasta ahora van a permitir la de
mostracidon del teorema siguiente:

Teoreme 3.2: La uplicacton f definida sobre E, tiene el shift de

Bernoulli o definido sobre D(o)(C 5 como subsistema. Es decir ,
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existe un homeomorfismo h de Diol) en h(D(o))C:EQ tal que
feh = hes

Demostracidn: Por. 12.proposicidn®.3 _es suficiente demostrar que f sa
tisface las condiciones (i) y {iii). La demostracién del teorema
no se hard sobre todo E, , sino tan soloc sobre la componente conexa
R del dominio El(r)FWEO(r) que contiene al punto p e P1r7P0 del
teorema 2.3 {véase la figura 3.10}.

Figura 3,10

Para r suficientemente pequefio, R es una regidn 1imitada
1> o €
¥ C4 » ¥ nos referiremes a ellas como Tos lados de R . E1 papel
del cuadrado Q de la proposicidn 3.3 lo jugard aqui R .,

por cuatro curvas de clase Cl , que designaremos por C( 3

Se tienmen que definir sobre R dos familias de bandas que desem
pefaran el papel de las bandas horizontales Hn y verticales Vn de las
condiciones (%) y (iii).

Las curvas C1 ¥ C3 cortan no tangenciaimente a la curva P0
por &} teorema 2.3. Y por el lema 3.1 f(R) cortaa R en la forma

in¢icada en la figura 3.11.
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Figura 3.11

Por 1o tanto, la interseccién f(R)IR estd formada por una
infinidad de bandas, que a menos de un nidmero finito estdn limita-
das entre los lados C2 ¥ C4 . las bandas limitadas entre CZ ¥
C4 se designan por Hl s H2 » --. , Comenzando- 1a numeracign a
partir de la mds préxima al lado C3 . Estas bandas hardn el pape}
de Tas bandas horizontales. Se definen las bandas verticales Un
como Vn = S(Hn] , donde S es la simetria definida sobre el ci -
lindro por {ho,to) + {ho,-to} {véase 1a figura 3.12). Se verd que
f{vn) =H En efecto, se tiene que

v Cs(eRNRY = FIRIMsR) = £ RIMR
de donde se deduce que f(vn)C: R MVF(R) , es decir,

+ oo
flv IS U1 b (3.3)
n=

Se considera,

f'l(Hn) = (sFSH(H) = (SO YT S(K) = v,

de donde

Han(Vn). (3.4)

Las fronteras son preservadas por f ; por lo tanto, la ban

da vertical mds prixima a C2 . Vl ha de estar en virtud de {3.3)



dentro de 1a banda horizontal mis prdoxima a Cy 5 es decir f{Vl

En general
f(Vn)CHn ) {3.5)

De (3.4) y (3.5) resulta f(V)=H .

Figura 3.12

Por-construccién se tiene gue Tos conjuntos Hn son disjun
tos dos a dos. Analogamente para los conjuntos Vn . S se toma
H, = Cl yy ¥ = C4 , se tiene que Vn -V oy H" ~+ H_ cuando
n++= . Para ver que los Hn ¥ los Vn satisfacen las propie-
dades de las bandas horizontales y verticales respectivamente, se
aplica R en el cuadrade Q . Como que los lados de R tienen
una longitud inferior o igual-a r , se puede conseguir transfor
mar R en Q con una plicacidon que difiera de una aplicacién 1i
neal en 0O{r) con la norma ¢! . Para demostrar que Jos V co
rresponden a las bandas verticales, es suficiente con ver que las
fronteras interiores a R tienen las tangentes con direccidn
prixima a 1a tangente de la curva P0 en p . Esto sale direc -
tamente del Tema 3.2 , que implica que el 4dngulo entre las dos
direcciones es inferior a r1/3 + 0(r) ¢ 2r1/3 . De la misma ma-

CH

1
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nera se veria que los H_ pueden ser considerados como las ban -
das horizontales, y por lo tanto f satisface 1a condicidn (i) .

Demestraremes que f satisface la condicidn (iii). Por es

to se utilizan los haces de sectores Sj s Sj para j = 1,0 de

finidos en e7 lema 3.2 . Es c¢laro que sobre R 1os sectores

1/3

Sl(r1f3) estdn contenidos dentro de Sé(r } para r suficien

temente pequeno. En efecto, P1 ¥ P0 se cortan transversalmen

1/3}

contiene todas las direcciones

excepto las que forman un dngulo menor que P13 O(r) con la

1/3)

teen p , y como que 56(r
tangente & PO en p , este sector contiene al sector Sl(r .
formado por todas las direcciones gue forman con la tangente a P

1/3 1
en P un &ngulo menor que T + 0fr) .

Por el lema 3.2 Df restringidoa R rjf_l(R) envia

S'(rl/3} dentro de S rs/3)C: Sl(rlla) . f como que

g 1(

51(rl/3)C: So(rlfa) resulta que

. 1/3 1/3

(173

S S+ es el haz de sectores Sl( restringido z

+U)
L,) VnC: R rjf_l(R) , se satisface la condicidn (iii) {vBase la fi
n=1

gura 3.13). De manera similar, $1 S = Sg(r1l3) , obtenido de st
por la simetrfa S , se tiene que su restriccidn a

+m
H

es aplicada en sy mismo por pF!

, y satisface la condicidn (iii}.
//



Figura 3.13

(3.6} Dempstracitn del teorema principal.

Ahora, la demostracién del teorema B ya es sencilla. Sea {bn}
la sucesidn del teorema B, se construye una nueva sucesién {an} to-
mando a, = bn -b .

De la definicidn de banda vertical Vk , dada en l1a demostra-
c¢ién del teorema 3.1, resulta que el conjunto Vk da condiciones
iniciales para las drbitas del tercer cuerpo de manera que el tiempo
gue transcurre hasta gque m, y ms vuetven a colisionar es 2n(ktb+g),
donde b estd relacionado con el nimero de vueltas enteras que da
f{R) alrededor del cilindro antds de que corte a R por el lado Cys
Y 8 es tal que D8 <1. Es claro que b depende de m , puestd
que de © depende e) &ngulo de corte de las curvas P1 ¥ PQ en n .,

La sucesidn {an} pertenece al dominio de definicibn de o ,
¥ en virtud del teorema 3.2 se le puede asociar de mznera (nica un
punte o de R . K1 punto q corresponde a una Orbita del tercer
cuerpo. De la demostracién del teorema 3.1 se sabe que f (g} sva
para todo a, de la sucesidn {an}. Y por 1o tanto, para la Grbita n
determinada por q , los enteros bn miden el nimero de colisiones
gue se producen entre 105 cuerpos my Yy My entre dos colisiones
consecutivas de My ¥ My . . I
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Se ha visto gue el teorema B permite establecer una gran
diversidad de evolugiones finales dentro de R. Ahora se verd gue
permite establecer la existencia de una infinidad de Grbitas perid-
dicas.

Sea {bn} una sucesidn periddica; es decir, existe un natural

m tal que A4y = 8, Para todo enterg n . Si b =z b, el teorema
n

B permite asociar & {a } un punto q = h({an}) de R, que corres-

ponde a una 6rbita periddica del tercer cuerpo puesto que

Ma) = hea™h™ (@) = heaia)) = h(ta 1) =g .
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IV. EL PROBLEMA RESTRINGIDO PLANG Y CIRCULAR DE 3 CUERPOS.

(4.1 Formulacidn del problema.

Se tienen dos cuerpos que giran alrededor de su centro de masas
desbribiendo Grbitas circulares bajo la influencia de su atraccion
gravitatoria miitua, ¥ un tercer cuerpo que se mueve en el planp defi-
nide por las trayectorias de los otros dos, atraido por ambos pero
sin influenciarlos (& efectos précticos se puede considerar que su
masa es despreciable respecto de las de Tos dos primeros). E1 problema
restringido plano, y circular de 3 cuerpos consiste en describir el
movimiento del tercer cuerpo.

(4.2} lLa ecuacidn diferencial del movimiento.

Sean my y m, las masas de los dos cuerpos que describen
orbitas circulares, y my 1z masa del tercer cuerpo. Siempre se
puede escoger la unidad de masa de mznera que m = l-m,y¥ m2 =
m, siendec 0 <m < 1 ; la unidad de Tongitud para que la distancia

entre mo¥y m, sea igual a 1, ¥ la unidad de tiempo de manera que

2
la velocidad angular de moy m valga 1. Por la eleccidn hecha
de las unidades de masa, longitud y tiempo resulta que la constante

de gravitacidn es igual a 1.

Para describir el movimiento de my se utilizan dos sistemas
de coordenadas, ambos con el origen en el centro de masas: Uno de
elles fijo, de coordenadas (X,Y), 1lamado sistema sideral, y el otro
giratorio, de coordenadas (x,y), conocido come sistema sinddico.
Este OGTtimo es tal que el eje x coincide constantemente con la rec-
ta determinada por m; y m, ; por lo tanto el sistema sinédico
ha de estar girande con una velocidad angular igual a la unidad.

51 se toma el erigen del tiempo de manera que cuando t sea
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igual a cero el sistema sinfdico coincida con el sideral, y si se
indica por ryY fo respectivamente a las distancias de m Y
m, a M, , se tiene para un tiempo t la figura siguiente:

Figura 4.1

Las ecuaciones del movimiento de m_ en el sistema sinfdica

3
son:
(4.1)
}-+2i=—g§w,
donde
a(x,y) = g0y« LB T4 dallom)
1 2
con
r§= (x-m)? + y%
rg = {x+1-m)2 + y2

E1 sistema diferencial (4.1) tiene una integral primera, la
integral de Jacobi:

€ = Clxayaind) = 2a(xy) - (K545%) (4.2)



Los detalies de la deduccidn de las ecuaciones (4.1} y (4.2}
se encuentran en Szebehely [32].

(4.3) Las 6rbitas como puntos de un toro sélido sin frontera.

Las curvas del plano {x,y} definidas por:

2a{x,y}) -C =0, {4.3)

al variar C, se conocen como las curvas de velocidad cero, puesto
que para un valor de C fijo si el tercer cuerpo pasa por el punto
de ta curva {4.3) su velocidad sinddica es cero en virtud de (4.2}.

Un p&nto del plano (x,y) es de equilibrio relativo si al si-
tuar en &1 al tercer cuerpo con velocidad cero, éste permanece en
dicho punto. Se sabe que hay cinco y sdlo cince puntes de equili-
bric relativo, las dos posiciones L4 y L5 de bLagrange, en las que
Tos 3 cuerpos estdn en los vértices de un tridngulo equilitero, ¥
las tres posiciones colineales L1 s L2 ¥ L3 de Euler.

Ly KY
A
// N
’ b
rs hY
/ b
F A
Y L o
" - » v S
LI N Lz s L3
Y ’
\ ’
hY /
N 'l
o
Ls
Figura 4.2
Si Ci = C(Li) » resulta que la estructura topoldégica de las
curvas de velocidad cero cambia cuando Ta constante de Jacobi vale
€ =C, . Concretamente, si m# 0.5 { m=0.5) las curvas de ve-

i

Tocidad cerc poseen § {7} estructuras topolégicas distintas tal

como se indica en la figura 4.3 (4.4). Las correspondientes estruc-
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turas topoldgicas dentro del espacio de fases estan estudiadas en
[15] para el problema restringide plano y circular de 3 cuerpos, y
en [18]-[17] para el problema de 3 cuerpos y n cuerpos, respecti-
vamente. En las figuras 4.3 {4.4) s6lc se representan las curvas
de velocidad cero en el semiplano x > Q , ya gque son simétricas
respecto del eje x, puesto que {x,y} = p{x,-y). Estas dos grafi-
cas han sido tomadas de [32,pag.183-184].

Figura 4.3

Figura 4.4

Por consiguiente, 5i C » 62 tas curvas de velocidad cero son
homegmorfas a las de la figura siguiente:



2

Y
sy (
Wl

Las curvas de velocidad cerg 1imitan las regiones del plane

donde se puede nover My, y2 que m sélo puede estar en los pun-

3
tos (x,y} tales que

2a{x,y} - C =0 .
Estas regiones en la figura 4.5 aparecen rayadas.

Se estudiard el movimiento del tercer cuerpo en la regidn no
acotads para un valor de la constante de Jacobi € » C2 fijo. De
hecho nos limitamos a considerar las Grbitas de la regidén 'R que
en alglin instante cortan al eje X del sistema sideral en un punto
en que X < 0 . Se verd que parz dar una de estas Orbitas es sufi-

ciente dar el midulo de la velocidad sinddica v, v el éngu1oaéque

4
forma el vector velocidad con el eje X en el tiempo tO en que la

drbita corta a dicho eje {véase la figura 4.6).

'
y
X
¥ o [} m
0 r t
0 \ 0.y
y Figura 4.6
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Es claro gue @y RO es necesario si Vg = 0 . 5 el punto de
corte de la drbita con el semieje X < 0 es (xe,ye) » ¥ su vector
velocidad es {io,ﬁo) . se tiene:

%9 -rocos t0 s
Yg = TgSen to ’
2 -2

vg = + y(} 29( syo} - C L] (4.4)

0
Xg = Vgeosleg-ty)
90 = vosen{a o) s
2 2 2

donde g = %g * ¥y -

De {4.4) se deduce que las dGrbitas del tercer cuerpo en la
regidn R objeto de nuestro estudic, se pueden dar por Jas condi-
ciones iniciales:

Vg 2 g,
t = t.(méd.2n) ,
0 (4.5)
ey € [0,2m) siovy > 0,
2q = 0 53 Vg = g

Es claroc que la regidén del plano {x,y} dada por (4.4} al variar
tg en [0,20) y siendo vy 2 0, es 1a region R. En virtud de {4.5)
s¢ puede enunciar 1a siguiente proposicidn:

Proposicifn 4.1: Las drbitas del tercer cuerpo en la regidn R que
cortan al semieje X < 0 , se pueden mirar como Los puntos de un
tore s6lido sin fromtera T, siendo el eje del toro las Srbitas de-
terminadas por las condictones iniciales sobre los puntos de la
curva de velocidad cero. Nétese que una misma Srbita puede dar Iu-

gar a mds de un punto del toro sdlido (véase la figura 4.7).



Figura 4.7

Para la constante de Jacobi dada v es la curva de velocidad
Cerg. '

(4.4) EY toro T para m =0 .

Para m = 0 el problema restringido plano, y circular de 3
cuerpos en la regidn R equivale a dos problemas de 2 cuerpos inde-

pendientes con el primer cuerpo de masa m = 1 , situadoc en el

origen de coordenadas, el segundo de masa m 0 , dando vueltas

2:
alrededor del origen a una distancia de una unidad con una velo-

cidad angular Jgual a 1, y el tercerc de masa m, = 0, a una dis-

3
tancia del origen mayor que 1 describiendo una elipse, una pardbola

o una hipérbola de foco el origen.

Las ecuaciones del movimiento para m = O son:

an - an
X -2y = —— ,
X (4.6)
- ]
¥+ 2x = —Ey— '

con
1 1
a(x,y) = 0+ o

siendo rz = x2 + y2 . La integral de Jacobi viene dada por:

C=xZ+ y2 + 2}.Jx2 + y2 - {iz + jz) .
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Por lo tanto, para m = 0 , resulta que C1 = C2 = C3 = C4 =
C5 = 3, ¥ las curvas de velocidad cero para > 3 son dos circun-
fgrencias de radio las dos raices positivas rys Ty del polinomio
r° - {r + 2 ; ademds L 1> r, > 0 . Asi, para C = 4 , la regifn
R viene dada por la figura siguiente:

{b,0)

////:::: Figura 4.8

Siendo a = 0.53918887281.. , ¥y b = 1.67513087057..

Mientras que la energia h ¥y el momento cinético M no son
integrales primeras si Q0 <m < 1, si lo soen para m =0 y vienen
dadas por unidad de masas como

h=diG-ne e -y Ay,
M= x(y+x) - ylx +y) .

Es factl verificar que C = 2M - 2h . Esta relacidn es valida
también para valores de 0 ¢<m < 1 . Una 6rbita de m_ que corte al
semieje X < 0 , viene dada por un punto del toroc 7. Se estudian las
regiones de este toro s51ido que dan Tugar a érbitas de escape. Se
sabe del-problema de 2 cuerpos que una condicidn necesaria y suficiente
para gue el cuerpo m; escape es que la energia h sea igual o mayor
que cero, que para h = 0 , To hace parab6licamente y para h > 0 ,
hiperbélicamente.



De (4.4) l1a energia de una drbita dada por el punto (vo.to.uo)
de T es:

_l2, 2 1
h=3 (vo + ro) - VgTpSen o - oA ) {4.7)
donde Yo €S funcidn de vg 3 través de la integral de Jaccbi
z_.2, 2
vo=Trot Ty -C. {4.8)

Por lo tanto, se tiene la energia h en funcidn de Yo ¥ ag-

Lema 4.1: 51 se identifican los valores de (uo,ao) con los puntos del
plano en coordenadas polares; las regiones del planc en que la emnergia
h = h(vo,aOJ, dada por las ecuaciones (4.7} y (4.8), es negativa, cero

o positiva, estdn dibujadas en las figuras 4.9 .,

Demostracidn: Utilizando la integra) de Jacobi {4.8), la ecuacifn
(4.7) se puede escribir:

_ 2 3
h = o - /ro(rO—Cr

rac

+ 2) sen a, -

0 0

N , estdn definidas para valores

il

Se probard que las curvas h
de g % C2/8 . En efecto, para h = 0, se tiene:

sen gq = (rg -c/2) / Jﬁb(rg - Crg * 2} .

| A

3<c < (32)}3 c = (33 ¢ > (32)

h <0
h <0
h <90 .
h <0
h <0

1/3

Figuras 4.9 17



.Para que se verifique -1 g sen ay € 1 , es necesario que:

7 S G
0 _ "o~ b (1
3 R s
ro(rO-Cr0+2) g - CrO + 2r0

Por consiguiente, la condicidn re C2/8 , B85 necesaria para
que las curvas h = 0 , esten definidas. Veamos que también es sufi-
ciente, Sea f{ro) = rg - Cry + 2, entonces

2 a3 2 ‘ 3
flce/e) = [(c//8)° - /2] >0 si C# /32 .

Por ser la funcidn f(ro} creciente en re > C2/8 , se tiene que

existe ro(rg - Cro +2) , y por lo tanto la curva h = 0 , para
? . 9——
ro 2 C°/8 ,581 C¢# KY
Si ¢ = 337, por ser
(rg - ¢/2)?
Tim =0,
ros €28 ra(rd - oy 4 2)
0 00 1]
Ja curva h =0, también estd definida para rg 2 c?/8.

Sea e el radio de la circunferencia de velocidad cero para
la regidn R y Ta constante de Jacobi C (véase la figura 4.8).

En las figuras 4.10 se dan las regiones del cilindro (ro,ao}
en las que Ja energia. h = h(rc,uo} es negativa, cero o positiva.
De estas figuras y de {4.8) se deducen sin dificultad las figuras
4.9 . /1

Proposicién 4.2: Para m = 0 , el toro T de las érbitas del tercer

cuerpo que cortan al semieje X < 0 , queda partido por la superfi-
cte h = 0, que es difeomorfa analiticamente a un cilindro, en dos
componentes. Una formada por las Srbitas hiperbdlicas (h > 0}, y

la otra por las drbitas elfpticas (h < ). Véase la figura 4.11 .
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{4.5) Estudio del movimiento en el entorno del infiaito para m = 0.

Se estudiard el movimiento del tercer cuerpo en el entorno
del infinito, para ello se hace previamente el cambio de coorde-
radas dado por:

X =r cos 8,

y=rsene,
X =¥cos 8- {Mr-r)sens, (4.9)
y=rsens+ {Mr-r)cosse .

Nitese que estas coordenadas no son més que las coordenadas
polares puesto que r 8 = M/r - r . Al cambioc dado por (4.9} le si-
qgue el definido por:

i 0
2 ‘
3¢ ¢« (32)13
T
r
o 2
2" - -
R e
ho> 0 o
0 r.=a=b
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(Y3 ¢

Figuras 4.10

Figura 4.11

2fq2 , con Q< g« 4w,
r=p,

r

(4.10}

que Tleva el infinito al origen de coordenadas. Este cambio fué intro-
ducido por McGehee [21] . En las nuevas variablies g, p, 8, 1as ecua-
ciones (4.6) del movimiento se transforman en:

.13
Q“'qu E

é=-1+%—Mq4, (4.11)
. 1 4. 1,26

-39 tgha

El estudio del flujo de este sistema en el espacio {(q,%,p) en
coordenadas cilindricas {véase la figura 4.12), se obtiene al girar
alrededor del eje p la figura 4.13 ., Para que e1 flujo alcance dicho
eje se necesita un tiempo infinito.



(q,8,p)

Figura 4.12

“Figura 4,13

Las curvas h = constante en la figura 4.12 tienen por ecuacidn

K:

q2 - {C/4 + hf2)2 q4 + 2h ,

con g > 0 . En particular, la curva h =0 , es:

o = ¢ - cZ* /6 . (4.12)

Obsérvese que la curva h = 0 , es la curva de las figuras 4.9 ,

una vez se han efectuado los cambios de coordenadas dados por las ecua-
ciones (4.4), (4.9) v (4.10).

(4.6) El toro T para m > @ , la aplicacién f y su inversa,

Se define una aplicacién f de una regidn del toro T en T de
1a siguiente manera: Sea (vo,to,ao) un punto de T que define la &r-
bita del tercer cuerpo x{t), y(t), tal que

x(t0)= -Tq €0S ty »

y{t.)= sen t. ,
O) rg sen t (6.13)
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x(t0)= Yy Cosfuo - to} .

&(tb)= vy senlag - to) 5

2
donde ry €s tal que vg = 2 9(-r0cost0, rosento) - C. Sea t el

siguiente cero de Y(t) con X(t) <0 , y £ >ty si existe; es de-

cir, si tl < ¥» . En este caso se define:
& Y
v = A e
¥ _{arcos{i(tl)/vl} t i, (méd.2x} si vy £0,
O, T
bl si v, =0 .

1
Por definiciéin 1a aplicacidn f envia (vg,to,ag) a (vl,tl,al).

Se denota por E0 al conjunto de los puntos de T tales que su
correspondiente t1 es finito, EO es el dominio de definicidn de la
aplicacién f . As{ E0 representa el conjunto de las Grbitas del
tercer cuerpo que vuelven a cortar al semieje X < 0 . Por znalogia
con el caso m =0 , se dice que Jas drbitas de E0 son elipticas para
tiempos crecientes, De la continuidad de las soluciones de una ecuacidn
diferencial respecto de las condiciones iniciaTes se tiene que E0 es

un abierto.

Proposicifn 4.3: Sea X{(t), ¥(t) wunag érbita del tercer cuerpo movién-
dose en la regién R con C » 02 sufioientemente grande, y sea vt} =
%2+ ¥% |y aft) = aretglY(t)/X(t)) . Entonces:
() ¢(t) es una funcidn creciente para tode t.
(et} 51 by, = e, resulta gue r{t} » += cuando £ + +e |
Demgstracién: Se tiene
X - YX
eyt
o bien que . \
cooxly + x) - yix - y)
X7ty

Utilizando l1a integral de Jacobi resulta que

b= [0+ 0+ 2- Qem)ir) - wir, - (1m0

a2



Se sabe (véase Szebehely [32,pag.151]} que para C > C2. sufi-
cientemente grande, cualquier punto de la regidn R dista mds de dos
unidades del origen, y que Cz >3 para 0 <m < 1. Por consiguiente,
ry ¥ r, son mayores que 1, luego

c/e - (l-m)/r1 - m/r2 -m{l-mif2 Q.

Por 1o tanto, ¢ >0 y (i) queda demostrado. Veamos {ii}. Si

t, = += , en el instante t =t Y al ser ¢{t) creciente para todo

1 [V
t, resulta gue existe el limite de ¢{t} cuvando t » += _ En con-

clusidn, el limite de 4{t} cuando t + +o es cero.

Es claro que r y ¢ son las coordenadas polares del sistema
sideral. Por consiguiente, se tiene:

C=2M - 2h = 2r% - (¥2 + 7242 - 2(1-m}/r| - 20/r, ),
de donde
2 C - 2(1-m}/r] - 2mjr2 . -2
{2+ 8)9 (2 + 6)0

Tomando 1imites en esta desigualdad cuande t + += , se obtiene

que r &+ +» cuando t > 4e | H

Esta proposicién nos dice que en el complementario de E0 sdlo
hay dos posibilidades, que el tercer cuerpo 1legue al infinito con
velocidad radial igual a cero (6rbita parabdélica para t - +=}, 0 con
velocidad radial mayor que cero (érbita hiperbdlica para t » +=). Los
conjuntos dentro del toro T gque dan lugar a drbitas parabdiicas e
hiperblicas se designan por P0 y HO . respectivamente, Se tiene
que H0 es un abierto.

Dado un punto (VO’tO’“O) de T, y nor 1o tanto la drbita del
tercer cuerpe x{t), y(t} que verifica (4.13}), se define ty como el
cero de  Y(t), con X{t) < 0 , mis proxime a ty siendo t; < t; s
59 t; > -~ . En este caso, sean
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. _.{arcos(i(tlj/vl) vt si v, #0,
17

0 51 v, =0 .

) . .- -1 ,
Entonces la aplicacién f envia (vn,to,ag) a (v],tl,ul}.
Sea E, el dominio de definicidn de f-l . Se tiene E1 = f(EO).
Como gue E1 es el conjunto de las O6rbitas del tercer cuerpo que han
cortado al semieje X < 0 con anterioridad se dice que Tas drbitas
de E1 son elipticas para tiempos decrecientes.

Andlogamente a como se ha hecho para la aplicacion f , se pue-
den definir las drbitas parabdiicas e hiperbdlicas para t -+ -=» ., Los
conjuntos respectivos se designan por P1 ¥ H1 . Es claro que E1 ¥
H1 son abiertos.

Proposicién 4.4: Sea § la simetria definida sobre el torc T por
fua, L‘O,qu — (uo, -to,n-uo) . Fntonces se tigne:
) Fl=sgeres.

(ii) E, = S(E,) , P, =5(P) y H

7 = S(HOJ .

1
Demostracién: E1 apartado (i) es consecuencia inmediata del {i).
Veamos el {i). Sea 50 (Eb) el vector velocidad sinddica (sideral);
‘esto es, vg = (xo,yo] (VO = (XD,YD)) . Su mbdulo se indica por ¥g
(VD)-
Sea L la aplicacién {vo,to,uo}.————+ {VD,tG,BO) definida
por
cos tO -Sen t0 _ 0
0" t st 70 r ’
L sen t, cos t4 9

By = arctg(YO/XD) .
La aplicacion € cambia la velocidad sinddica por la siderea {véan-

se las figuras 4.14 a y b} ; por 1o tanto la érbita determinada por
el punto (vo,to,uo) es la migma que la determinada por (Vo.to,so).
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Sea f
ostoes, f=C~T-C

la aplicacign [ on las

coordenarlas, (¥

fy’

” ,s:“} ;

De tas figuras 4.14 se tiene que el siguiente diagrams conmata:

S
(vt LRI,
o l |
[Eiitlaﬂll (Hl‘ﬁtl‘“_kl}
- £
[vgitn’ﬂo} (Vgi_tna]"_["n}
¢ C
S 3 —
(Vn,to,uo) , (VO,-I‘.U,L u{}}
y por consiguiente ¢ =S5ef+5§ . i
¥
t
1 X

(-rllo)

Figura 4.14 a .

E1 punto (vl,tl,ul) .
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Figura 4.14 b . Cvst heg) = (V0] .

Figura 4.14 ¢ . 71

(vlftl’ﬁl) = (VO,tO,BO) {Orbita sideral)
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=
L

('roin

e -1 -
Figura 4.14 d . €7 (Vg.t0.80) = (vgathamy) -

Figura 4,14 e . ?Ivl,-tl, n-Bl) = (VO,-tO,n- BU) {Orbita sideral)
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(4.7) -Estudic del movimiento en el entorno del infinito.

Se extenderd el estudio hecho para el movimiento del tercer
cuerpo en el enforno del infinito para m =0 , al caso en que De<m< ],
IHcho estudio es necesaric para poder establecer una proposicidn andlo-
ga a la 4.2 para valores de Q0 < m< 1,

Si z=x+1y e C es la posicidn del tercer cuerpo, la ecua-
cion diferencial del movimiento (4.1) se puede escribir

2 - 217 - 2712]° - alz) . (4.14)

.2.
con

alz) = (1-m)(z-m/|z-m|° + m{z+1-m)/|z+1-m]> - 2/]2]°.

. -a
La funcién g{z) es del orden de 0{]z] ") para |z] + = .

Notese que la ecuacidn {4.14) sin la funcién g{z) es la
ecuacién (4.6) para m=10.

La integral de Jacobi se escribe ahora como

C = [z + 2/1z] - 1312+ m(1-m) + v(z) ,

con

viz) = 2( (1-w}/|z-m] + m/|z+1-m| - 1/]2] ) .

que sin la funcién v{z) también es 1a integral de Jacobi para m = Q.
La funcidn v{z) es del orden de 0(|z|*2) para |z + +=.

£l cambio de coordenadas
(2/9%)e'®
b+ i(q%w/2 - 2/a9)] '® .

con Q<g<+e, Tleva el infinito al origen. Este cambio de coordenadas

It

z
(4.15)

z

se debe a McGehee [21] . Se utiliza para probar que los conjuntos de las
érbitas parabélicas para t +~ += y para t » -= poseen estructura de

variedad analitica. E1 cambio de coordénadas (4.15) es el dado por las
ecuaciones (4.9} ¥y (4.10} para m=10 .
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L.as G6rbitas parab8licas para t - += son aquellas para las que
{z|] » += , y Ya componente radial de z tiende a cero cuando t + e,
£E1 cambio (4.15) transforma las rbitas parabdlicas en aquellas que
verifican q-+ 0,y p+>0 cuando t + +» , ya que gq = /2/]z] , ¥
p = dlz]/dt.

En las nuevas coordenadas la ecuacidn del movimiente (4.14) se
puede escribir:

= -op/d

g = -14 q4m14 \

p = -q4f4 + qswzfs - Re{e'iGQ{ZeiGqu}} N .16
o = -2imie 0g(2e1%/02) /2

y 1a integral de Jacobi como
- q2 - p2 - q4m2/4 + 2y + m{l-m) + v(ZeiB/qz) . (417

Se observa que las ecuaciones (4.16) son las ecuaciones {4.11)
si m=0 y w==0#.Es clarc que las ecuaciones {4.16) tienen una
solucidn  2x-periddica.

Cerca de esta solucifén se pueden tomar (q,p,8} como coorde-
nadas y resclver la integral de Jacobi para w :

w= 072« m(1-m)/2 + 022 - g%z + ¢Pq¥r3e + o

donde 06 indicea términos de orden seis en p y q ; ademéds 06 es
una funcidn 2=-periédica en s.

Eliminando «» de las ecuaciones {4.16) se tiene:

=-q3p/4 s

q

b =-a%7a + K2q®/32 + xa®p%/16 + { s(m,8) - K/16)q° + 0, » {4.18)
6 =-1 +kg*/8 - o¥78 + q*p%r8 + 2eBr1zs + 01 - '

donde
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K

¢ + mim-1) ,
am{1-m)(1-3cos26}/32 ,

s{m,8)
¥ 010 es una funcidn 2rn-periddica en o .

De nuevo las ecuaciones {4.18) dan para m = 0 , las ecuacie-
nes (4,11},

La aplicacidén de Poincaré-de 1a 6rbita peribdica =06, p =9,
viene dada por {véase McGehee [21])

Pla.p) = (g - g°[p + rila,pdlfz o - ne[q + ro{a.p}l/2 )
donde ry Y rp son reales, analiticas y de tercer ordenen p y 4.
$i para todo abierto U de R2 que contenga al origen se define
A+(P.U} como el conjunto:
facl] Pk(a) £ U para tode k> 0, Pk(a) + 0 cuando k -+ e},
Se tiene que las Orbitas parabdlicas para t -+ += en U, son exacta-
mente A+(P.U) . McGehee ha demostrado que existe un abierto U de R2

que contiene al origen y tal que A+(P,U} es5 una curva analitica.

Andlogamente se puede definir para todo abierto U de R2 que

contenga al origen A {P,U) como el conjunto:

{acul P'k(a) ¢ U para todo k > O, 'P"k(a} + 0 cuando k + +w} .
Entonces A (P,U} son todas las drbitas prarabdiicas para t o - , ¥
AT{P,U} para un ciertc U es una curva analitica.

E1 estudio de ia estructura local de P da la figura siguiente:

P&
s
IR
q a
v A" (p,U)
]
Figura 4.15
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Si se elimina la variable t en el sistema diferencial (4.18)
se tiene:

Qop/t + Kq'p/32 + 0

LU (4.19)

q*ra - k%q%/32 - kabp?/16 + 3Ka®/32 - s(m,8)q® + 0

_dq
de
_dp

ds 19

Al hacer girar la figura 4.15 alrededor del eje p nos da
el comportamiento del flujo del sistema diferencial (4.19) en el
entorno del punto q =0, p =0 . Asi, las drbitas determinadas por
los puntos del primer cuadrante que estén por encima de Ja curva
A+(P,U) tienden a puntos del tipo g =0, p >0 cuando t + += ;
es decir, son Grbitas hiperbdlicas para t =+ += . De esta manera se
puede hacer el estudio completo de 1a naturaleza de las &rbitas del
tercer cuerpo en el entorno del infinito obteriéndose:

p
|
—16 H+
P+
3 q
U -
] -
H

Figura 4.16

Compirese esta figura con la figura 4.13 en que m = 0 .

81 se hace el cambio dg = q3da , la parte lineal del sistema
{8.19) deja de ser cero enel punto gq=0, p =20 .Y dicho punto
es un punto hiperbdlico del sistema. Por consiguiente, el teorema de
la variedad estable o de Hartman [12,pag.245-246] nos dice que exis-
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en dos variedades invariantes que pasan por el punto ¢ =0, p=0;
una estable y la otra inestable. Es claro que la variedad estable
{inestable) da lugar a la curva A+(P,U) {(A"(P,U)) de la aplicacién
de Poincaré, y es topolbgicamente equivalente a la superficie que se
obtiene al girar alrededor del eje p dicha curva.

El sistema diferencial (4.16) es invariante respecto de la
simetria  (q,p.8,w.t) — {q,-Ps-8,u, -t} , ¥ por lo tanto lo es
el sistema (4.19) respecto de (q,p,8) —= (q,—p,;a) . En defini-
tiva, si la variedad estable viene dada por la ecuacion

q = Flp,e) , (4.20)
resulta que la varieded inestable es
q = F(-p,-0) . {4.21)

Es laborioso, pero no dificil, verificar que

Flp.o) = T ale)p" ., (8.22)
0 sh <ha
con
3p(6) = a,(8) = a,le) = asle) =0,
alie) =1,
a5(0) = K¥/32 ,
a5(8) = [7k%/64 + m(m-1)] /32 ,
a,(0) = kP [11K* /64 + 3m(n-1)]/1024
aB(e} = 9m{m-1)sen{2e)/128 ,

En 1a seccién 2.6 se ha detallado 1a obtencidn de la expresibn

(4.22). De donde se deduce que la expresidn calculada para {4.22) es
vilida sdlo en el entorno de =0, p=0.

{4.8) Los cenjuntos Poy P

En el apartado anterior se ha visto que el conjunto de las &rbi-
tas parabdlicas para t + +=  dentro del espacio {q,p,8,t) para una
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constante de Jacobi fijada ¥ en un entorno U del infinito es difeo-
morfo analiticamente a { (q,p,e,t) | q = F{p,8) } . Por sero y t
variables angulares la interseccidn de este conjunto con la hipersu-
perficie gq = % siendo 9 > 0 , suficientemente pequefio, es un
toro 2-dimensional T . Esta interseccifn es transversal, ya que en
cas¢ contrario en algin punto del toro 2-dimensional se tendria q = 0,
y la drbita parabdlica no 1legaria al infinito. '

€1 toro T definido en la seccidn 4.3 , corta al entornc U del
infinito en 1a hipersuperficie

0 +ty=m, ' (4.23)

como se deduce de 1a figura 4.6 y de las ecuaciones (4.4) y {4.15).
De hecho el tore T estd contenido en dicha hipersuperficie. Por otra
parte la interseccifn de Tz con la citada hipersuperficie es una
c¢ircunferencia. Hasta ahora al referirnos & T se han utilizado las
coordenadas (vo,to,uo) » Que son equivalentes a (ro,to,uol an vir-
tud de las ecuaciones (4.4) . Teniendo en cuenta (4.23) y
- o = 2/q2 con 0 < q < $a

P = VgLos ap
resulta que el torc T2 de las &rbitas parab6licas para t » += de
la hipersuperficie q = 9y - corta al tore T en una curva difeomorfa
analiticamente a una circunferencia. Esta circunferencia transportada
por el flujo cuando el tiempo decrece da Tugar a una superficie difeo-
morfa analiticamente a un cilindro. Este cilindro es el conjunto de
las drbitas parabélicas para t + += del toro T . E) teorema de uni-
cidad para las soluciones de una ecuacibn diferencia) nos dice que el
cilindro estd bien definido.

Andlogamente el conjunto de las drbitas parabdlicas para t + -=
es otro cilindro dentro del toro s6lido. En resumen se tiene el teorema
siguiente:

Teorema 4.1: S¢ ¢ <m < 1 el toro T de las érbitas del tercer cuerpo
que cortan ql semieje X < 0 , queda partido por el cilindro PG de las
Srbitas parabdlicas para t + +« en dos componentes, una formada por

las Orbitas hiperbélicas para t + += y la otra per las elfpticas para
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trempos crecientes. Una situacidn andloga se tiene para el conjunto de
las drbitas parabdlicas para t + -« ,

Este teorema generaliza 1a proposicién 4.2 para valores de
OQ<m<]l.Enel caso m=0 el c¢ilindro de las 6rbitas parabdlicas
para t +~ += coincide con el de Yas drbitas parabdlicas para t + -« .,
Este fendmeno no se da para valores de 0 <m < 1 como se verd en la
seccidn siguiente, Estos cilindros se pueden mirar como las variedades
estable e inestable de la érbita periddica parabdlica en el infinito
asociada al punto "hiperbdlico" q =0, p =0 del sistema diferencial
{4.18). E1 hecho de que estas variedades se corten pero no coincidan,
pone de manifiesto la existencia de puntos homoclinicos. Puntos gque no
existen en el caso m = 0 , como se desprende de la figura 4.13 . Los
resultados principales sobre la evolucién final del tercer cuerpo se
deducirdn al estudiar e1 entorno de estos puntos homoc1inicos.

(4.9) Un resultado fundamental para la existencia de movimientos

quasi-aleatorios.

Las figuras 4.9 y £.11 ponen de manifiesto que dentro del toro
T el ciltindro de las Orbitas parabdlicas para m =0 corta al cilin-
dro aq = n/2 en una circunferencia siempre que C » 17 .

Para valores de { suficientemente grandes y una masa 0 <m < 1
cualquiera, el problema restringido plano y circular de 3 cuerpos en
la region R de la figura 4.5, se acerca tanto como se quiera al caso
Im = 0, puesto que 1as ecuaciones del movimiento (4.1} tienden a las
{4.6) en 1a regiébn R cuando C tiende a infinito. Por lo tanto,
para valores de C suficientemente grandes lgs cilindros de las
orbitas parabflicas para t » +=, y para t » -= cortan al cilin-
dro ay ® #/2 en una curva difeomorfa analiticamente a una circun-
ferencia. En un entorno de esta circunferencia el cilindro P, se

0
nuede escribir como

Vg © v(to,ao} ; {4.24)

94



Se sabe que P1 = S(Po) siendo § 1la simetria que aplica
(vo,to,ao] en (vo,-tg,n-uo} . Por 1o tanto, el ciltindro Pl puede
escribirse en dicho entorno como

Vg = V(-to,w-uo) . (4.?5)

De (4.24) y (4.25) se tiene que las circunferencias
TO = pom(ao = 17!(2) Y Yl = PI m{do = m’?) »

se cortan en dos puntos tO =0,y t0 =q.

Teorema 4.2: Los ceilindros P,y P,

en dos curvas difeomorfas analiticamente a dos crtraunferencias, que a

cortan a la superficte a, = %/2,

su vez se cortan no tangencialmente em los puntos to =0, ¥ t0='rr,'

52 m es suficientemente pequefio.

Demo;tracién: Los cilindros P0 ¥ P1 son respectivamente las varie-
dades estable e inestable del punto "hiperbdlice” q =0 ,p =0,

del sistema diferencial {4.9) . Las curvas g ¥ vy en las coor-
denadas (q,e{p) se expresan por Py M {p=0} vy P1 Mi{p=0) , res-
pectivamente. Y los puntos de corte t0 =0, ¥ tO = x , 8quiva-
lena lospuntos 6 =0, ¥y B8 =mn. De (4.24) y {4.258), o bien

de (4.20}) y (4.21), resulta que Yy ¥ vp Se cortan tangencialmente
en 8 =0, sfys6lo si, se cortan tangencialemente en 8 = n .

Sea p=0, gq=aqfe,m) Tla ecuacidn de la curva g - Debido
a la simetria existente entre Yo ¥ ¥y Paraver gue no se cortan .
tangencialmente en & = = , serd suficiente con calcular

g—ﬁ q(e,m) _ »
6=z

¥ ver que su valor es distinto de cero. E1 cdlculo se hace en el
apéndice III. 17
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(4.10) Primeros resultados sobre las evoluciones finales en el pro-

biema restringido plano y circular de 3 cuerpos. -

A1 igual que en le problema restringido, eliptico y rectilf-
neo de 3 cuerpos se tiene para nuestro problema que

BE® = H, , HE =H

- +
1 PE = Pl »y PE =P

0° 0

E? teoremz 4.2 establece que en un entorno de la c¢ircunferen-
cia 1o hay evo1uciqnes finales del tipo :

HETMRET . wemMieet , pETMYHET , vy peTMIeEt .

Para m =0 no se dan los tipos de movimento HE™MIPE™ | y

PE” MHEY |, puesto que Py = Py -

(4.11) Evoluciones finales de tipo oscilatorio.

Se estudiard el entorno de la circunferencia Yo Para ver que
en esta region hay movimientos con evolucién final oscilatoria. Para
ello se asociard a cada drbita X{t) , ¥Y{t) del tercer cuerpo una
sucesidn de enteros. Si para t = ty » Y{to) =0 y X(to} <0, se
consideran todos los ceros t, de Y{t} =0 con X{t) < 0, ordena-

dos; es decir, tn < t Se pueden dar los cuatro casos que se

ntl °
tenian en el problema restringido, eliptico y rectilineo (véase sec-

cidn {3.1) ). Por 1o tante, los enteros

oty m t .
a = |- n+l
" 2

miden entre dos pasos consecutivos de my  pOr el semieje X < 0,

el nimerc de vueltas enteras que han dado los cuerpos meym, . De
esta manera, se asocia a cada Orbita del tercer cuerpo una sucesidn
de enteros que serd de uno de los tipos {a) , (b) , (¢} o (d) defini-
das en la seccifn {3.1).

Teorema 4.3 (Teorema C}: S¢ Ia masa m del segundo cuerpo no es cero,

extste un entero b = bfm) tal que cualguier sucesidn {bn} de uno de



los cuatre tipos anteriores aom b b, corresponde a una brbita del

tercer cuerpo.

Este teorema es fundamental parafponer en evidencia la existen-
cia de todas las posibles evoluciones finales del problema restringido,
plano y cirucular de 3 cuerpos. Las evoluciones finales qué se pueden
deducir directamente o por continuidad & partir del teorema estdn deta-
Nadas en Ja tabla 3.2.

(4.12) Resultados sobre el comportamiento del tercer cuerpo en el

entorno del .infinito.

Para m =0 , la aplicacidn f viene dada por

v1.= Vo
£y =t * Tlvgseg) » (8.26)
al = CI.D +
can
Tigrag) = 2 w(-1/20)¥2
y

o2 3 172
H = rg - [ro(rO-Cr0+2)] senau-CKE_,

siendo 0 la solucidn de la ecuacidn

2 _ 2 _
Vo T T + 2/r0 C

Es claro que f estd definida para valores de h<0 , ya que
para valores de h = 0 las drbitas son de escape. Por 1o tanto, para
m=0, el dominio de definici6n de f, E,. es difeomorfo analitica-

0
mente a un toro sdlido sin frontera como se observa en-la figura 4.11.

De (4.26) y de la figura 4.11 se tiene que E; = fon) =E;
¥ que la imagen por f 'de una curva que 1legue ha;ta la frontera del
toro 561160 E0 » 85 UNd Curva en El' que espirala hacia su frontera
P1 . EY1 Jema siguiente nos da la misma propiedad para 0 <m < 1 .
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Lema 4.2: Seq ¢ = { (0 tga,) | vg T vale) 5ty = tyls) , ay = w,(s)
eon 0 £ s § 1Y un arco tal que  tienme su extremo correspondiente a
8 = 0 gobre PG s, Y en este extremo la curva C y Po-no son tangen-
ctales. Entonces la curva imagen FIC) = | (v},tz,az) | vy = ugls),

tj' = .’51(.5.) -

= e (s) com 0 g5 &1 ) se acerca a P, espiralando;

1
a8 dectir, tI(s) + ta pcuando s -+ 0 .

1

La demostracidn de este lema es consecuencia de que en el entorne
de la drbita perifdica en el infinito g = 0, p = 0 , la ecuacidn diferen-
cial que nos da el movimiento es, en primera aproximacidn, la del proble-
mz de 3itnikov, a excepcidn de una rotacidn uniforme debida a estar tra-
bajande con variables obtenidas a partir del sistema sinédico, y a que
la regidn en estudio de) espacio de fases tiene en nuestro problema una
dimensidn mds que en el de Sitnikov.

{(4.13) Demostracidn.del teorema principal.

Se 1lamard tubo 2 todo conjuntq que sea homeomorfo a

{(x.y,z)eRSMs x2+y2¢<s},

con o0 < vr <5 ; y tubo cerrado a un tubo enque r' g  z g s' conr'<s’,

Se define Pé como uno de los subconjuntos de puntos (v
del toro T tal que

O’tD'GU]

{a) Py es un tubo.

(b} La frontera de P: homeomorfa a ([(x,y,z) ¢ r3

0
es P .
[¢] . i
(¢} P0 - Py estd contenido en E0 )

| x* +y" =5

Para a > 0 suficientemente pequefic se define Pé(a) como el
conjunto de puntos (vo,to,uo) de P6 @Ples que n/2 - ag 0.« n/f2+ a.
Para valores de € suficientemente grandes o para valores de m su-
ficientemente pequefios, nuestro problema estd tan cerca como se quiera
del caso m =0 , por consiguiente Pb(a) es un tubo cerrado para‘valo-
res de a > 0 suficientemente pequefios. Si 0 < b < 7 se define Pb{b)
como el subconjunto de puntos de Pé tales que -b g« t0 £ b. De manera
similar se define P! , Fi(a) ¥ Pi(b}.
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Para m =0 la figura 4.17 nos da (siempre salvo un homeomor-
fismo} el tubo cerrado Pb(a) y €l conjunte Pé{a) MNir <t

Y

055}

que aparece rayado. La figura 4.18 da el tubo cerrado Pi(a) = Pé(a)
y el conjunto f{ Pé(a)rj( rstyes Y o) rWPi(a) que aparece rayado,

¥ es una "espiral cilindrica" contenida dentro de Pi{a), que "espirala"

hacia la frontera de Pi(a) .

[
e
\“‘
‘~h—_
T
[}
i

Figura 4.17 Figura 4.18

Las dos curvas homeomorfas a circunferencias que se gbtienen
al restringir los cilindros P0 ¥ Pl ala superficie ay = /2, se
cortan en el punto p de coordenadas ay = /2, t0 =0 tal comeo

se indica en la figura 4.19 .

r
Py | ag=n/2 .
|

ty= 0 Tigura 4.19
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Para 0 <m < ]. se elige Pé ¥ b suficientemente pequefio
de manera que la interseccidn del conjunto R igual a la ahherencia
de la componente conexa de Pé{b) rTPi(b} que contiene al punto p ,
con la superficie

S = (vo,to,ao) e T | ag = /2 y -b g tOS b} ,

tenga 1a forma siquiente:

Figura 4.20

Asi, la interseccidn de R con 1a superficie S es una re-
gidn limitada por cuatro curvas C], C2, C3 ¥ Cq. En virtud del lema
4.2, f(R) cortaa R s en las regiones rayadas de la figura 4.21,

0 O " Figura 4.21
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Por 1o tanto, la interseccidn de f{R)fW R con la superficie
S estd formada por una infinidad de "bandas" que a menos de un nime-
ro finito estdn limitadas entre los lados C2 ¥ C4. Estas bandas
Vimitadas entre 02 ¥ C4 se designan por Hl’ H2. -.. Comenzando
1a numeracidn a partir de la mds préxima al lado C3. Por Ser b<r
cada banda de f{R) MR {15 pertenece a una componente ccnexa de
f(R)MR distinta. La componente de f(R})IMR que corta a S en
Ta banda Hn se designard también como la banda Hn de R. Se de-
finen las bandas verticales V_~de R como v = S(Hn), donde S
es 1a simetria (vo,to, 0) > (vo,-to,n—un). Se puede ver gue f(Vn)
es jgual a Hn, siendo 1a demostracidn andloga a la del problema
restringido eliptico y rectilineo {véase 1a seccifn {3.5)). Las curvas
frontera Cl ¥ C4 para R[S corresponden a la restriccién sobre
S de dos superficies frontera en R, superficies que se denotan por
Vo y He respectivamente. Es claro que He = P1 Mak y Vo = P0T13R,
siendo 3R la frontera de R .

Se dird gue un subconjunto H de R es una banda horizontal
de R si es homeomorfa a alguna banda horizontal Hn de R . Similar-
mente se definen las bandas verticales de R .

Se dird que un subconjunto H de RIS es una banda hori-
zontal de RIS si es homeomorfa a alguna banda horizontal Hn de
R (1S . Andlogamente se definen las bandas verticales en RS . e

Lema 4.3: S¢ V es una banda vertical de R econtenida dentro de

alguna banda Vo
P =1,
Vn = Vﬁf |f (v),

es wia banda vertical de R para tode n natural,

Demostracidn: Es suficiente ver gue Vé interseccién con S es una
banda vertical de R[S . En efecto, el hecho de que f{Vn] =H, con-
servando las fronteras, y que f sea un homeomorfismo hace que

V; = f_l(v (1Hn) interseccién S sea una banda vertical de R I[1§

{véase la figura 4.22). 1/
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Figura 4.22

De la misma manera, se demuestra:

Lema 4.4: 5¢ H es una banda horizontal de R contenida dentro de

alguna banda Hm N
L— £
M Hnl 1F(H),

es wna banda horizontal de R para todo n ratural.

E1 siguiente lema es bdsico para la demostracidn del teorema
4.3 .

Lema 4.5: (4) Para wia sucesidn del tipo fa) : (..._.a_i,,ao,aj,..‘)

existe al menos un punto p e R tal que f"-m(p) € Va para todo

"
entero m .

fit) Para una sucesidn del tipo (B) : (ak,akﬂ,...) con a Tw,

y kg 0 existe al emmos w punto p £ K tal que f-m(p,l £ Va

para todo enterc m 3 k . m

(it} Propiedades equivalentes a las dos anteriores se tienen para

las sucesiones del tipo (el y (d).

Demgstracidn: (i) Dada una sucesidn del tipo (&) se definen recursi-
n

vamente para » 0 Tlos conjuntos :

8}
EURCIE vaoﬁf W o )e e



E1 Tema 4.3 nos dice que ¥ es un tubo vertical,
4%-17 %
De Ja definicién {4.27) se tiene :

==
1l

{peR] f(p) ¢ v, para O s msen}
-1"""-n -m

{pekR| f-m(p) eV, para -nsmg 03
m

y por lo tanto,’

Agd_1+ -+ 0T AgA_qee.d_py

Es claro que los coenjuntos Va a g  Son cerrados conte-
0%-1"""%-n

nidos en el compacto R , y que cualquier interseccidn de ellos en
nimere finite no es vacia; por lo tanto:

+

-

-m
¥ ={peR| f{p)eV para m=0,-1,-2,..} # 9.
n=0 2p%-1---%n Im

1
Analogamente, se definen Tos conjuntos :

H = H, rﬁlf(Ha ),

6132...an 1 2...3"

que satisfacen :

+ @
r1 Ha a a
n=1 1°2°"""n

{peRj f-m+1(p} cH, para m =1,2,... 1
m

u

{peR | (pleV, para m=12,...} # 9.
m

Los conjuntos cerrados

C =¥ r-]H y
a_n...ao...am 303_1...a_n glaz...aml

estan contenidos en el compacto R , y cualquier interseccidn de
ellos en nimero finito es no vacia; por consiguiente :

' r—] “a ... a2 PP

£s decir,

fper| £Mp) ¢ v, Ppara todo enterom } # @ .
m
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(i) Para una sucesidn del tipo (b} es claro que la parte a1y,
de la sucesidn define el conjunto

+ o
[ H ={peR| fM{p)eV para m=1,2,...1 # @ .
n=l 18-, an

Por otro lado, el resto de la sucesidn A sByge---adg per-
mite definir :

-1
v =\ f oV )
85 _y---3 aor1 IR
_ -1 -1 -1 -1
_vaoﬂf {va_lﬁf {va_zﬁ... f (vakﬂf (v))..))
8.
Por razonamientos similares al caso {i) se tiene que
+
v MY w )£ B .
ag2_q-- -2y L:} aj3,...2,

Por 1o tanto,

{peR| f'm(p) eV, pard todo entero mx k } ¥ P .
m
i

Utilizando el lema 4.5, 1a demostracidn del teorema 4.3 es

idéntica a la del teorema 3.1 para el problema restringido, rectili-
neo y eliptico .

(4.14) Resultades numéricos.

E1 teorema 4.2 establece que l1a variedad estable Pa {de
ecuacifn q = F(p,9) ) y la inestable P1 (de ecuacidm q = F{-p,-8))
de la Grbita perifdica q =0, p =0 , cortan al plano p =0 en
dos curvas difeomorfas analiticamente a dos circunferencias que se
designan por Yo ¥ Y1 respectivamente. Y que dichas curvas se
cortan no tangencialmente en los puntos 8 =0,y 8 ==n .

La ecuacibn (4.22) nos da la expresibn analitica de q = F(p,s)
en el entornode q=0, p =0 {véanse las figuras 4.2 a y b ) .
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Si se utiliza dicha expresidn, Ta integracidn numérica de las drbitas
parabdlicas que constituyen las variedades esiable e inestable, permite
determinar las curvas Yo ¥ " - Para m= 1/2 y C= 4.5, se ha
obtenide, empleando coordenadas sidéreas en el cilculo, que WY M
son casi dos circunferencias (véanse las figuras 4.26 2 y b) gue se
cortan no tangencialmente en cuatro puntos, correspondientes a los va-
lores de 6 =0, n/2, ny 3In/2 (vBase la fiqura 4.27).

Distintas experiencias numéricas confirman que lo habitual es
que vy ¥ 3 no coincidan,

Ap ko

.
| Pl
]
Figura 4.25 a Figura 4.25 b
4 p AP
e 1
g e
o v
Iy
YD r Ay p
\J
/:“""—“ 1
Figura 4.26 a : Figura 4.26 b
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Y1

Yo

Figura 4.27
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APENDICE I. Evoluciones finales de tipo parabblice-hiperbdlico en

el problema restringide plano y circular de 3 cuerpos.

Teorema: Para wn valor firjo de la constante de Jacobi suficiente -
mente grande, y para cualquier valor del pardmetro de masas € <m<l,
el conjunto de las drbitas eon evoluctdn final del tipo PE NuE" y
HEMPEY  es homeomorfo o wwa rewnidn mumerable de intervalos abier

tos disjuntos.

Demostracion: Se ha visto en la seccidén (4.7} que en el espacio
{q.6,p) , q=7p =10 es una Orbita periddica parabflica en el infi
nite. Sea S el espacio definido por un entorno de la superficie
q = 0 habiendo quitado dicha superficie. Entonces S es homeomor-
fo a un cilindro sélido sin el eje {véase la figura [.1). Se sabe
que un aspecto cualitativo del flujo en $ se obtiene girando la
figura 1.2 alrededor del eje p , y recordando gue el flujo alcan
za el eje p cuando el tiempo es infinito. Se estd interesado en
frontera b de S . Se divide b en dos cilindros: b* por don -
de el flujo entra en S,y b~ por donde el flujo sale de S .

Sea p+ y p la interseccidn con b de las drbitas con evolu -
cién final del tipo pe’ ¥ PE™ respectivamente. Entonces p+(p')
es homeomorfo a una circunferencia de b+(b'] . Si h+{h'} es el
cilindro en b+(b"} limitado por p+(p') , las drbitas que entran
en {salen de) S por h+(h-} son drbitas con evolucidn final del
tipo HE+(HE_) . Obsérvese que 1a frontera entre b+ ¥y b es
una circunferencia donde l1as drbitas son tangenciales.

Se denotara por ¢t(x) al flujo asociade a las ecuaciones
del movimiento (ecuaciones (4.16)) ; esto es, ¢t(x) dengta 1a sofu
cidn que pasa a través de % cuando el tiempo t es cero.

Sea f 1la aplicacién de un subconjunto D de p~  scbre
+ N . . . -
h' definida de la siguiente manera: la imagen de X ¢ p es el
primer punto de la frbita ¢t(x) posterior & x que pertenece a

+ . .
h™ , si existe,
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Es claro que las drbitas con evolucién final del tipo PETMHET
v%enen dadas por el dominic B de la aplicacién f . Se verd que D
es abierto. Si x se aplica en ¥ en un tiempo t{x} , Tos puntos
préximos a x son aplicados en un eptorno de su imagen en el mismo
tiempo. La transversalidad del flujo y el hecho de ser h* un abier-
to obligan a2 que tales puntos alcancen At en un tiempo préximo a
t{x) . Por 1o tanto, B es un abierto de p . Come p es homeo-
morfo & una circunferencia y a los abiertos de una circunferencia son:
el conjunto vacio, 0 una reunién numerable de intervalos abiertos, o
bien Ta misma circunferencia; resulta gue PETTHET es homeomorfo a
uno de estos tres conjuntos.

La seccidn (4.10) nos dice que para un valor fijo de la cons-
tante de Jacobi suficientemente grande, vy para cualguier valor del
parémetro de masas, 0 <m<1, PETNHEY #98 y que PENPE® £ 0,
por consiguiente PETMHEY no puede ser homeemorfo a una circunferen
cia.
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Los argumentos para HE'(]PE+ son similares, y por lo tanfo,
¢l teorema est& probado.

/e

Teorema: Para wn valor. fijo de la constante de Jacobi y para cual-
quier valor del pardmetro de masas 0 <m < 1, el conjunto de las
Srbitas com evolueidn final del tipo PE o PE o5 homeomorfo a
s , y el de las érbitas del tipo HE o BET  es homeomorfo a

sixa |

Su demostracidn es consecuencia inmediata de la demostracidn
del teorema anterior.
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APENDICE 11. Evoluciones finales de tipo parabdlico-hiperbSlico en
el problema restringidc espacial, y circular de 3 cuerpos.

{I1.1) Formulacidn del problema y ecuaciones del movimiento.

Se tisnen dos cuerpos de masas my = i-m y m, = m {con
0 <m < 1) girando alrededor de su centro de masas, describiendo orbi
tas circulares bajo 1a influencia de su aitraccidn gravitatoria mutua,
¥ un tercer cuerpo de masa infinitesimal Mg que se mueve en el es-
pacio,atraido por ambos perc sin influenciarlos. Los cuerpos my Y
., estén sobre el eje giratoric x , localizados en los puntos
(m,0,0) y (m-1,0,0} respectivamente. FE1 eje y es perpendicular
al eje x sobre el plano de givo. El1 planc x , ¥ gira con veloci-
dad angular igual a 1 , y el vector velocidad angular es perpendicu -
lar al planc a 1o largo del eje z (véase Ya figura I1.1).

/

Figura I1.1

Las ecuaciones del movimiento de ms  son:

X-2y= @,

%
y+2%= 2, I1.1
y X ! { }
zZ = 52 s
donde
Q = (x2+y2)x2 + (l—m)z’r1 v/,

i



con

(11.2)

{I1.1)

= (em)? o+ y8 e 22

3

{x-m + 1)2 + y2 + z2 A

-
[Nt B L]

E1 sistema diferencial {I1.1} tiene una integral primera,
Ta 1ntegra] de Jacobi

C= 2a- (x % yz + 22) .

Para mds detalles véase Szelehely {32].

Estudig del movimiento en el entorno del infinitc para m =

0.

Las ecuaciones del movimiento para m = 0 son Tas ecuaciones

con
g = (ay?yar(Payted?) V2

y la integral de Jacobi as

2 2

C=x"+y° = 2(x2+y +22y71/2 - {x 2

+y 2y3

o

Mientras que la energia h y el vector momento cinético M

no son integrales primeras si 0 «m< 1, para m =0 si lo son.

Sea

cuadrados de las componentes

M

la componente 7 del momento cinético y K2

1a suma de los

X e Y de) momento cindtico en un

sistema inercial (X,Y,2} cuyo eje I <coincide con el eje z .

Por unidad de masa se tiene que

2

ho= 1{x-y)% + (34x)

n

M= x{ytx} - y{X-y) .

fs ficil verificar que

C=2M - 2h .

1/2

e 2072 - (Bayta?y 2

Para estudiar el movimiento del tercer cuerpo en el entorno

del infinite se pasa & coordenadas esféricas:



Xx =rsentcosd,
¥y = rsendsend,

Z=rcos$,

. : {(11.2)
% = 7 send cos®+ rocos 4 cos 8- résenésens,
y = r sendsen B+ recos ¢ sen 6+ résen ¢Ccos @,
7 = r cos é- résend,
siendo
6 = (Ko-Mleotgs) Vel |

-1+ Mf(rzsenzit} .

(=13
i

Al cambio dade por {I11.2) le sigue el definido par
v = 2/q°

r=p,

%,
con 0 < g« +=,
(11.3)

que 1leva al infinito al origen de coordenadas. En definitiva se
pasa de las coordenadas ({x,y,z,x.¥.2} a las coordenadas
(q,8, %, p,M,K}) . Este cambio transforma las drbitas parabélicas
en aquailas que verifican "'q =0 , ¥y p- 0 cuando t -+ + e,

En las nuevas variables las ecuaciones del movimiento se
transfgrman en

q = -pg’st

6 = -1+ Mq4/(43en2¢} )

$ = (K2~M2cot92¢]1/2Q4;’4 )

b= -atsa + (¥+l)abss H-e)
M=0,

K=0 .

El estudio del flujo de este sistema en el espacio (q,a,4,p)
se obtiene al multiplicar por 52 el flujo de Ta figura {4.13) don

de el flujo necesita un tiempo infinito para alcanzar el eje »p .
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Las curvas h igual a constante en la figura 4.13 tienen
por ecuacidn o

p? = a? -[(cr2en)? + k¥)qta + o

con q > 0; esta es la expresidn de la integral de Jacobi en las
nuevas coordenadas.

{I1.3) Estudio del movimiento en el entorno del infinito para
0 <m< 1.

Al igual que para m = 0 se cambian las cocordenadas
{x,¥,2,%,¥,z) por las ccordenadas {g,8,$,p,M,K} utilizands
las ecuaciones (II1.2} y (11.3) . Las ecuacianes (II1.1) del

movimiento se transforman en #
. 3
-q='qu4')
6= -1+ Mq4/(asen2¢) .

b = (x2-mlcote?e) Vo4,

p= -q4f4 + (M2+K2)q6/8 + mu(q,8,é,m) ,

{11.5)}

M= mev{g,8,6,m) ,

k = m‘W(qus¢,Tﬂ) )
donde wu, v, w son funciones reales y analiticas en sus variables
siendo la primera de octavo orden en g, y las otras dos de sexto
grden en q .

La integral de Jacobi se escribe ahora como

C = q2 - pz -(ﬁ2+K2}q4/4 + 2M + m-g{q,8,0.m} , (11.8}

donde g es una funcifn real y analftica en sus variables, de sexto
orden en q .

Comparando los sistemas diferenciales (I11.4) y (I1.5}, resul-

ta que en el entorno de la hipersuperficie q = 0 ,5us respectivos
flujos presentan el mismo aspecto cualitativo. Por lo tanto, realizan-
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do un estudio similar al efectuado en el apéndice I sobre la hiper-
superficie q = qD con qD suficientemente pequefic, y teniendo en
cuenta que ) sistema diferencial (I1.5) se puede reducir en una
ecuacion al eliminar K utilizando (I1.6} , se puede enunciar el
siguiente: '

Teorema: Para un valer fijo de la constante de Jacobi suficiente-
mente grande, y para cualquier valor del pardmetro de masas 0 «m< ],

se ttene la siguiente tabla

El conjunto de las drbitas con

es homeomorfo a:
evolucidn final del tipo:
By pPEV sZxp
KE y HE?Y s®x &’
pE M ue #E Meet un abierto de 5° 7%
Y distinto del § y del
total.
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APENDICE TII.

En este apéndice se cdlcula

-
K= Y q[ﬁ,m} 3

g=mn

y se comprueba que su valor es distinto de cero {véase el teorema
4.2).

Utilizando 1a integral de Jacobi (4.17) se puede eliminar
o del sistema diferencial (4.16), cbteniéndose

. 3
q=-q7p/d,
v 4 2.
g =-1+qgMd+m+0(m™}, (111.1)
p = q/4+qM/8+mB+0(m),
siendo
- 1/2
M=1(-2+[4+q ( -p 2) q ¢)] Y (-q /2) ,
A= -q fa+ q 2 p2- Cy] 1"2{ a [q cose /2 -1+ {1+ qzcoss
+ q'/4) ”2]+1}/ﬂ,
B = QZMA + q [1/4 - qzcose fa - (2 + qzcosa 31+ q2c059 + q4/4 3K2/8]

Obsérvese que si m = 0 las ecuaciones (III.1} coinciden con
las ecuaciones (4.11) . '

La solucién q{t;s,m) , e(t;e.m) , p{t;e.,m) del sistema
diferencial ({II[.1) dada por las condiciones iniciales

TtEty =0,

q(to) = Q(E;m) 3

: - {111.2)
B(to) = e ¥
p(ty) =0,

serd una érbita parab6lica para t - +=, ya que p =0, q = q{e.m)
es la curva v, = Poff7( p=01).
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Para m=0 el prob1ema_restringido plano y circular de 3
cuerpos queda reducido a dos problemas de 2 cuerpos. Sea qo(t) .
ao(t) . po(t) la solucidn de (IIL.1) que satisface (I111.2)
para m = 0 . lLa solucidn para m suficientemente pequefio puede
escribirse caomo

9=qgyt+ma +‘0(m2) ,
+ e+ 0(nd) (111.3)

8 '80

2
p=pgtmp +Om) .-
Ya sabemos que

ae a=r

puesto que P0 ¥ P1 coinciden s m = 0 . Por consiguiente,

3

K= m — ql(O,E,m) _ + 0(|TI2) .
aa 8=
En definitiva, hemos de ver gue
3 _
38 B=m

Si el tiempo t varia en [0,t{m)] { x{m) puede ser tan
grande como se desee con tal de tomar m suficientemente pequefio ),
al sustituir (IT1.3) en (I1I.1) y simpiificar se obtiene

Py = by Pyt by 9y F Gy
dl = by Pyt by Ay (111.5)

.

8) = by Py F by qp tC

2]
siendo
by = Cp.qS / [4(2 - qiC/8)]
11 - “PoYo 9% ,
3 .25 5, 2 2 4
1?2 = 'qo -C q0/16 + [CQG(PO + L - 3q0/2}] /[2(2 -_QDC/G}] »

b
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b = %/ 4 s

by, = ~3a0pg/% -

byy = Pgay / [2(2-a5C/2)]

by, = qg(pgw-Squz) (2-q4/2)

Cy = qo{qo[hocoseDIZ- 1+ (1+qgcose +q0/4 -1/2

T+ 1)/[4(2-q5c/2)]
)32

Se ha utilizado que M= (/2 si m=0, siendo C la constante de

¢, - Cq0c2/24- qo[(l-qocoseo)/4-(2+q0coseo)(1+q0cosao+q0/4
Jacobi.

Para calcular (II1.4), sBlo nos interesa aqlfaﬁ_. Si

aq
38 38
de (III.5) se tiene que ae
1] 1 .
vEby () vt by(t) w — (e,t)
a¢ (I11.6)

W b21(t} v+ b22(t} W

Cuando t » +=, los coeficientes bij ¥ cj tienden a 0
(puesto que qg - 0 vy Pg 0); por lo tanto, Tas variables v y
W tienden a constante. Integramos el sistema diferencial lineal
(I11.6) con las condiciones iniciales w{0) =0 ,w(D) =0, 8 =q,
hasta valores de t 1lo suficientemente grandes para que v y w
sean practicamente constantes. Sean vp y wp Tos valores asi
obtenidos. Ahora integramos Ta parte homogenea del sistema lineal
(1I1.6) con las condiciones iniciales v(0) =1, w(0) = 0 { v{0)=0,

w(0) = 1 ), obteniendoc los valores vy { Vo i Wy ) . Tenien-

W

1 7
do en cuenta comg es la solucidn general de un sistema diferencial
Tineal; y que w(+=) y w(+=) son cerc si ¥ y w provienen de

una drbita parabdlica; resulta que el sistema lTineal :

vl + N v, = vita) = 0 ,

wlM + sz + wp

wita) = 0,
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es tal que su solucidn MD s NO verifica que

aq, .
Ng = —Mosam| _ = 005
EL 8 =

como se queria demostrar.

. Los cdlculos efectivos 'se han hecho utilizando Ja variable
s definida por

en lugar del tiempo t . Puesto que 1a sclucidnm po(s) . qo{s) .
90{5} es de computo mds seacillo que 1a solucidn pO(t) . qo(t] ,
eo{t).

La integracidn numérica del sistema diferencial se ha hecho

utilizando un Runge-Kutta 7(8), con un valor de la constante de
Jacobi igual a 4.5 .
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