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Un_problema molit diffcil d'anells de qrupf*)

P, Menal
— T mem Seccité de Matemadtiques

Universitat Autdnoma de Barcelona

Donats un ces K i un grup G hom pot construir un aneli, 1l'anell
de grup K{G], de la manera seglient: els clements ¢ de ¥ G] s6n les
combinacions lineals formals d'elements de G amb coeficients a K.

Esz a dir

o ST 3%, ax ¢ K 1 gquasi tots nuls.

XgG
Donat gue G €s un grup, K{G} admet una estructura d'anell:

a =% a "%, g =3¢ b v, aleshores,
XeG " veGY

ap =g f{a_b }+ xy .
K.YQ,GxY

D'aquesta manera K{G] &s una K-3lgebra.

Els anells de grup apareixen 4'una manera natural en estudiar

representacions d'un grup G, &s a dir, els homomorfiomes

3: G —_— hatk{V),

on V &s un K-espai vectorial. Una tal representaci6 d6na un homo=-

morfisme d'anells
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¥ . K{G] —— Hom (V,V)

zax‘xp_..):ax'&(x).

Per tant, eatudiar les representacions de G eguival a estu-
diar els K[G] -mdduls. A l'hora d'estudiar els mdduls sobre un
anell €s molt necessari conéixer el radical de Jacobson d'aguest

anell, BixI, té sentit plantejar el segiient

PROBLEMA. Trobar JK[G'] {radicel de Jacobson de K{G]) .

Jo veldria parlar en aguesta xerrada sobre aguest problema

plantejat fa uns 25 anys i gque, hores d'ara, no €s resolt,

En els casos que JK[G] &3 conegut,el que s'ha fet és

trobar un convenient subgrup H de G tal que

JK[ G} = JK{H} K{ G']

i de manera que l'estructura de JK{EH] sigui facilment calculablse

o al menys més facil que la de JK{G].

Comengaré suposant que G &s finit, Gz{xl.xz,...,xn}. En
aquest cas V=X{G] &g un espai vectorial de dimensidé n «<en .
Per tant JKLG}m =JKLG}mé J'pera un cert mx» 1l. Aplicant el lema
de Nakayama tenim JK[GJm = {0}, <Considerem la representacis re

gular r de K[ G}, que &s

r : KG] — 3 Hom (V,V), V=K[G]

a p—s ria)

r{a){vi=av, v ¢ V.
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Supcsem O ¥ a ¢ JK[G]. Aleshores podem escriure
a = M .- * i i} 1 - 1 i ]
a, xl+ +a X i al#O per exemple. Multiplicant si

convé per le podem suposar Xy =1. Agafem Xyswee, X com a base

de V per a calcular la trags del r{&).

Si xe G tenim

]
o

tr Ti{x} si x #1,

tr r{l}

]
o]
.

Aixf trr(%)=na; i comque x{a) és nilpotent na,=0. aixd vol

dir gque la caracteristica de X &s p» 0 i p|jn. En particular &
té elementg &°'ordre p. Reciprocament suposem c{K} =p i p|n.

2
Aleshores a = § x # 0 €5 tal quea =|6 a=01icomquet és
X € G
central a K[G] veiem. que o ¢ JK[&].

Resumint,

Teorema l{Mashcke}. Sigui G un grup finit. Aleshores JK[ G} = {0)
si i només s5i c{X) =0 o si c{K)=p O, pj’iG[ .

Les ta&cniques de demostracid del Tecrema LI sbn
l.- JKLG] &s nilpotent.,
2.- Les funcions traga {no es poden utilitzar en- el cas infinit),

En general JKIG] no &s nilpotent, perd si ho és tenir
g e

Teorema 2 (Passman,1970). Si JK[G) &s nilpotent, aleshores

() K6} = 3k ® (@) Koy,
Jk(a® (@)1 = U JIKWY on WaaP(6) i |Wjceo -
W

{11)JK[ G} = (0) si i només si aFle) = 4>, on
a(G) = {xeG:[6:N, ()] «cem },
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e’.\p(G) =< xep{Gl:1'ordre de x &5 potdncia de p> .

En general JK{G] no &s nilpotent.be tota manera estd conjecty
rat que JK[ G] és sempre un nil-ideal. Comhomha arribat a agquesta
conjectura?. Amitsur{1959) demcstra que si H &s un subgrup de G

de tipus finit es compleix que Jf GINR[B] < JElH].

Sigui a ¢ JK[G}, a =a, X, +...+ a_ x .RAleshores si

HS < X,enX > tenim que o ¢ JK[H]., K[H] és una K-algebra de

1
. tipus finit. Suposem de moment gue G £s5 abelid. Aleshores
KH &5 una K-3lgebra commutativa de tipus finit. Es dedueix
del tecrema dels zeros de Hilbert que JK[H] és un nil-ideal.
D'aguesta manera velem gque una bona generalitzacis del T.Z.H.
podria portar,en el cas no commutatiu, a la solucid d'aquests
conjectura. Amitsur provd gue si A &s una K-3lgebra de tipus
finit que satisfd una identitat polindmica, aleshores J{A) &s
nil., 8i la conijecturz fos certa hompodria provar que JK{_G] = {0),

si la ciX) =90, utilitzant el segiient

Teorema 2. Si ¢{K} = 0, aleshores K[ G] no t& nil-ideals.
hpart d'aguesta conjectura tenim els resultats segients:

Teorema 4 (Amitsur-Passman). Suposem que c(X) =p=0 i que K té&
un element transcendent sobre el cos primer. 51 G &8 un grup que no

té elements d'ordre p en el cas p» 0, aleshores JX[G}= (0).

Amitsur provd aguest teorema (1959)pera p=0 i Pasaman
(1970)pPer 2 pu O .

Influenciats. per la conjectura, en caracteristica zero no
s'ha fet gaire cosa més. En caracterfistica p= 0 s‘hi ha treba-
llat molt més. Cal notar primer gque en el cas infinit el T, ge
Mashcke no generalitza. Per exemple si G=szp i c{K} =p hom

t& JK[G] =0.
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Passman definelx un nou ideal radical per un anell A.
N¥@a)={c e nlaB &s nilpotent per a tot subanell B de tipus
finit de A}, '
Si1 Hg G €3 un subgrup, hom.diu que H &s lecalment d*index
finit {l1.£f.} 8i per gqualsevol subgrup S de ¢ de tipus finit es

compleix
{s:85n8] <o,
Donat un grup G es defineix
A{G) ={xe g [G:N_{G}]=1.£.}.
Es demostra que p¥{G}, els elements d‘ordre finit, fqr‘men
subgrup. Amb aguesta notacid tenim
Teorema 5 {Passman 1974) N*¥(K[G)) =J(x[A*{e)]) K[G].
Passman ha fet la seglient

Conjectura. N¥(X{G]) =J(X(G]).

At {G) &s un grup localment finit i, si la conjectura &s
certa, una segona etapa és estudiar els grups localment finits.
El treball més significatiu d'aixd és el d'en Passman(l975}.

Sigui G un grup localment finit i KC G un subgrup finit. Aleshores
H &s localment subnormal a 6 {H lsn G} si H és subnarmal a tots
els grups finits -Hg Sc G. Un subgrup S‘g G és subnormal a G si exis

teixen subgrups S=5_ @ S

4...4 = G.
L 2 Sn G

_[iG) = {ala 1lsn G) .

IP(G) = (aja lsn G, AP = a),

on ap és el subgrup generat per p-elements.

si OP(G) #s el p-subgrup normal maximal de G, hom defineix
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St 2 0,6 1 Je) /0 (0 ) (6/0,(6)) -

Aleshores es proposa com a candidat a JK[G] el segiient:
JIK [q’f{G)} K[g]. 8i aixd fos del tot cert es tindria que
Jx[¢] # O si i només si o (A* (G)) té un element d‘ordre p.

Destacarem gue si G €3 un grup resoluble o un grup lineal
en caracteristica p, aleshores entre Hampton-Passman-Zaleskii
proven que JK[G] # (0) si i només si un cert subgrup de G
{que determinen} té un element x d'ordre p tai due [G:Nx]= 1.£.

Finalmenl (Fe } Fassman demostrd gque per a un grup
localment resoluble:

JK[ G} = ox [faPen1 xla).

En el cas de grups lineals, encera hi ha algunes preguntes
oObertes: Sigui G un grup lineal localment finit de caracteris-
tica g. Sigui K un cos de caracteristica p. 8i p=0 &s obvi
que JK[G] = 0. Si q=0 o q=p Passman provd (1974) que si
'OP(G) ='i'1‘>, aleshores JK[G] &s nilpotent i la seva estructura
€s donada pel Tecrema 2, El cas p» 0, q>0 1 p#g sembla més
diffcil i no &s conegut si OP(G} =<1> implica que JK[G] &s
nilpotent,

Poden miraxr The American Math, Monthy, Mars 1976, p. 173

on Passman fa una introduccié als anells de grup.
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