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INTRODUCCIO

Aquest treball pot ser considerat com una continus-—

cié de "A Fformula on some odd-dimensional Riemannian

manifelds related to the Gauss-Bonnet formula®™ per §.Tanno
(71.
Sigui B una varietat de Riemann orientable, compac-—

ta de dimensid 2n. La Férmula de Gauss—-Bonnet—-Chern diu:
2n no_,
(1) p Q=2 e u! X{B)

a on Q denota 12 forma de Gauss-Bonnet i “W(EB) és 1la
caracteristica ¢“Euler~Poincaré. Bn agquesta FSrwmula, la

dimensié parellaés essencial. 51 B és de dimensid imparella,

1lavers X(B) : 0. Malgrat tot, per a varietats de di-

mensid imparell, podem pensar en la possibilitat de tro-
bar uwna fOrmula andloga en la que el segon membre sigui
certa expressié que contingui els nombres de Betti.

Tot intentant trobar unz 6rmula semblant a (1) és

d’esperar que els camps gque ne s anul.lin sobre la varie-

ctat ki juguin un paper important.

En aquesta ifnia, $.Tanno [7] trobd el segiient re-

sultat:

TEQOREMA: Sigui (Egnbl,g) una varietat de Riemaan
compacta que acduetl un camp de vectors de Killing uai-

tari ¢ , tal que R{X,t)Y - olX,¥)§ -9(¥,%¥}4, per z tot



£

2ne+ . .
B + {és a dir, vna varie-

X,Y, camps de vectors sobre
tat de 3asaki),{veure apartat 1 del capitol 0). Llavors,

si el camp ¥ é&s regular {(Palais [5]) tenim:

(2) W=/ un e n.t'J ) = 2 tner )G B (8)
t L

on bi(E)'és el i-&sim nombre de Betti de E, F(ci,5 )
&s una expreséié que depén de la curvatura L2 i del camp

% + £(%) &= la loagitud de les drbites de Y i per camp

-
regular entenem un camp vectorial sobre Ezn : tal que

+
tot p eEzn 1 té un entorn coordenat cfibic de manera que

. les corbes integrals de X due passena través d° aquest

entorn ho Fan només una vegada (veure apartat 3 del
capitol 0). Recordem també que un camp § sobre E &s un
camp de Killing (o, una isometria infinitesimal} si el

grup uniparamdtric de transformacions locals; generat per

¥ en un entorn1 de cada punt de E, consisteix en isometries

locals, : '

Nosaltres volem obtenir una expressid com la {2)
per a varietats de Riemann de dimensié imparella, que no
siguin necess3riament de Sasaki.

be totes maneres, sembla convenient de continuér
suposant que ‘T &5 un camp‘q§ufectors de Killing unita-~
ri, regular. Concretament, exposem el segllent problema.

Sigui E una varietat compacta de dimensié 2n+l amb
un camf reqular ¥ sobre E. Sigui g una métrica riema-.
mniana sobre E per a la que § és ﬁn camp de vectors de
Killing unitari. Volem trobér, sota aquestes hipdtesis,

wna fdrmuzla andloga a {2).

: _ o Lo .



L ekemple més senzill d’una varietat que satisfaci
les nostres hipdtesis perd no les de Tanng &s el se-
giient: )

Sigui B una varietat de Riemann compacta, orienta-
ble de dimensid 2n. Suposem gue bl[B) és parell i que
bO{B) = 1. Considerem el producte © x st. un camp tan-
gent unitari a Sl defineix un camp de vectors de Killing
vnitari regqular sobre B x Sl, relatiu a 1a'métrica pro-
ducte. Aixi, B x Sl satisfFd les nostres hipdtesis, perd
com gue bl(B'x Sl) és senar, sobre B x st o hi na estruc—
tura sasakiana ja que el priaer nombre de Betti d’una
varietat de Sasaki &s zero o bé& &s parell (veure apartat

} del capitol 0).
El primer resultat cue obtenim és ¢l segient:

TEQREMA 1. Sigui (E,Y,g) una varietat de Riemann
compacta orientable, de dimensid 2n+l, amb un camp de

vectors de Killing wnitari i regular ¥ sobre E.
—— T Tt

Aleshores ,

n 7 . r —1Td e
(3wl fan - Levenaed bt - L

r
Fra °

=

.a on F{{2,% ) &s certa Funcib de ) i de T , br(E) &s

. be
el r-3sim nombre de Betti de E i d = dim Ker {H (E/f ,R)

— Hr‘Q(E/E ,R)]. Aquesta aplicacid és la multiplicacid

per la classe d’Euler del fibrat E — E/Y (capftel 0

apartats 2 i 3).



Bl primer membre de (3) depén de g L de T . En -
canvi el segon membre només depdn de Y (perqué d,. depén
de T ). Concretament, el membre de la dreta és X(E/¥ ).

A pésar d”aixd, &s possible que, en els casos més
interessants, les condicions sobre el camp % {unitari,
regular, de Killing) determinin "X (E/Y }. Aixd é&s, si
¥ i'f'sén dos camps de vectors de Killing unitaris

regulars sobre E, llavors W(E/T ) = X(E/f'}). En aquest

- cas el membre dret de (3} podria ser calculat coneixent

tan sols els nombreslde Bettl de E.

kn aquest treball, hem intentat de solucionar
aquests problemes en dimensions baixes {dim 3 1 dim 5)
i hem obtingut alguns resultaté particulars per a dimen-
sions mfs elevades.

Concretament, en dimensid 3 hem obtingut el seglient

resultat

TEOREMA 2. Sigui (E,g) una varietat de Riemann
oriéntable, compacta connexa de dimensid 3. Sigui ¥
wi camp de vectors unitari regular, de_Killing sobre B.

Llavors

(4) (4fzm umL ¢ wigly + 3R0EN v = 2- b, LE)

51 1 sols si bl(B) é&s parell, i

(5}  (arzmecsn jE {(MITY) » 3wy = 3+ 506

si i s0ls si bl(E):és imparell,



on X(§') significa la curvatura seccional del pla
ortogonal a § , X(§ ) 1la curvatura seccional de qual-
sevol pla que contingui T (é&s independent de 1°eleccid
del pla) i ¥ denotz la forma de volum.

A nfs a més, en el darrer cas el Fibrat &s trivial.
{Llavors &s clar que €l segon membre &s independent de
Y . en el sentit que si §* &s un altre camp de vectors

unitari regular, de Killing sobre E, aleshores X (E/% }=

= X (B/%')).

E1l teorema de Tannc en dimensid 3 s’hi inclou
(#érmala (4)), ja que per a les varietats de Sasaki
bl(E} és parelil i K(T) = 1.

En la demostracid del Teorema 2 Fem servir el Fet
que E/Y és una superficie de Riemann, aixd &s, una
corba algebraica, Si volem fer un estudi andleg en di-
mensid 5, havriem d’imposar almenys la coadicié que
E/% fos una varietat complexa.

De cara a aixd, &s suficient de suposar gque E admet
una estructura de gquasi contacte norral, segons el
teorema de Morimoto [4).(Apartat 5, capitol 0}.

Por exposar el nostre resualtat en dimensiéd 5 wibs
facilment, introduim la seglent definicid.

Definicid: Sigul B una varietat conpacta connexa
-de dimensid 5, Diem gue els nombres de Betti bl(E) i

bp(B) satisFan la 1 -condicié si compleixen alguna de

1
les seglents condicions:

(1) o, (E) =~ 0, by(E) arbitrari

(?) bo(#) . 1, b () - ©



(3) b, () parell A2, by (E) =1
(4) b, (8) = 2, 3,(8) =2 o b& by(E) =1

I diem que satisfan la R -condicié si

1

{5) b, (E) imparell A 1 13 bg(E)< 12 [(4b1(E)—4)/1Ca+

L

+12% +3-4b (1) (5, = 0 si ((4b (E)-4)/10)e 7

i 3, = 1 altrament. Bl clauddtor significa
"part entera").
Donem ara una taula que mostra, per a nombres de

Betti baixos, quins satisfan la R?—condicié.

bl(E) DQ(E)

3 0,1,2.

5 ' 0,1,2,3,4,5,6.

7 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.

TEOREMA 3. Sigui {(E,g) una varietat de Riemann
compacta connexa de dimensié 5, amb una estructura de
quasi contacte normal i reguiar (Y,7,7), on F é&s un -

camp de vectors unitari de Killing. Llavors

(6) (a/gmr2'n 29l F(Q.3) = 3 - 26,(6) + b L)
. .

51 els nombres de Betti de E satisfan la Rl-condicié,

16
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(7} (4715 " =t 2Y) Se FLLL 1) = 5 -3, (£) + balE)

e
Mo

si els nombres de Betti de © =satisfan la Rg—condicié.
Es obvi que el segon membre no depdn del camn de
vectors unitari de ¥Xilling escollit. En acuesta “drmula

Fla, 3 ) é&s:

L] Ly

5
s _ 7 i . . L - L
‘5\-(21:. A, d¥- k:niwkfh-‘qzskf )"‘(-“-3‘-1 —Alﬁd\f-%A‘K‘{ ~

5 -] © " 5
Ay AT -8, A, ad _-%‘Atk‘f" Ay A { Q2o -
) ] = ' 5 o ° - R
TR _g:‘AZH?“H“L( )k + B2, -4 a¥ ‘%_A_m‘hﬁ..,,‘()"

M2 A d€-T, 2,9 608 Y o :

¥ ;
on Aij = g(ei, vei'), ¥ &s dual de e 1 Ty oeoe,
és una base ortondrmal.

Ens hem preccupat tamb# de saber ens quins casos
aquest iittegrant &s positiu. Concretament, hem obtingut

el segiient resultat:

TEOREMA 4. En aquestes hipdtesis, si la curvatura
seccional &s sespre positiva, 1°integrant és positiu,
5i la curvatura seccional al llarg dels plans ortogonsls

a ¥ és sempre positiva, 1 integrant és 2ositiuv.

Hen obtingut tawb4b, ¢l ceglient Teorema:



PEOREMA 5, Sigul E una varietat compacta, connexa
de dimensid 5, amb bl(E) rarell diferent de zero i de
dos, 1 bg{E) = 0. Aleshores E no pot admetre cap estruc-—

tura regular, quasi de contacte i normal.
(N

En dimensions més altes, hem obtingut el resultat

segient:

TEOREMA &. Sigui E una varietat de Riemann connexa
compacta, -de dimensid n = 3 +4m, m» 0, que admeti un

camp de vectors regular unitari-i de Killing T . 5i

b2(E) = b4(E:): ees = bam(E) = 0; llavors:
et
{8) X(eft) a /., tw+|-r){—t}'E,LE) + 4 si i sols si

Tra

bl(E)+ b3(8)+w- (B) &3 imparell. I

2mal

T

{9) "Xiefs)- L tr -y -07 b (&) si i sols si
bl(E)‘tbg(E)+n-+;b2m*1(E) és parell.

Sl'bl(E) = 53(E)= ces =b2m+1(E) = 0, aleshores

A, gy

(10) X(el5) = Z;: (narer) =0 b, (E)

(Per tant, “X(ESY ) és independent del camp de vectors

{ regular, unitari, de Killing).

COROL.LART I, Sigui (E,3) uwna varietat de Sasaki

connexa compacta, de dimensié 7, amp ¥ regular, i tal

cue la seva curvatura sigui estrictament positiva.

18.
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Aleshores, si ¥' és un altre camp de vectors unitari

regular de Killing, tenim: W (B/¥ ) = X(E/%'}.

Tamb® obtenim un interesant resultat sobre produc-
tes d’esferes, ja que, malgrat admetre 52 X 53 (0,56 ¥
una estructura de Sasaki regular {(Ffibrat esféric
tangent unitari de 53) nosaltres provem;

S2p+1

5
COROL.LARI 2, x 5°% (paq=2m+1, pemegq)

ne admet una estructuwra de Sasaki regqular.

5

7






CAPITOL O
PRELIMINARS T NOTACIONS

Dediquem aguest capitol a2 exposar defiricions i
resultats, gue seran utilitzats al llarg del treball,
Cem gque sbn resultats independents, dividirem aquest
capitol en varis apartats. En cada un d“ells ens limi-
tarem a donar els resultats gue m&s tard farem servir,
i les definicions imprecindibles per a la seva compren-
sid,

El primer d”aquests apartats estard dedicat a les
varietats de Sasaki, ja que els resultats de 5.Tanno
s’han obtingut sobre aqﬁestes varietats. (Més concreta-
ment, sobre varietats de Sasaki regulars).

A continuacid donarem una detallada definicid
d”integracié al llarg de les Pibres., A partir d’aquesta
‘definicié construirem la successid exacta de Sysin i
la classe d”Euler per a fibrats esférics. '

El % 3 versard sobre regularitat i varietats quo-
cients. Construirem el conjunt E/¥ , el dotarem d'una
topelogia i, utilitzantla reqularitat, d’una estructura
de varietat diferenciable.

El $ 4 estarad dedicat a estudiar l’estructura Rie-
manniana sobre un fibrat circular principal: es consi-
deren métriques riemannianes sobre 1l7espal total i
sobre la hase, relacionades mitjancant la. forma de con-
nexié del fibrat, i es troben expressions que relacionen
les respectives connexions riemannicnes [ i les respec-

tives curvatures).

21



L’ apartat seglient estard dedicat a la classifica-

_cié de superficies complexes compactes donada per

Kodaira, juntament amb algun resultat sobre relacions
entre els nombres caracteristics d‘aquestes superficies
(génere, irregularitat, etc). Per a poder aplicar aquesta
classificacid a E/T , usarem umn resultat de Morimoto

que exposarem tamb& en aquest apartat.

§1. Sobre varietats de Sasaki

. . . 2n+1
Una varietat diferenciable E té& una (?.Y,?)—es—

tructura, s5i admet un camp Y d’endomorfismes de 17espai

tangent, un camp vectorial ¥ i vna 1-Fforma 7 tai que
2

) =1, % = - T aver.

. . +
Si una varietat E2n 1 amb una (¢,7,7)-estructura

admet una métrica rieranniana g tal que
g{¥x,4¥) = g(x,¥) -(x) 9(¥)

v%,¥, aleshores de 1l estructura (¥,¥,7,g9) se'n diu
estructura métrica guasi de contacte, i g &s la métrica
compatible amb 1l’estructura.
' Si definim & (X,¥) = g(X,PY) i es compleix que
¢== d7 . aleshores de l'estructura.métrica gquasi de con-
tééte se’n diu estructiura mitrica de contacte.

5i 2 més a més

f$,9] + 2ape§ = 0

on : '

sl (x,7) = $Pix,v) Iy - g, g - tix,gy)
tenim wna estructura métrica de contacte normal, o
abreviadament, una varietat de Sasaki. -
Sobre aquestes varietats tenim

R(X,YYT = 2(Y)X = p(X)Y

perd a mé&s a més es Fdcil de veure el segilent resultat:



Teorema. Sigui Bgn*l una varietat de Riemann que
admeti wun camp de Killing ¥ amb R{X,Y}Y = g{f,¥)Xx - g{X,%t)¥Y.
Aleshores, EQn*l &s una varietat de Sasaki.

Tawbé utilitzarewm un resultat topoldgic sobre
aquestes varietats, concretament:

Teorema. E1 primer nombre de Betti 4 una varietat

24l

de Sasaki compacta E &s zerc o parell.

Per provar aquest teorema, es pren una l-forma
. 2r+l . .
harmdnica u sobre E i es defineix una altra l-forma
i= ue . Es comprova que i &s harmdnica i que u i {i sén

independents.

-

42. Integracié al llarg de les Fibres

Fer a Fibrats trivials.

Considerem el producte de dues varietats diferen-—
ciables, & , B x F. Se suposa que P &s orientable de
dimensid n i gue ja s'ha elegit wna orientacid. Desig-
nem per Ai(B x F) el subespai de AP(B x F) de p-formes
amb suport compacte al llarg de F, és a dir:

A?(B x F) ={aeaf(B x F) tals que sup~ns(K) &s

coinpacte per a tot compacte K de B} , Rk indica 1la

projeccib candnica B x - F —~——+ B,

Siguict£A§+r(B w FY (2»0), anem a definir la integral -
de = al llarg de F, gue desigharem per kq . En cada

AL F (2
Qmm(xd)anF\mbgwehﬂhésxFrg N(ngre

Ty (Ff )2 2 (N, (5 ) @ (N 1 (rF). (Tingui’s

Pyt *
N (F)

en compte que si G <P, &5 par-q »r i per tant

c}.
a{x,y) es desconposs, segons la suwa directa ante-

ricr, en components hornogéiies;

23



—
o (XY = Z_. “qf'-'ﬂ
P = pre

on wery e CNTT ) @ (AP TR0

Fixem x a B i fem variar y dins F. «P(x.y) consti-
tuird uvna r-forma diferencial sobre F amb coeficients
a 17espai vectorial AP TX(B)“ {els coeficients d’aquesta
Forma diferencial dependran diferenciablement de y).
A més a més, el suport d’aguesta forma diferencial sera
compacte, si recordem la condicid imposada al suport de «

Podem doncs, integrar-la sobre F: °<P(x,y); Obtin-

f
drem un element de AP TX(B)A. 51 ajizda x &€B li assig-
nen j ooty & MV T )

bl

obtindrem una p-Forma scbre B, 1 &5 immediat de compro-
var que depdn diferenciablement de x. Aquesta p-Fforma
diferencial la designarem per &;« i direm que &°ha

cbtingut a partir de = integrant al llarg de les fibres.

Per a fibrats qualssevols(localment trivials)

Sigui E ——» B un Fibrat diferenciable (localment
trivial), amb fibra wna varietat diferenciable F de
dimensié r. L esmentat fibrat es diu orientable si
admet uvna r-forma diferencial w2 sobre E tal gue per
a cada x€B la r-forma diferencial j;(w) {on jx in-
dica 1la inciusid candnica FX =A' (x) —= E), constitueix
una orientaci de F - Dit d"una altra manera, j;(w) no
gs’anul.la a cap punt de Fx' La forma wr, si existeix,
s’ anomena una orientaciéd del fibrat E —— B. Supocsarem
d“ara en endavant que E —— B &s un fibrat orientat,
Designarem’ per A?(E} z{o&eAP(E) tals que sup« N A {X)
és compacte per a tot. compacte K de B} . Donat un x & B

24



considerem un entorn Wde x tal cue A (W) sigui trivial.

Sigui Y una trivialitzacié que conservi les orientacions:
W) e—— UxF

(F &5 una varietat orientada)

Donada %€ A?‘r{ E), considerem

% e f )
E3

gune sera una p-forma diferencial sobre W, .

Es comprova que €1 valor d”aquesta forma en el
punt x no depén ni de l'entorn W ni de la trivialitza-
cid 9.

Donada doncs X & Ag’r(s}, definim I'u( com la p-for-

F
ma sobre B que a cada x.€ B val

(1 Yt atun, € N T;Q(Bf
: L]

La diferenciabilitat de &rd‘ és dbvia ja que sobre
cada W , he& coincideix per definicid amb Y?é{w’\ﬁ‘tuﬁ
que,con ja sabem, &s diferenciable. v

'Completem la definicid posant g«: g, si «eA;(E)
o =
i qer.

També pot comprovar-se que la integracié al liarg
de les E‘Ebres commuta amb la diferencizl exterior; és
a dir XF‘ de = & fpd . T que S :5 o\j , i % n"ua(i=°!h;{f'
weA(B), seA(R), & o 'F F

Ara utilitzarem aquesta defiricié per a construir
la successib exracta de Gysin i la cliasse d Buler per a
fibrats esférics.

Sighi E — 3 un fibrat orientat de base B 1 fibra
una esfera 5 de dimensid r. Sigui n la dimensid de B.
¥p, considerem el morfisme

APy —— 47(m)

25



i . ) v
Bs un morfisue exhaustiu, Designem per P el
aucli {ver a cada p} del morfisme ¥ . Com gque la integra-
cid al llarg de les Fibres commuta amb la diferencial

r+l

. . DI P+ .
exterior, si «eK , aleshores d=eX® . Aix{ doncs

£ és un complex diferencial amb la diferencial exterior

d q+1

ie. — xS — ..

Per a cada g considerem el morfisme
r3
a3y == a%wm)
Es pot comprovar que la imatge d”aquests morfismes
: q q el q
estd continguda a K-, Per tant A*(B) — X' .
A més a més; com que ddP=1"aé , el seglient diagrama

és commutatiu:

a%(B) —T ¢9
Lo
Aq‘l(B) Hrf_’, Kq+l
Per tant T* indueix, per a cada g, un morfisme de
cohomologia HMB) Jﬂl*-Hq(K*) que continuem designant
per n* ., Es pot comprovar que M &s un isomorfisme.
Amb aquests preliminars, considerem la successid
exaéta

0 — %25 A%E) —— 2% T(B) ——0

on j és la inclusid candnica. Agquesta successié exacta
J q

indueix una succesgsid exacta de cochomologia

b

- J ¥ _
— 1Y x*) <= 1Y E) — ¥ T(B) = P (k") o
En virtut de 1% somorfisme entre Hq(B)'i Hq(K') podem

escriure la successid exacta aixi:

26



L

n

— 1%8) — v%E) A, g9 Ty 2.

HC"‘I( B)-‘I'

on D :n"-'o‘b. Aquesta és la successib exacta de Gysin.
D Funciona aixi: Donat Aale Hq_r(B), sigui @ una
g~forma de E tal que %S.e“"‘ . 3igui ¥ una g+l-forma de
B tal que ™ U:3@ . Aleshores Dialti¥].
Suposem gue B es connexa, HO(B) =R i D: B —> Hr*l(

D{-1)e Hr*l(s) és la classe d’Euler del fibrat E 1 es

B).

designa per "X g -
Per tant, si £l &z una r-forma diferenciable sobre E
amb yn = -1, i $una r+l-forma sobre B tal que ¢ =452
5

aleshores % &s un representant de la classe d'Euler,

$3. Regularitat i varietats quocients

Encara que nosaltres treballarem en sistemes di-
ferencials l1-dimensionals, donarem ara definicions 1
part dels resultats obtinguts per Palais [ %]} sobre
sistemes diferencials m-dimensionals.

Definicif: Per sistema diferencial m~dimensional
sobre una varietat diferenciable de dimensié n, E, enten-
drem una aplicacidé O que assigni a cada puat pe.a
un subespal 9', de 17espai tangent de B a p. Un camp "
vectorial ¥ de &, pertany a ® si per a cada p del
domini de ¥ , §,€0,. El sistema diferencial ® es diu
difercnciable si pera cada peB existeix un entorn W de
P 1 uns camps vectorials diferenciables %, ,----T..., defi-
nits a U tals gue ‘E.q_,..,YM‘ &s una base de 92 acada ge W .

® es diu involutiu si és diferenciable i si.quan X
i Y sén dos camps vectorials diferenciables a E amb el
mateix domini, tots dos de © , el seu paréntesi de Lie

tasbé pertany a ® , Una subvarietat N de B es diu va-
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rietat integral de O si per a cada punt pel, 1’espai
tangent a N en el punt p estd inclds a Bp.

" 5i @ é&s un sistema diferencial m-dimensional sebre
E, un sistema coordenat {x,....- x,1L} es dird pla respec-
te a O si per a cada g €u—,X.1._.,X,1éS base de &, ,
on Xi_..'f%y:_..

" Definici6f: Sigui © un sistema diferencial involutiu
m-dimensional sobre una varietat diferenciable n-dimen-
sional' (E,¥) (¥ &s 1%atlas de la varietat) i sigui (.- xoud
un sistema. ccordenat cfibic de B, pla respecte a 0. si
Z &s una llesca m-dimensional de {x,.... x, WU} (Z = {qelk;
Koo (qj =t i i=l..n-m,(t,, -, §) eRn} ), 1%aplicacid
q:F—-v(x,(q);...,xh(q)) de L ar" es diumuﬁa carta fo-
liada de E respecte a O . Es pot comprovar que el con-—
junt de les cartes foliades de E respecte a O formen un
atlas m-dimensional sobre E. Sigui (g &) la varietat dife-
renciable m-dimensicnal que aquest. atlas defineix. Ales-
hores {E,%} es diu la varietat integral maximal de O ,
Una component connexa de E respecte a la topologia de
1a.varietat {E,%) mirada com a subvarietat oberté de
(E,%) es diu una Fulla de O . E1 conjunt de Fulles de

@ es denotard per g/8 . _ -

Sigui ﬂe la projeccié candnica de E a E/g , que

—- agsocia a cada p €E, la fulla de 8 que conté p. La to-

pologia de E/9 és la topologia més Forta gue Fa n, conti-
" nwa, '

Ara es tracta de donar condicions sota les quals B/
admeti una estructura natural de varietat diferenciable
de dimensié n-m. Per aixd, hem de parlar de regularitat.

Definicid: Sigui @ wun sistema diferencial involutiu

m—dimensional sobre una varietat diFerenciable E de
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dimensié n. Un sistema coordenat (x,._ X,,u) a E €5 dird
regqular respecte a O si é&s clibic, ola respecte a 8 i

si cada fuvlla de © talla W en, com a molt, vna llesca
m-dimensional de (%,.. x¥,,U). Una Putla de ¥ es dira
fulla regular de 8 =i interseca el domiri d'un sistema

de coordenades regular respecte a 8 . Direm que O é&s-
regular si cada fulla de O &35 una fulla regular de O .

Amb aguestes definicions, estem en condicions de

poder enunciar dos resultais, que ens asseguraran que
EVb &g una varietat diferenciable Hausdorff. Concretament:

Teorena: S1 € &5 W sistema diferenciai involutiu
m-dimensional sobre una varietrat diferenciable n-dimensio-
nel B, i si (x,.. x.u) &s un sistema coordenat a B regu-
lar respecte‘aa , aleshores existeix una finica carta
-m-dimensional ¥ , a E/® amb domini ngiujtel que’ Yol 9=
= (x“H(q),...,x W {Q)) Vet . Dues d’aquestes cartes, .
estan diferenciablerment relacionades 1 €l conjunt de
totes aguestes cartes, &s un atlas diferenciable de E/g
si i sols si 8 &s regular. (Aix{, podem parlar de la va-
rietat quocient E/fg com (E/8. %) on ¥ é&s 170nic atlas
conplet de Efy que conté 17 atlas citat}.

I finalment

Teorena: Si 8 &s un sistemz diferencial regular
sobre una varietrat difeérenciable & compacta, Hausdorfrl,
aleshores cada Fulla de 9 &s campacta. E/g és vna va-
rietat diferenciable compacta i Hausdorff, i Ny &s una
aplicacié tancada. 5i a més a més, B/g és connexa
{en particular, si E #s connexa) alesiores les fviles
de U sfn les fibres d una fibracié € Ge B amb espai
base Efg i ﬁrojeccié Ny, i ea particular les fulles de

0 g6n T isonorfos,
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44, BEstructura Riemanniana sobre fibrats circulars

Sigui B un fibrat principal circular sobre una va-
rietat n—-dimensional B, amb projeccid ® . h una metrica
riemanniana sobre B, i w una 1-forna sobre B, defini-

dora - d’ua connexid en el fibrat. Sigui g una métrica

_riemanniana sobre E tal que ¢ = A*h + waw, Estudiarem

les equacions d’estructura de les comnexions riemannianes
definides per g i h, i també la connexid donada per w .

Dos comentaris sobre notacid: i,j.k,1 variaran de
1 an, inedmde 0 an. No capviarem la notacid quan
considerarem funcions sobre B com Funcions sobre E, de
m.wera natural.

Sigui % obert a B, proun petit, en el que h = %95@9‘
on 6,.. .8 sdn 1-formes definides sobre W . Siguil
(wj) una matriv hemi-simé@trica de l-formes sobre W ,lia
qual defineix la connexid riemanniarna de B, de manera

que tenim les seglients equacions d”estructura:

dﬁ‘:z - LJ-WL;J"“SU

<

I

Cu
E—
It

amb . - « gt
oy R 1/2 ?__ K‘\E“le N

M.

on XK, .. sén 1es components del tensor deé curvatura

respaecte a o', ...,e"
Estudiem ara, lz connexif definida per w . Ja que

el grup d*estructura s' de1l fibrat &s abelid, 1% equacib

d’estructura &s:

..... dwg=T"

onT &s 1a forma de curvatura de v , i es pot escriure
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T = w(ZL a., 8@y, A = - A,
G 1]

Per estudiar la connexid riemammiana definida per
i

. .
9, posen Wz , M= W) , de manera que tindren

-
g=7L te’

w

Aléshores, ¥obayashi demostra la seglient proposicid:

Proposicid: S5i

’\l":: o

gt ° gl
SRR L, Sy L
“v;: T\i{w:j)— &{&\fd

Aleshores, (Y;) defineix la connexid riemanniana sobre

E respecte a g..
També& demostra lesdues segients progosicions:
Proposicib: 5i (‘i"}} &s la Forma de curvatura de la
connexid definida per (%), aleshores
Y- o0
, . . .
‘Y;="\r,‘: = ‘%, by Big ¥af - % Biwic 1~

< \ H - w o
Y= ey - EM‘* By ¢ Biw Aiﬁ‘t”»‘i - T ey
an
L] . . b . 3
L 8t= a8y - Lt v Tty _
. I Ao .
Proposicié: Si Y= ‘I'L:L-:; Rq?)/‘\{a\f’ , tenim les se
giients relacions

Riiu_ = Kii\u_ - (zﬂii Atu+ AI'LLAS{ - A-’x Aiu ¥
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§5. sobre svperifcies analitiques compactes

Sigui S una varietat complexa compacta de dimensid
complexa 2. Denctem per cl i c2 la primera 1 segona cla-
ssaes de Chern de 5. Representem qualsevol classe de
cohomologia c:eH4(S.z] pel valor <(5) de ¢ sobre el cicle
Fonamental de la superficie S, orientada de manera natural
respecte a la seva estructura complexa. Aixi, considerem
= i ¢, com enters.

Definim hY'° = dim H%(5, ), on (¥ &g el feix
de gérmens de les r-Fformes holomorfes sobre 5. Posem

,2:0 0,2 a,1

P = =h , 1g=h , 1 anomenem pg i g respec-

g
tivament, el génere geométric i la irregularitat de S.

més encara, si j 1 sén 2-formes tancades sobre
3, definim

(v = Jg3

Podem considerar { , ) com una Forma bilineal simé-
trica no singular definida sobre 4%(s,R). Definim b"i
¥ respectivament, com el nombre de valors propis posi-
tius i negatius de la forma bilineal sim@trica.

Kodaira obté el seglent resultat, que denominem

Teorema A. Si bl és parell, llavors 2q = bl’ 2pg =
=b -1, nteC q. Si bl &s imparell, llavors 2q = b1+ 1,
2pg =1 % . g - 1. M&s encara, c§+ Bq+b = lOpg-+8
si b1 &5 imparell i ci 18g +b = 10pg*—9 =i b1 és parell.

Pamb& farem servir el seglient teorema (Grauert):
vQualsevol superficie s’obté a partir d’una swperficie

que no contingui corbes excepcionals per mitjd d”un nom-
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bre finit de transformacions quadrdtiques®.

Recordem que una corba excepcional (de primera
espécie) sobre 5 &s, per definicid, una corba raciocnal
no singular € amb (02) = -1.

Kodaira dééna una prova d%aquest teorema demostrant
que wuna corba excepcional (de primera espdcie) € sobre
5 &s contrictil, o sigui, existeix F:8§ —— 57 amb f{C)=
= p, 8- C isomorf a $°- p i £ és wuna transformacid mo-
noidal.

Tenim: Hg(s.z) = HQ(S: 2} @ 2. Com que H2(S.Z} és
wnn Z-modul finitament generat, en la classificacié de
superficies suposem sempre que les superficies no con-
tenen corbes excepcionals.

De 17hltima relacid tenim: c?(s} = ci(s') -1, que
per a un nombre finit nt de transformacions quadritiques
és ci(s) = ci(s') -n .

També usarem el seguent teorema de Kodeira, gue
denominemn

Tecrema B. Tenim la seglient tawla per a superficies

cque no posseeixin corbes excepclonals:

b1 P12 P2 X c1 estructura
parell 4] O rlana o reglada

4] 1 =0 0 X3 superficie

4 1 1 =0 G tor complexe
pareil 4 A0 0 el.liptica
parell + i 4 algebraica
senar + ¥] el.liptica

1 O G ?



NN « W . e .
on Pm = gim B (8, (mK)) 1 X s un divisor candnic.

Utilitzarem tasbé el se~iirt resultat {Kodaira}):
Teorena €. Si sobre una superficie complexa teninm

pg = 0 1 ci‘yo, aleshores g = 0O,

Finalment recordes 1 enunciat del (eorema de Mori-
moto.

Teorema de Morimoto. Sigui Egn*l una varietat dife-
renciable compacta amb una estructura {{,7,7) Guasi de
contacte i normal. Suposem que ¥ &s un camp vectorial

2141 B Y- .
regular. Aleshores ESNY s 1'espai total d7un Pibrat

. . . 2n 41 .
circular principail B ——= B on B &s una varie-
tat complexa de dimensid 2n. & wés a més, 7 és una

forma de connexid i la 2-forma ¥ sobre B tal que @7 =0"Y

és de tipus {1,1).
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CAPITOL 1

PROVA DEL TEOREMA 1

Sigui E una varietat orientable compacta de dimen-
316 2n+l. Sigui ¥ un camp regular scbre E i g una métri-
ca de Riemann sobre E tal que 3 é&s un camp de vectors,
unitari de Killing.

Les corbes integrals de T sbn homeomorfes a Sl,
Ja que 3§ &s regular i la varietat E &s compacta.

Demostrem, en primer lloc, la sedgiient proposicid:

PROPOSICIC 1. En aquestes hipdtesis, totes les

trajectdries de 3§ tenen la longitud comuna £ {1).

Prova: Com que % &s un camp de vectors unitari
tenim, per mitja del seu grup uniparamdtric ¥, , wa
parametritzacid per la longitud dc itxwo. Posem Wp) =
= inf {teR; t>0 i Y(p) = py . 2s el perfode de
1°drbita a travds <o p. Bs constant sobre cada drbita
i com que noc hi han punts Fixos (Y £ 0}, N{p) no &s mai
zero. També, coi les orbites sdn cercles, > (p) no és
infinit. Clarament Wp} coincideix arb >a longitud de
1"8rbita a través de p.

Sigui W uvn conjunt obert conitex 1 p ¢W . Sigui
Vo= Y (( —f,{)xvo} un entors de p. f, (p) = p amb vy
transversal amb el grup wiiparamdtric. Per a x eV, aga-
Fant un entorn més setit, si c¢al, podem suposar que

existeix wvaa corba ortogonal ¢-: {¢,11 — & asb
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{0y = » i (1} = 7, - orn © 1 ¥ descansen sobre la
mateina drbite. _

Aleshores, 1a traisformada ©'de © per H‘” és
una @ltra corbe ortogonal (ja que I és un camp de Killing)
anb T(0) = oY0) = » i 0¥’z ne® | Llavors, com aplicacid
directa de la uvnicitat de solucions de les equacions
diferencials ordindries tenim ¢ =G', i aix{ el periode

de p coincideis: amb el de z° //.

sinf dones, ¢ gue el perfode &s constant, el podem
prendre igual a 1. D aquesta manera, @@ grup uniparam@tric
associat a 1§ depén nowés de les classes 4’ equivaléncia
mod 1 de t 1 1°accid aixi induida és efectiva i lliure
{Boothby i Wang [1}1).

Els resultats de Palais, ens diven cue E és un
Fibrat sobre la varietat diferenciable E/¥ . (Posarem
E/§ = B). Tan sols resta veure que &s localment trivial,
és a dir, hem de veure que B pot ser recuberta per entorns

e tals que existeixi una seccid 5.: M ,—=> B { ng, = Id}.
Aleshores, les aplicacions V Y, x S —— i definldes
per ¥ {p,t) = t-sp seran Funcions coordenades del
Fibrat.

Bs Facil de veure gue si agafem com a U, les pro-
jeccions dels entorns regulars, automaticarent tenim
secoions { s_{x_, .,x,.) = (x%,, -.%,C} per a alguna cons-
tant c, on X, X representen Funcions coordenades sobre

U,). Aixf doncs, E ——— B &s un fibrat circular principal.

Sigui w la Forma dual de ¥ per g, alxé és.."
w (X} = g(y,%x)
Introduim ara una métrica riemannjana sobre B, Per
a aixé definim
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(X, Y)(p} = g(X",¥")(g) - wew (x",¥")(q)

on X7, Y° sb6n camps sobre E, que sbn projectats sobre X,
Y respectivament, i q &s un punt de la fibra de p.

Es Facil de veure gue aquesta definicié &s inde-
pendent del punt g i dels camps X7,Y° escollits i
que es tracta d'una mé&trica de Riemann.

En efecte, vegem primerament que Si un cop elegit
el punt q de la fibra, canviem xé per Xé’ ( amb TkﬂXé’z
= Xp) i canviem Ya per Yéf { amb QqYéf: Yp), la defini-
ci de h no varia. I no varia, ja que al projectar-se
X1 x;' sobre XP, difereixen en un mlitiple de T &

q 1
tenim

gq(Xé*}(, Yooepd) - m%ﬁxévif) “h(Yé¥r1) =

L4
q

= X7, Y7y = wafX") w (Y7},
Go(Xo Y5 = (X)) (xD)

<

Anem a veure ara que no depdn del punt elegit a la
Fibra de p. Per a aixd, siguin q,q’ punts d”aquesta
Fibra amb ¢ £ q°.

Siguin X;,Y

; vectors tangents a E, a g, gue ©5 pro-
jectin sobre KP, Y .
Siguia xé, . Y;, vectors tangents a B, a g7, que

es projectin sobre Xp, Yp.

llem de wveure:

g (K7 ,v7Y - (&) w2 (Y)Y = 0., Y. -
at¥q ¥y A A g

S S O S0 TV I &' a0 I
-9 ¢ q ) q ( g )
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Mitjencant el goup wiiparamétric .associat 2 %
passare.l x; . Yé , olements de qu, a eglenents de Tq,E.
Veurem que-aquests dos ndus vectors de TO,E es projec-
e sobre Xp, Y respectivament, i pel qﬁe s"ha vist
antericrment, u%ilitzant que T és un camp vectorial
de Killing, gquedard provat.

Sigui 9@ el grup uniparamdtric associat al camp

£, 01 f;(q) = q"., Tenim
Ty :TE—=T B
G % q q
X ——s T Xy = X770 .
q q %X g

Fel gue s"ha dit abaas, hem de veure només:

(Tg =T Y, (X)) = X

P
perd
Tq;ﬂ - qu{to = Tq( N~ f:“) == qu‘{
ja que (2} =w(z), per ser { (2)  un punt

de la matéixa Fibra que z.
Amb aixd, la igualtat que hem de provar queda, a

partir de:

g (X, ¥ )- w

+ ¥
X vy =
a"*"qr g q Kqd v gty

= gq,(Tq‘ft’X',T LX) - %,.(qu%x;) SPTLLN AN

9 9% 4

de la forma segiient:
::' .Y' - \-L) x' Y' =
gq( q q) q( q}‘gq( Q)

- . iy xf . . - - P
gq( q‘{% s 'Tq \fh’Yq) “q(Tq‘f\bxq}wq(Tq“&,Yq)

g



Perd, per ser ¢ un camp vectorial de Killing i1
Tq | ﬁq = {,- » aquesta igualtat és certe i tesim doncs
wna mdtrica sobre B, aue a més a més &s rienanniana,
definida a partir de g i de w3 .

aixs, tenim gue {B,h) és una varietat de Riemann
amb g = h rwew.,

iés encara, com que E &s orientable, existeix una
{(2n+vl)-Forma gue no s"anul.la .so_bre E. Aguesta forma,
integrada al 1larg de les fibres (el Fibrat é&s orienta-
bile), &s uvna Z2n-forma que no s’anul.la sobre B. Aix{i B
és orientable.

{NOTA: Podem veure que B &s orijentable, aplicant
e} resultat més general donat pei seghent exercigi
{Greub):

Sigqui {E,r3,F) un fibrat diferenciable amb E con-~
nexa i orientable, perd B no orientabie. Sigui ¢: B — B
el doble recobriment orientable. Derostrar que el fi-
brat és orientable si 1 s0ls si existelx un fibrat d4i-
ferenciable (E,'if,ﬁ,Fl) tal que Tl = €A, Provar que
llavors F = F. x Z, ).

Per tant, sobre B podem aplicar el tecrema de

Gauss-Bonnet, gque diu:

{11) jB 9 = 2™ 1™ ar X ()

LY

n ) R
on ¢ = (=1} Z_“_, [ ¥ N £, A a S20

far

[ 2]

(:}_3) dencta la Forma de curvatura de la métrica h,

“X (B} &s la caracteristica d’Buler-Poincaré de B,

™}

Com que w (X} =g(¥,x} i ¥ &és un camp de vectors
de Xilling, tenim que « és una forma de connexid sobre

el fibrat i aixi podem escriure D_“;-,com una funcié de ..
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la curvatura sobre E respecte a la métrica g {Xobayashi
23 }(capitol 0, apartat 4}).

Comprobem, primerament, que - &s forma de connexid.

PROPOSICIO 2. En aquestes hipdtesis, w &s forma

de connexis.

Prova: Si agafem A = “At una base de GS‘, dlgebra
de Lie de Sl, aleshores % = wja, &g una. Forma sobre
E que pren valors a ©%. Com &s habitual, identifiquem
w amb o , guan pariem de la connexi$ definida per «2 .
Per a veure que w defineix efectivament una connexid
hem de provar: Primer, si V¢ G'i v’ &5 e camp vecto-
rial sobre E induit per V, aleshores w (V¥)} = V en

* w(X) = ad(t™1)(X) per a cada X

cada punt; i segon, Rt

vector tangent a E.

La primera afirmacid només cal provar-la per a la
base A de C%, perd A® =¥i w{f) = 1, per tant, en vir-
tut de la identificacid tenim: w {A*) = O (A") = w(a)a =
=w(€}a = A,

Respecte al segon punt, <om que Sl &s abelild, hauren

de veure tan sols que R::u) = w}, perd

R: M(x)(P) = “"(Rta xp) = -g{Rt'XP' }ﬂtr) -

= g(Rt XP,RtiP) = g(xp,?ﬁ):ta)(xp}

per ser % camp vectorial de Killing. Aixi donecs, W
defineix una connexid sobre E.

Per veure facilment que A® = ¥ , recordem breu-
ment la construccid de v ™. Si Ve_c;' i a, &s el subgrup
uniP_aI'a.métric de Sl genarat per V, aleshores el grup

uniparardtric de transformacions Ra sobre L, indueix

t
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un camp vectorial diferencizble sobre E, que denotem
V™., Si partim de A, a, =t i la igualtat s obvia.

fueda provada la proposicié 2 //.

A partir de les propietats de la integracid al
liarg de les Fibres, {Capitol 0, apartat 2), és facil

de veure que

on @ &s una 2n-forma arbitridria sobre B.

Utilitzant aquesta igqualtat, i les relacions entre
les formes de curvatura de g i h {Capitol 0, apartat 4),
a partir de {11) obtenim;

(12) ((_l)n/ 22n . nt 1(5))852d IR S W rfS}?'n---

e o TS ~(B}. 5i posem A(ij) en lloc

Lymoy

de Aij' resulta
(13) ((_1)'{1/ 2N 2 LU3)) gE 7o) Ty L ‘}"‘.:- +
D a(apalie) + ali,K0Alis)) Tt dnn (XS o

vLAaCi,, 1, Jatks) ¢ A(L, X)ali,,, )Y -

= X (B).
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Calculen “X(B) en termes dels norbres de Betti de

E. La successid cxacta de Gvsin del fibrat T : E—% B

&g
3
0 —= H(B) —— HY(E) —£L~ wo(B) —=

Trencant-la,

[»]
g2

0 ——— (B}/TIm D, — HP’Q(E) — Ker D__,—= O
s &

1

i aixi, com que sén espais vectorials, tenim:

HP’2(E) = Ker D & Coker D_ .
p+l P

Llavors, obtenim les segilents relacions:

bO(B) bO(E)

1

bl(B) = blia) - do

1
G
1
= H

1l

by(B) = by(E) + by(E)

» .

bn(B) bn(E)¢ bn_2(3)+_._.+b Pk(ﬂ}-do—dl— Y |

n-1"

. i
(amb 2k - n o 2k+#l =10, d; = dim Ker D, , 1 D,: H {B;R)
—y Hl+2(B;R) la multiplicacié per la classe 4 Buler
del Fibrat (Capitol O, apartat 2).

Ja que
(1) X() = Laob (B)(-D)F 4 b (3)(-1)"  (din B = 2n)
fza
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expressant cada br(B) com una funcid de br(E) i dr

tenim:
5 T 5 T,
(15) X (B) = & (nmai-r)(-1)"b(8) + 2, (-1)7d, .

D" agquesta manera obtenim la férmula (3), amb
£{ sy, §) donada per (13). Aquesta F(q, 3} és independent
de 17eleccid dels camps de ~Y -bases.( Si 808,
i ﬁyi,...,vgn sfndues referéncies orientades positiva-
ment, els integrants de (13} diferirien en el determinant

del canvi, que en aquest cas &s igual a 1)
5i treballem sobre varietats de Sasakii el terme

22; (-1)rdr , ho apareix. BEn efecte, en aguest cas la
base del Fibrat &s una varietat Kdhleriana, perd com

gue la classe d"Euler del fibrat coincideix amb la

classe de la 2-forma fonamental de la variatat Xdhleriana),
sabem que, aleshores, DD &s injectiu per a r ¢ {2n-2})/2.

Aquest &s el cas estudiat per S.Tanno [7].
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CAPITOL 2

DIMENSIO 3 I DIMENSIO S

&1. bimensid 3

TBOREMA 2. Sigui (E.g) una verietat de Riemann
orientable, compacta comriexa de dimensié 3. Sigui ¥
un camp de vectors unitari regular, de Killing sobre E.

Llavors

(16)  (vea&(®)) Jp (k(3)+ 3x(3))7 =2 -b (B)
51 i sols si bl(E) &s parell, i

(17) (/2 ng3) § (K(3Y 3§ =3 - b ()

si i sols si bl(E) és imparell,

on K({ %%} significa la curvatura seccional del pla
ortogenal a ¥, K{§¥) la curvatura seccional de qualse-
vol pla que contingui % {&s independent de 1 eleccid
del pla) i 7 denota la forma de volum.

A mfs a més, en el darrer cas €l Fibrat &s trivial.
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Prova: X{E/x ) = 2 - bl{}s) +do. B/ T &s una su-
perffcie de Riempnn, aixnf bl(a/t) = X{E/7) = 0 (wod 2.
51 bl(E) ég pareli, dO és parell i, ja que d, < bO(E/§ y=

= 1 {per connexid), tenim: do = O, §i bl(E) és imparell,
1

do és imparéll i aixdi, do = 1, Per (213) tenim:

(1) (~1/a n®(D) §, o0 ¥ - saa2)? ¥R -

= (1/2 7 €(%)) fE (K(5%) + 3%(5)) 7 = X(B).

Anem a calcular A{ 12)2. Sigui x X, T una base
ortonormal. R(i,x » 1, ) = g{ﬁ(v xx;g) = Y, “(1,% )
a(12)a(ag) Y« ¢ (f X ) = A(lo)

Aix{, A(12) és 1a curvatura seccional del pla
determinat per [ i X,. S1 2 = XX, +pX, amb Woap =

com que R{f,X ,%,%,) = g(R(5,X,}%,:%) = ‘Y:(%-XQ} =
= a(12)A(21) 3‘.w°(y,x2) + A(12}.1‘f'a‘ft (.x,) =0,

' t
tenim que R(%,2,%,Z2) = A(12)2. Aixi, podem dir que a{12)=

= X{f} = curvatura seccional de qualsevol pla que contin~

gul T . . e
Andlogament, tenim: V¥ a¥{ = - K{§*)¥ a0 |
Bn efecte:
% a _ 2 o*‘erhl _ 2 ‘ﬁc-‘L !‘?t
Yot =rY Y (RS R AR
Perd, R(xl,xg,xl.xa) = g(R(xl,xe)xg;xl) =
v 3 2 2
= 'qf*(xl'xa} - \y‘{xl'XQ) =" Riye T R121‘
1 + i ° tagl
Per tant, ¥ia¥" = - X(¥') -~ 4H 212 m}f{x KM

Aixi docs, {16) 1 {17} ja s’han demostrat.



Comentaris:

(i} sigui (E,g) com en el teorema 2. Si (E,g) és
de curvatura Cdnstant k, llavors k20 i tenim:

a) Si x = 0, 1lavors E é&s homeomorf a st x st x st

b} Si k> O,Illavors E &s un fibrat sobre 82.

En efecte, si k = 0, tenim: bl(B) =2, 0 bl(E) = 3.
Perd, com que A{ij) = O, la classe caracteristica del
fibrat &s zero i per tant el fibrat &5 trivial. Per tant
bl(E) =31 E =BX s! amb bl(B) = 2. Aplicant ia cla-
ssificacid de superficies compactes, hem acabat.

si k=»o0, bl(E) =0 & bl(s) = 1. Perd, Tanno ha

_QQmostrat que gualsevel varietat Riemanniana completa
de curvatura constant 1, de dimensid imparella, admet una
estructura de Sasaki. FPer tant bl(E} és zero o parell,
i per tant bl(E) = 0. Per tant d =0 i bl(B) = 0, Apli-

quem ara la classificacié de superficies compactes.

{ii) sigui {B,g) com en el teorema 2. Si {E,g) ao
&5 de curvatura constant, perd K{(Y} = k £ 0, aleshores
(E.g",F), on g'= kg i ¥ =F/Jk, és una varietat de
Sasaki.

En efecte: 7' és un camp vectorial regular unitari
de Killing respecte a g’ .lenim que veure

R(X,¥Y)¥ = g'(F',7IX - g{X%, 7)Y

Sigwi §2a1,e una base ortonormal respecte g’ .

2
g'(y,edy —-g' (1.35") ey = - &y
g (R(1',e) ¢, ¥) = R(¥,7,%",e) =0
g'(R(1",e )8 ,e) = R{e, 8" vhe)) = -1

g’{Rt{',el)i’,ee) - R(qg,r’,i',el) -G
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Per tant la igualtat &s certa guan prenem X =¥, ¥ =e, .
Andlogament per a X w7, ¥ = e,. Comprovem ara el cas
X = e Y = e, i, per 1inealit;t{ ¢uedard provada la
igualtat,

En aquest filtim cas, el terme de la dreta &s zero,

i el de 17esquerra és R(el,eg)T’. Perd

g'(R(e;,e) ¥,3') =R(Y, 1 ,e,e,) =0

n
i}

* ' ! » =
g’ (R{e;,e,) 1 ,e;) = R{e; ¥ ,e,0)) =(3/K)Ay,,, =0

It

]
o

g'(R(e, e} ¥,e,) = Rle,, sie 0, ) =(1/1<)A1_2;1

§2. pimensid 5

TEOREMA 3. Sigui (E,g) una varietat de Riemann
compacta, connexa de dimensié 5, amb una estructura quasi
de contacte normal i regular {¥,%,7), on ¥ &s un camp

de vectors unitari de Killing. Llavors

(19}  (r12e9y 2 nt 21y ] FSLYY = 3 -~ 2%,0€) + by LE)
€

si els nombres de Betrti de E satifan la Rl—condicié,i

(20} (i) w2t S F(R.3) = 5 - 3h,(€) & b lE)
&

5i els norwbres de Betti de B satisfan la Rg—condicié.

Es obvi que el segon membre no depén del camp de

vectors uniteri de Killing escollit. En aquesta f£érzula
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F{<r,¥ ) ve donada per (13) on A(ij) = g(ei’v:eg)’ y*
- . J
&s dual de € 1 },el,ez,e3,e4 &és una base ortonormal.
Provem el teorema 3 estudiant per separat els di-
Ferents casos de les c¢ondicions Rl i Rg.
TEQOREMA 3a. Sigui E una varietat riemanniana orien-
table connexa compacta, de dimensid 5, i sigui § un-
camp de vectors regular unitari i de Kililing scbre E
tal que E/? &5 una varietat complexa. Aleshores, si
bl(E) i bQ(E) satisfan la R2—cond1c1é, tenim E = B/f x S
i K(B/x) =5 - 30, (B} + b (E).

Prova: Si el fibrat no &s trivial tenim: do =0,
i aixi bl(B) = bl(E) imparell £ 1. Pel teorema de
Grauert es t&: B =0 ... G{B"}, amb B’ 1lliure de corbes
excepcionals (de primera esp2cie). E1 génere geom&tric
pg i la irreqularitat q de B sén invariants sota trans-
formacions quadratiques, Aix{ dones, b (B) {B Y AL
i impareil. Per tant, pel teorema B tenlm <] (B ) = 0.

2 2
Perd cl(B}4-nt = cl(B } = 0 implica: cl(B) £ 0. A més

a més c§(5)4-b_(3) = ci{B'}i—b_(B'} = b (B*) implica:
<3(2) +b7(8) > 0. De c5(B) +bT(B) = 10p (B)+ 8 - Sa(B)>2
2 0 deduim: p_(B)= [(8q{B) - 8)/10) + 5, -

i{és encara, de la successid exacta de Gysin, resulta

b {E} = b,(B) - bo(E) +d + d,. I del teorema A,

B,(E) = b'(B) + 57(B) +a_+d -1 2p (B} + b7(B)

-1+ dl z QPQ(B) + b {B) - 1. També del teorema A tenim:

b

_Q(E) z 12pg(8) + 3 - %bl{E), aix»o és,
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0,{E) 12[(4b1(E)- 4)/10} + 12 %, + 3- 4b,(E), pexd
nesaltres justament hem excids aguest cas.
Aix{ doncs, el fibrat ha de ser trivial i per tant

d =11i4, = bl(E) - 1. En consegiidncia, tenim: X (B) =

= 5—3b1(8)+b2{8), independentment del camp de vectors

unitari regular de Killing.

TEOREMA 3b. Siqui B una varietat de Riemann orien-
table, compacta, connexz de dimensid S5, 1 T wn camp de
vectors unitari, regular, de Xilling sobre E tal que E/¥
és uwna varietar complexa. Llavors, si bl{E) és parell
A2 1iby(E) =00 béby(E) =1, tenim: B £ B/§ x st

X (B/¥) =3 - 2b,(E) + b,(E).

Prova: 5i el fibrat &s trivial, tenim: do =11
bl(B} = bl(E) ~ 1. Per tant, bl(B) &s imparell i bl(B) £ 1.
Com en el cas anterior, tenim: B = ¢...0{B"), amb B~
lliure de corbes excepcionals. Semblantment, tenim: ci(B')
= 0 i aix{, c?(B) + b (B) = ci(B'} + b {B") 2 0. Aixd
implica: p (B) > f(ap (8)-8)/207 4 §_, i by(B) >
z 2 [(4bl(s}—8)/10] + 2 501 . Perd aquesta desigual-~
tat ro &s certa quai ba(E} =0 o bQ{E} = 1.

Aix{ doncs, el fibrat ha de ser no trivial. En
aguest cas, do =0 i bl(B) = bl(E) parell diferent de 2.
Com que by{B) = by(E) + 1 - d; = 2pg{8) + 1 +b{B), si
b,(E) = 0, tenim 1 - d, = epg(B) + 1+ b (B) i aixd

1
implica: 5§(E/§ } 3 - 2b1(E). Tenim doncs provat el
teorema quan be{E) = 0.

$i b,(E) = 1 anem a veure que ci(B’)< 0. Altrament
tindriem: cg(B) + b (B} > 0 i 1lavors, pg(B} z[(4b1{5)-—9)/10]+

+ 5 : C Y -
oy Pel Teorema A. Tamb& bz(E) = bz(B) 1+4d, =
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+

3 2Pg(B). iaixi b, (E) 2 2[k4bl(s)~9)/1o] to %ol. Ferd

aquesta desigualtat no s certa quan bg(E} = 1, Aixi doncs

ci{B’) < 0. Aleshores, per ser bl(B') parell ester en
algun dels cinc primers casos del Teorema B, 1 com gue
c?(B‘) <0, esten en el primer cas.

Com ue c?(PQ(C)) =9, B’ &s una.superficie
reglada, aixd &s, B = Pl(C) X 8 on § és una corba de

génere p (dimC 5 = 1).Per tant, bE(B‘} = bQ(Pl(C}) +

bl(Pl(C))-bl(S) +b,{8) =1 +1 =2, jaque b,(8) = 2p
bO{S) =1, bQ(S) =11 bl(Pl{C)} = 0, bo(Pl(C)} =1,
bziPl(C)} = 1.

A més a més b2(B') = 2 implica: b (B} = 2 - BB )=

=2 - 2pg(3') - 1 i aixd ens porta a escriure: pg(B') =

pg(B) =0 1b(B") = 1. Per conséqﬁent, b {B) = b (B") +
4n 7 1. be bg(E) +1-4d = 2pg(B) 4+ 1+ b (B tenim:
dl =01 X(B/F) =3 - 2b1(E) + 1. Aixd prova el teo-
rema.

En ambdés casos hem provat que la superficie B/
és lliure de corbes excepcionals.

Estudiem separadament els casos 1, 2 1 3 de la con-—
dicid Rl.

PROPOSICIC 3. Siguwi (E,Y) com en el teorema anterior.
Aleshores, si bl(E) =2 i bQ(E) = 0 tenim: X (B/TF) = -1
i el Fibrat &s no trivial.

Prova: En aquest cas, bQ(B} =1 - (do+dl)" d, =0

implica: bl(B) = bl(E) = 2 i aixi bQ(B) = QPg(B) + 1+

+ b (B). D'aqui dedulm: d) =01 ﬁ((s/-§) = -1, & =2
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implica: bl(B) = d1 = bl(E) -_dO =1 i aixd implica:

ba(B) =1 - (do+-dl) =1 - 2, cosa impossible.

PROPOSICIO 4. Sigui (E,J) com en la proposicié 2.
lavors bl(E) = 0 implica: 1<(E/‘g) = 3 +b2(E) i el
fibrat és no trivial. ) _

Prova: bl(B) = bl(E) - dO = - &, implica 4 =
= bl(B) = 0. Aixi &s d, =0 ja que 4, = bl(B).

PROPQSICIO s. Sigui_{E,T) com en les proposicions
anteriors. Si bl(E) =2 i b2{E) = 1, tenim: X(BE/¥ ) = C.

Prova: bz(B) =1+1 - (do+-dl). {i} do = 0 implica:
bl(B} =21 bz(B) =2 - dl = 2pg(B) + 1 + b {B)},
d’on d1 =90 0 4; = 1.

Anem a veure que dl A 1. Suposem que no; tenim:
be(B) = 1 i aix{i, pg(B) = b (B} = 0. Perd b (B) = O
vol dir que B és lliure de corbes excepcionals {cf. amb
la prova del Teorema 3a). Fel Teorema A, tenim: Ci(B} =
= 10pg-4-9 -b - 8Gg =1 >0 1ig = 1. Perd pel Tecrema C
tenim g = 0., Aixd &s una contradiccid, i aixi, d1 = 0.
(i1} si do = 1, llavers dl = bl(B) = bl(E) - do
En ambdds casos, XN {(E/T) = 3 - 2b1(E) + b2(E)
=3 - 2b1{8) + bQ(E) = 0.

4
=3
1
[+9
"

PROPQSICIO 6. Sigui (E,T) com en les altres propo-
sicions, Si bl(E) =1 i ba(B) =0, tenim: X (B/§f} =1

i el fibrat &5 no trivial.

Prova; bg(B) =1-(d +d).s81d =0, bl(B) =

= bl(E) = 1. Per tant, b (B) = 2pg(B}—f b (B) = b, {B)+

ey oa,



+b0(E) - do - dl =1 - dl. Aixd implica: pg(B) =0 i
p(B) + dy =1.5i4d, =1, D(B) = 0 implica: b,(8) = 0;

perd aixd és imposible, ja que ’XEG-HQ(B;R) i X, no

E
1= bl(B) = bl(E) - 1=

= 0, perd llavors bg(B) =0 = 2pg(B) + 1 +b (B) i aixd

és zero perqud d, = 0. si a, =1, 4d

&s impossible. La darrera igualtat ve del Teorema A. Per
tant, tenim: d =0 i dl = 0. aixi, A(E/y ) =1 i el

fibrat &s no trivial.

ébviament, el Teorema 3 &s consegiidncia dels teore-
mes 3a i 3b, 1 de les proposicions 3,4,5 i 6. L integrant
5’obt& de (13) per an = 2.

TEOREMA 4, Sigui (E,g) com en el Tecrerma 3. Aleshores,
si la curvatura seccional de E és sempre positiva, 1°in-
tegrant és positiu. 8i 1a curvatura seccional al llarg
dels plans ortogonals a } és sempre positiva, 1 7integrant

és positiu.

Prova: L integrant de la fdrula de Gauss—-Bonnet
en dimensid 4 pot escriure’s com segueix [ Chern, Abh.

Math.Sem.Univ.Hamburg, 20 (1955),p.124):

5
(21) (K1919%3434% ¥1034 * ¥1313%4040 *
o 2
X aap* X141450303" Frg03)
On ﬂj: (1/2)?_‘:.- Kljkr B*.\E)

En efecte: Recordem que si una seccid plana P ve

generada per dos vectors de components xi, Yk respecti-
vament, les seves coordenades de Pliicker es defineixen
aixi:

X = XK. - K. Y.,
Plk A1Y1c k™1
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Quan P &s de mesura unitat, aixd &s, quan 21 pik =1
l‘$

la curvatura seccional de P ve donada per

=L .
K(P} = q ?j—i—i K“Wg P"jfl({'

Suposem la seccid plana PO 1, = 0,

P1p = 1r Pyy
{k,2) £ (1,2), per a la qual la curvatura seccional és
maxima, entre totes les seccions planes a través del punt.

En un entorn de P_ tenim: A 0. Per a m€s séccions

P12
planes com aquestes, podem escriure un conjunt complet

de relacions independents entre les p., aixf:

P = G, 35"‘||35 .

Lot

pnlap* R¢j%1+ pm

A aixd afegim la relacié

2
P:y = 2.
LPix

Seguint el procediment habitual, per estudiar un
extrem relatiu de la curvatura seccional consideren la

funcid

7 T t
£(p) = - & L, Wipe Py T ~”>(%i?h—z)

\'I'ut
- {'_:P 1*’““? LPilfd.p + T f‘n v ?\pftﬂ)
on \jynﬁpsén indeterminades. Trobem

i - -
‘i ,_%— "{?3 == hT.| %.‘E K!‘ue ﬁ({ ’}ﬂ- “pi“‘dp rp‘

(L.
La condicid que aquestes derivades parcials s’anul.lin
per a P_ dbua

X =0

1412
Canviant els fndexs 1 1 2, tenim

X =0

Sw1p
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A continuacid considerem totes les seccions planes
que tenen un vector no nul en coml a la vegada amb PO i
amb 1“espai lineal (n-2)-dimensicnal perpendicular a
ell. sigui P, (913 =1, p; = O (i,%xy A (1,3)), 4@ entre
totes elles, aquella per a la que la curvatura seccional
assoleix un maxim. Ytilitzant 1 anterior argument obte-

nim tes condicions necessiries

= 0, 4

th,
<
"
o

Kog13 = @ Xy013

Per a n = 4, tenim doncs

X = K =X = 0

1213 1214 1223 = X2004 T Ki323 = Ki314

Per tant £2,,4088, 402 4a S, 4Ty, 2oy =

>

121253434 Fio34* ¥1315%0040 *
2 2

).

1322 X141450323* 1403

= (K

+ K

Per 1%apartat 4 del Capitol 0, si
- —_ LY o .
Ye= (1/2) L Rugy T, tenim
7 3

Ly 2"
{22} Rijij = %ajig = 2 A(ij)
El resultat es dedueix ficilment de {21} i {22).

Hem obtingut també, el segitent Teorema:

TEOREMA 5. 8igui E una varietat compacta, connexa
de dimensid 5, amb bl(E) pareil diferent de zero 1 de
dos, i bQ(E} = 0. Aleshores E no pot admetre cap estruc-

tura regular, gquasi de_coatacte i normal.
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Prova: En la demostracié del Teorema 3b, 1 exig-—

téncia d'un camp § , essent B/y una varietat complexa,

implica la no trivialitat del fibrat i la ignaltat

pg{B} = b (B) = 0. D" aguesta darrera veiem que B &s lliu-

re de corbes excepcionals.

Llavors, pel Teorema A tindriem: ci(B) =9 - 8qg «
<0, 1 utilitzant el Teorema B, serla B una superficie
reglada i aixi, b,(B) =2 = B(B)+b (B) = epg(B) + 1+

_%+b (B), cosa imposible.
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CAPITOL 3

DIMENSTOHS HES ELEVADRES

En dimensions nés 2ltes, henm obtingut el resultat

segilent:

TEOREMA 6, Sigul B una varietat de Riemann connexa

conpacta, de dinmensid n = 34+ 4a, me» G, que admeti un

camp de vectors regular unitari i de XKilling 3 . 31
b,(B) = b4(E) = ... =b, (B) = 0, llavors:
'Z:‘« T
(23}  X{(&8/3 )} = L {(ra-r}{-1) br(E) + 1  si i sols si
i ot Ly Al (E im .
Dl(b) & b3(d)4 . D2m+1(b) és ixparell. I
Z.v_h; € . r .
(24) %(B/%) = 25 {(ps1l-r}{-1) b_(E) si i sols si

*

bl(E} * b3(B)+ e d b2m+1(E) és parell,
i E = i = s = = ,.
Si bl( )] 03(E) b2m+1{E) 0, aleshores

ET N
o . )
{25) x(B/%) =2 (n+1—r)0—1)rb$(E).
(Per tant, X {E/5 )} &s indepencent del camp de vectors
% regular, unitari, de Xilliag). '
Prova: Per la successid exacta de Gysin i per 1a
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dualitat de Poincaré, teaim ics segients relacions:

bl(B) = bl(E) -d =25b {B) = (L)4...+b (B) -

a 4mel 4ﬂ i

B (B = b {BYal - ¢ -d :bQJEL;”.+bJE)r

o613 . Y. .« 5
{6} b4m+1(E)4~ +b3(B} dl+- -+d4m i

(27} b4m(E) Yau +b4(E) = d2+...-+d4m_1.

Perd b, (E) = 53(5)2 ... , 1 westast {27) de (26)

nim: 5 B} = . Andlogament, | I
teni b4m+1( ) ?(b) dl+d4m Andlogamen 04(P)
=3+ Ay g
Per tant, se segueix de la hipdtesi: d1 = d3 = ...
=d =0, A més a més, si §' &s un altre camd de
2m -1

vectors unitari, regular, de Killing amb B” = EB/¥' ,

tenim:
(22) b2m41{3} - bEle{B ) = é0_ Bt 9 d2+"'+d2:n_ ¢
{29) b, ( Y - £B ) = 0 {mod 2}.

{ Ja que, sobre una 2m-varietat orientada compac-

ta M, amt = imparell, &s A{M) = b = C) {madl},
També tenina:

(3c) b, (8) =1 -(a_+e.owdy )

Per (28) i (29} tendim:

{31} do+d2+ ee. de = 2k +do+ d2+...+ d2m'

Aieshores, si Go = 1, per (30) tewmim: d, = ... =
-

= d2i’!’! =0 1i aixi, do PO +d2:'|1 = 1. 51 do = 0, per {30)

tehim me(B} =001, d, =0011dgus...0d, . =

=0 & 1. 31 4 ;...+d 8, tenim: d + ...+ d =
) o m

2 ?m—ﬁu
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=D o 1. 51 d2+ S i, tanim ng(a)
dgm = 0; per tant dO +ooo G, = C

G
s}

i

+#... 44, . En corsegliencia, % {&/% )

2m

Per (31)

¢ 1.

Tenim:

a, - Com

2T

. ovd
4l

im: b (B)

2rial

= X(E/y) = & (241-r)(-1)7b_(E) + @ + ... =
que b, (b) mel(E) e *331(E) (d0+ ‘e
&s :arell, he:n provat (23) 1 (24).
51 Dl(E) = bS(E} = ee. o= 2m+1(P) = G, ten
= —(do s, dgm) i alxl,
X(E/ §) 2;(n+1-r)(_1)rbr(3).

Aixd orova el Teorema 5.

COROL.LAR

1

connexa conpacta,

de dimensid 7, arb ¥

regular,

. Sigui (E,¥) una varietat de Sasaki

i de

. . . . ]
cuTvotura estrictament pesitiva. Aleshores, si ¥ és

un altre camp de

tenim: H(L/%)

Prova;

COROL .LARY 2.

o adpet una estructura reqular 4c Sasalki.

Preva:

b2= ce. = b

T oés un cam

T
50bre 57

Pecr

a

2

Iy

vectors unitari reguler de Killirg,

xXE/ 5§ ).

aguesta varietat, b,{E)
“

= 0.

{Tanrc L6))

27
57" ¥ 877 (p+rc = 2ml, Pemcy)

ol i . .
5 S % t¢ mombres de Hetil que satisfan
2m =0z bl . +b2r 1 im arell, Aixi, s1
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