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Espacios de Kéthe y series de Dir

J. Prada Blanco.
INTRODUCCION

En un trabajo anterior("Seriecs de Dirichlet consi-
deradas como espacias de sucesiones".Cellectanea Ma-—
themitica.2arcelons.in prensa),estudiamos los esga-

cics de sucesionas

H(r)=%;a£u / £1ﬂm§,e_A“H( o Vr'>r)\

_oA i
H(-oo)-:(-ra&u / él.a“!_.e " L e ,u’r'GR]}
! !

. Av

{

. ¢ - . -A
ﬂ-ﬂ:}b&u / 3In,eN, i er /[ ipj<e ", p2n

siendo (A )} una sucasifn de ndmeros reales tal que
0« AG«(/\S- —ed con la condicidn lim Ax/n > 0 (finitc
o noj.

En este trabajo consideramos los mismos espacins,
sisndo [ A

w ) tualouisr sucesidn de ndmerss reales %al

H]_r] ='ph € u _Ijnc(__ N, drc'» T f ol n}/no\}

aque 0 < Ag< ,1«4. —uwo .31 1im .Am,/n > O,tenemos gue Y LA

- reooF Y . :
/ Se Ant 4’ gogrsiendo (v ) una sucesidn

4
¢
de ndmeros reales sstrictamente decrecisente y conver-

gente a r;auidentemente,li;'n An/n >0 implica,tambien,

que ¥YienN, Ajen / fe'\""{‘.";)‘ a0 .
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Por lo tanto, este art{culo presents resultados mu=

cho mis generales que el previamente citadao,

La o -pUALIDAD

Los espacios H{r) (r R y r== o2 ] son espacios es-

-calonados de orden uno.(XI1I).

] - ¥
H(r) o [r] y H{= ) =N [- o]
Demostracifn
- Lk
a) Hir] ¢ W)
LA ! |
y € {r]l = ly,l¢ee ™ , ro>r, n2n, .Entan-

[+]

ces y € H(l:)vt
A "
b} H {r}) < H[rl
u & H(r)‘ =» u pertenece a la envoltura notmal de

' AT NS
un vector fP.e”"™™ ¢, P>0.tntonces Ju,| ¢ F.e

2 A (o)

Sea r' tal qua r »>r'»r ,Tenemos e —s 0 =B
b

- ALt - A
P.e"'feA“’l ¥ nzan, .

Analogamente, H{= o ))t = H{~ °°:|

Nota. o [rd" = H(r) y HL~21 a (= )
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Consideramos las parejas duales < H |t] , H{r) >
y < H =%}, H{- 0 )>.

Proposicidn 3

Los espacios H{r) {vr € B y r== @ )} s0n de Frechet
con la topclogia normal.{IX,pag.419),

Proposicidn 4

- oot 4
Supgngamns ~ue ¥ T s el rJ- tal aque e~ A'"-{ L d)e 1
{respectivamente, ¥i ¢ N, 3 j &N tal cue etnll "4}5 11}

y consideremos en H{r) {r ¢ R) y H{- 20} las seminor-

AL P
")

mas h? {({a, Yy=sup (| a,| .6 p >r ¥

- A P

h ((aﬂl Vyssup ( la_t.e J, p ¢ R (respectiva-

7
mente}.Estas seminormss engendran en H{r) (r € B vy
r== o) una topologfa e wue coincide con la narmal.
Demostracifn

Comcs ios espacios H{r) (r € R y r=—~ ve )} son nu-
cleares can la topolugfa normal (IX,pag.38) el re-
sultado es &trivial,

Nota.dna haae de sntornos para la topologfa T

viene dada por la familia L =(

\
IU(P.E) , B >r, Eml

L
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. : N y
siando U, ¢y = Ela € "ir) / Iamll 3 !

Analogamente, ﬂi

.J

=}U(PE),peR,E‘70 IESI

una hasg de entornos de cerc para lia topolngia Z

da H{~ o0 }.

Supongamas que 3 r; /v ) tengamos a'A”{v-q}¢ li
(raspaéiivahenta, J1teN J/ Y] eN tangamos
sAmlcd) & 11 } y consideramos en H(r) (r & R} vy
H{- oo } las semincrmas hP {{a , )l)esup () an .a'*‘P}
pPy>ITY hP {(a, ))=sup (lagl .e” An P }, PE€R
gFespact%uamsnte).Estas seminarmas engendran en H(r)
{(r € R y To— o0 ) una topologia ‘C astrictamanta

menos fina que la topologfa normal,
Demostracidn

Como lﬁs espacios H{r) (r € R y T== 00 ) noc son
nucleares cen la topologfs normal(1X,pag.98) el re-

syltado es trivial,

- T

Nota.S5i 3 T, /v tengamos e

g1

{rospectivamente, 3 i € N / ¥ j & N tengamos

4

BA““'J)¢ li );103 espacios H{(r) { T ¢ R y r== 00 )

1Y
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no sen completos con la topologia % N

Proposicidn 6

Supongamos que - ro /v r, tengamos e’A-"‘{r".";jé vt
{respectivamente, 3i ¢ N / Vi e N tengamos
BA“‘U"J).f 24 Y.Enionces,la topoloofa § 3a H{r)}{r ¢ R
y == o0 ) no es compatible con la2 pareja dual
« Hir] , H{r)>» , {r ¢ R y r== o0 ).

Dsmnstracién

Supongamos cue IZ en H{r) {r ¢ R} fuese compati=-
ble con la parejs dual « H (r] , H{r) > . Entances,
todo entorno del origen en la topolegfa débil serfa

entorno del srigen en la.topalngfa Z .

et

>
SeauziaéH(r} / \‘z/am .e'A:ﬂL“fE

; LI - 4.5 ; et
Existe un ¥ =i €u{ry f/ a7ms {a, |<F tal

!

1
que ¥ C ¥,
Considaremos las siguientes sucesiones

{g'e*m"a ,n o<k
K i
a = /
0 s B > K

e
2 € 'Lf2 paro no perternecen a Y.En afecto: a¥e v

L -
. r v



™ - i _
f 2 -_d__g_., ¥ n &£ N, lo cual no &s posible,
@ £

En H{-= o ),la demostracibn es similar,

- o S
Supongames que 3 T, /v Ty tengamos e Am{r‘ é)¢l

/ ¥ i e N,tengamos

{respectivamente, Jié&N

B)*.“L-J-é)$ 1* ).Entonces (R(z), W )l =51u enir] /

135, 1 Fiual- M)y (n- e, Y ) -
-4 P oo‘}-

t:iu €: H [-<ﬂ] FIsen / ﬁf{uml-ﬁ

Demostracién
1

a) Sea u & {R{(r), T )
" bado \i‘=gla € Hir) / ifum. a.;nl? 5‘1
sienda U‘:ia e Hir)y / e"‘f"‘:l' [am-} < g !

Considersmas las sucesiones

Ei e{\’”ré. ‘-Tm flug] » 02 K {u, 4 0); 0 si u, =0
o _
a8 =

10 y N> K



- - An
4} Sea u £ H Lr_! tal cue ?_J’rd- tal aque f}umj_e L]

i
Entonces u € (H(r), Z }  JEn efecto:

Dado V¥ =iaé Hir)Y [/ ‘fum.amla_: é'} . Jvlc\i
siende ¥ = S\a € Hiz) / e‘A‘“rJ ba,t 52/5‘1, donde M=

Anty
=Zu; e T4

|

En H{~ o ) lo prueba es similar.

Los aspacios H {r] (r € R y r=- ¢ } son de Mon-
tel con 1a topologia de Mackey.{IX,pag.423).
Nota.En H Er} {r ¢ R y r==o0 ) las topologias
fuarte y de Mackey zoinciden,
Proposicidn 9

[ i
Supongamos que ¥ r. , 3 rJ- /e Aull=14) & 1
{respectivamente, ¥ 1 ¢ N, 3 jen /[ e'\"‘u-‘*)é 1t ).
Entonces,en H [ { r € R y r=— o ) las topologfas

notmal y de Mackey coiaciden,

Demostracifn

£l resultade es inmediato pci;: preposicidn &6 de XV, .

[

4
<
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Propesicidn 10

Mafre-riy, L4

g1’

Entoneces,las fopnlogfas normal y de Mackey no cdinci-

Supongamos aus 3 I, /v rJ . tengamos o

den en H {1} , r & R,
Demostracidn

Supongamos que amoas topologfas coinciden, Ses y, =

Ay ¥ T SALT
=q ™ . Evidentemsnte, eAm s8 ® ' 50, Yr .

A ~A T 4 .
Entonces, @ © .8 e s ¥r_ . Ahora bien,
I-—p T = I. - T« £,91 21 . Por lo tento, tene-

- . s
mos gue e ”Ee 1 i, ¥ £ 0 con lo que la condicion

establecida no puede cumplirse,

Proposicifn 11

Supongamos iim A,/ lg n = C,Entonces,las topolo-
gfas normal y da Mackey no coinciden en H E-!mj-
Demostracidn

£s una tonsecuencia inmediata de la siguiente pro-
posicidns

&
Supongamas que lim A,/ lg nsD.Entonces, % a A": o

>0 tal

¥ k € N,psro existe una sucesidn (xm Yo %2
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que
k A
a)xm.a .—)G,Vké.ﬁ
« A, '
B)Z x, .e " = , ¥k &N,
Samopstracidn

Pongamos ’\m =3 g, on >, Em—m cuando n —> 29,

"
WA 3, £
2 " =n " e n » ¥V ESC yn?no(é)-
LW
Entonces § &7 © 7% = oo
. i
- L]
a} Tomemos Ky =2 0% E| (n>2),x, = X, =0
{ENRMGS
1]
; ¥
¥ Am ™~ £
X, +€ = exp{k.:)m.ig n - Sm 1g n) =
0 %
=exp { ~g..lgn.{ 1 -k S, 1)
w b .
l-k:)m -—- 1 vy om.lgn)gm.lgnr:f\_y_ s pera
. )
R suficientements grande =p § ".lgn —» co =»
¥ A
=y Xy e B '“._) G.
A
b) Xm_ e?‘ " = */ ‘
- o2
= 8" (1 -k 9 )
A
E}l exponente tiende a cera =p 5 X o @ "

diverge,



Propesicidn L3

_Los espacios H{r] (r éR yr =-00} con la to-
palogfa fuerta no son metrizables.
Demoestracifn

Basta ver que H{r} con la topolenfa normal no es
normablse,

Supongamos que v e gla e Hi{rY [/ flamg.e_AM?L‘E E‘.}z
fusse acotado.Entonces,dado V= {a EH{r) / f}ami_a'i"’r‘-f E%}
existirfa un A>0 tal que AV' ¢ V.

Consideremos las sucesieones

Aw

- Eiﬂ s Treek

20 » PE K

: A fEry £
a%e ¥ —o ) 2% Y.Por tants, e nd )A:

B v nEN
51 ré_ < Too, la condicidn anterior ne puede Ccum=—
plirs'a. i

En H [ - ],la prusba es similar.

Sea Q, =‘lz ¢ ¢/ R{z) » r"I . Llamemos H{ ) y

H{C) 2 los siguientes espacias
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B R, )= lf(z) / t{z)= 5'am .B—Ama y ZE EL ,a & H{rﬂ

H{C)= I‘F(Z) / flz)= 53__'{ . G'A‘”z, z €0, a g H{-oo)g

!

Propnsicidn 14

Sunongamos cue Vrl- y 3 ré- tal wue

{respzctivamanta, Ve N, 3jen/ ea"‘[“é.)e 1t 1y
consideremos ea H{ % } y H{C) las seminormas
hP(F(z)}=supif(z)!, 2= xtiy, x 2 p > rF, v €R y
hP (F{z)}=sup|f(z}f , = x+iv, x 2p, p & R,respec~
tivamente.futas seminorens eneendran en H Q_, 1y
H(C) una tapologlia T tai ~we {H|{ 2 ), T ) es iso-
morfe a ‘K{r), ?,' Yoy {s{CY, TY a {H{=- o)}, T ).
Dempstracidn

La topslogfa 7 dads nor las seminormas h? esta

dada, tambien, por las semincrmas hr'- rSiendo
LS

e (F(2)Y=ssup [F(2)| , 2=x+iy,x 21 ->r, y &R

%

a) Ses % un entorno de cers en T.Entonces ?‘j {v)
2% un entorngs de cera en t .

V= %F(z} / sup | b4 Am 'Q-AME \f S‘i' z=x+ iy”‘?&' > T,yeR

)
!

- A
£ i(t.!)-_—"la / sup ifan .2 “zlsf, z=x + 1y, x 2. >F, yeR



a0 .

Ag )

Coneideramos V' e i a / lopl €fe™ 4 ;| » siendo

!
v tal ue o” wlWle ity gleg/z ot NN

? -
Entonces,¥ ¢ F ’(u}
b} Saa ¥ un entornoe de cero en 2 . Entonces, f{v)

as un entorno da cero en T,

vaiaea{r)/e"‘m"'iaﬂ]sf s> 5, £50)

eWy={r(z)e £ a, . om0t 4 TV 1o 1e s, aan(n)

) . ! i
Consideremos U’=§1f(z) € H{ R )}/ supl ? a, .e A"‘zlff,
2= T 4 it &2 tol?

¥" a5 un entornn de cero en T y ademis vie FlY).

En K{CL}, la prueba es similar.

v p
Supongamos que ‘er' /v Ty tengamos E_A""{" r"’)ﬁi l=L

(respectivamente, 31 £ N / ¥ i ¢ N,tengamos
A d-n)

3 w i <§-li} y consideremas en H{ R, )} vy H(C} las se-
minormas h? {(fF(z)}Y=sup |#{z}| , zex+iy, x 2 p >,

yeR y h (F{z))msup {f(2}] , z=xriy,x 20, peR,

respectivamente,.fatas seminormas ennendran en H(Qo )

y H{C) una topoleoofa T pero (H{ 1 Yo TY y {H{C},T}



no sen isomorfos a {H(r), T ) v {H(- o ), ¥ },res-
nectivamante,
Demastracién
Y Dad u-ﬁ & Hir) / ‘Amﬁ- < £ £ !

a ado V= la Hr e Iam]_ s To>T, 20}

F{¥} es un ertorno de cers an T.
. . A2

Considetemcs Ul=1F(z) / sup| 2 a, . e " !i &, z=

=T+ it, b 2 b, 'IE . Entances, UncF(u).
_A

bt} Dado U=EF(Z} / sup| ¢ a,.e “?}ég, =1 +

-4

+ it , ¢t = ¢ f 7 {Y) no es un enisrno dz curo en t »

-]

P

pues si lo fueze oristivfa un ecntorrmo e cara U' tal
N -1 . (| i Aaty)
que ¥ ¢ F (¥) ciondo V =13 € Hic) / la,| e i

Consideremas las siouientes sucesicneos

E
= j
a

2 Q s N3k

¢ ' o4 o Aty

3¢ ¥, k=l,2,.Entonces ~ ¢ F- (U} £ S @ s (1 3)55
=0

.
¥ néN = < e—A“{‘ W) . ooy lo cual no es po-

P CARS Eo)

nible,
£n H{C), la prueba es similar.

Propasicidn 16

An;[rg_r;‘)¢ 14 '

Suporgamos aug o r-/ Y rd-"‘ ‘tangomns @

P

91
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(respectivamente, J 1 & N / Y € M, tengamos
eA"" (e-4) 4» l") y (Am) independiente sabre Z.Enton-
ces los espacios H( ¢, ) v H(C) con la topologfa T
son isgmorfas a les espacigs H(r) y H{- ©0) con la
topologfa normal,respectivamente.
Demostracidn

Es una consecuencia inmediata de las siguiente pro-
posicidn:

Proposicidn 17

Sea { Ax) independionta sobre Z,

5i a £ H(r},entonces

Aoz

]
‘z/lamt.e’A“r':uup | a,.e” "™ l , zer'diy,ye R,r' > r

§i a € H(- o2 },sntonces

_A,.,zl ,

]
i’[am].e'*’“r‘ =sup\£am.e z-zrl+iy,ye R,c'eR

Demostracidn
Dados 'g“ec,u £ k £n tales que |'§K[=1 y £>0

existe vy £ R tal que

A
| MACE E ”§K I-.’. £ , 06k ¢n {(Teorema de Kronscker)

1
_AKI“

a € H{r) =p f]ak[.e < &

V-‘Pﬂo
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Consideremos los ndmeros comple jos a Ay ken,

¢
At

y &= £/ ja e’

<
K'na

Entonces,existe un v € B tal gue

-t A —
| e « $ ~a,/ja,) 1< & » K €, =0
Fl
. A R
-4 a(_e"l"r’ e "l - = ja, e “ <
Keim, Cim,
; A ] A pl —edy
i - - - Ay "3
fEfiau[.e ® = lzak.e .8 >
wem <,
i ' ~ 4 vt
>f i 'I%-l.i -2 ¥ - E
®im,

frntonces

w = e
kf'-no
A et o4
-l é ag oQ' - B ¢ "E =

™44
o i i _ A -0 _ A ot
iak IR “le é[akl.e e - 3£
] [+

En H{= o }, 1ls prueba 28 gimilar,

Nota.Si consideramos H{ R )} y H{C} comn l2 topolo-
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gfa compacto-abierta T',tenemos gua T es mis fina qus
"

Ademds,si ar‘- / Uré' ,teng;mcs e“"mfrﬁ":‘)d; 1? .
{respectivamente,si dien /¥ j €N,tengamcs
e A L64) é 11),H( 7 ) y HIC) con la topologis T
ne son isomorfos a H{r) v H(~ o6 } con la topologfa

normal,respectivaments,
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