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Espacios de K8the

	

series de _Dirichlet

J . Prada Blanco .
INTRODUCCION

En un trabajo anterior("Series de Dirichlet consi-

deradas como espacios de sucesiones" .Collectanea IM.a-

themática .0arcelona .En prensa),estudiamos los espa-

cios de sucesiones

H(r)=

	

a E W

	

e

	

~nr'<

	

oo

	

H
r1 > r

H L r]

	

= 1 b

	

(S' w
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1
n >n

siendo (~ M ) una sucesión de números reales tal que

0 :5 A,< X1 5 . ->~K) con la condición lim An/n > 0 (finita

o no) .

En este trabajo consideramos los mismos espacios,

'siendo (I1~rt) cualquier sucesión de números reales tal

raue 0 < A,

	

Si lim An/n > O,tenemos que Y r¿

/

	

2 e-anlr~ _ é) Z ~,siendo

	

(r~

	

)

	

una sucesión

de números reales estrictamente decreciente y conver-

gente a r ;evidentemente,lim Am /n > 0 implica,tambien,

que

	

d i E N,

	

-:Ij E N

	

1

	

~le ~M(t
d) < .,



Por lo tanto, este articulo presenta resultados mu-

cho más generales que el previamente citado .

LA C¿ -DUALIDAD

Proposición-1

Los espacios H(r) (r

	

R y r=- co) son espacios es-

calonados de orden uno .(XII) .

Pro osici6n 2

H(r)X a H Lr~

	

y

	

H(- oo )X = H C_ ooJ

Demostraci6n -

a) H Ir] C H(r) x

y E H¡ [r] =p 1 y,,,

	

11 e- m

	

, r~ > r, n >, no	Enton-

ces y E H(r)X

b) H (r)x C H Cr~

u

	

f H(r) x --:V.

	

u pertenece

	

a

	

la

	

envoltura normal

	

de

un vector

	

p e- m ~ ,

	

P >O .Entonces

	

uM 1 t,:

	

p ,e

	

'"

Sea r' tal que r . > r'> r

	

Tenemos

	

e - ~Mt>o
v

P.e_e- ~MN

	

, d n > no

Analogamente, H(- ce )X = H

x

	

x
Nota . H Lrl

	

= H(r)

	

y

	

H [_ c°~

	

= H(- ~)



TOPOLOGIAS EN LOS ESPACIOS H(r) y H(- 00 )

Consideremos las parejas duales < H Crj , H(r) >

y -~ H e- w], H(-°° ) % .

Proposición 3

Los aspacios H(r) (r é R y r=-

	

) son de Frechet

con la topología normal .(IX,pag .419) .

Proposición 4

Supongamos

	

nue

	

br r¿

	

ri

	

tal

	

nue

	

e- ~m (r`

	

ói E
11

(respectivamente, b' i E N, 9 j E N

	

tal que eanl~

	

11)

y consideremos en H(r) (r 6 R) y H(- no ) las seminor-

mas hp ((a,n ))=sup ( 1 am¡ e anP
)r p > r y

h p ((a �1 ) )=sup (

	

t a,,1 .e

	

AM~
), p C- R (respectiva-

mente) .Estas seminormas engendran en H(r) (r E R y

r=- oo) una topología -t que coincide con la normal .

Demostración

Como los espacios H(r) (r £ R y r=- oo ) son nu-

cleares con la topología normal (IX,pag .98) el re-

sultado es trivial .

Nota .Una base de entornos para la topología

viene dada por la familia

	

= ZU~ E

	

, p > r, E>O
P .



siendo U,,,£) =
2
a E H(r)

	

/

Analogamente, (u = i UC?~E)

una base de entornos de cero para

de H(- 00 ) .

proposición-5

Supongamos que 3 rC / d rá	tengamos e

	

m

	

-ti) 4 1

(respectivamente, 3 i 6 N

	

/ V j 6 N

	

tengamos

e A,(~ -~) ~ 1 1 ) y consideremos en H(r) (r 6 R)

H(- op ) las seminormas h p ((a m ))=sup

p > r y hp ((am

	

))=sup ( 1 am 1 .e

	

Am P

	

), p E R

(respectivamente) .Estas seminormas engendran en H(r)

(r E R y r=-

Demostración

una topología

menos fina que la topología normal .

sultado es trivial .

F > 0~

	

es

topología

estrictamente

Como los espacios H(r) (r 6 R y r=- oo ) no son

nucleares con la topología normal(IX,pag .98) el re-

(r~-rá) 4
NOta .Si

	

-3 r~

	

/ 1i rd	tengamos e
_ am

	

+ 1

(respectivamente, 3 i E N

	

/ V j 6 N tengamos

e`~m(~~ó)~ 1 1 ),los espacios H(r)

	

( r 6 R y r=- 00

	

)



no son completos con la topología

	

,

Proposición 6

Supongamos

	

que J rt

	

/ d r d ,

	

tengamos

	

e

	

A,, (fl~)~ l i

(respectivamente, J i 6 N

	

/ V j (- N

	

tengamos

e~n ( ~ d ) .t 1 1 ) .Entonces,la topología k 3n H(r)(r E R

y r=- 00 ) no es compatible con la pareja dual

L H [rj , H(r) > , (r E R y r=- oo ) .

Demostración

Supongamos que

	

en H(r) (r E R) fuese compati-

ble con la pareja dual -- 11 [rj , H(r) >

	

. Entonces,

todo entorno del origen en la topología débil seria

entorno del origen en la .topologia t .

Sea V= l a E H(r)

	

/

	

Zl aM	e
r.

Existe un U~=
i

a E H(r)

	

/

	

e - ~^~ á

	

a Rt ~ _ Fi i

	

tal

que V' C V .

Consideremos las siguientes sucesiones

0

	

, o > k
K

a E V

	

pero no pertenecen a V .En efecto : a KE V

'
F e ,l

	

r
I

	

M d

	

, n <_ k



Proposición 7

Supongamos que

	

r~ /

	

r,' , tengamos é_ .im(r~_td)`~lA

(respectivamente,

	

iC-N / b j E N,tengamos

I
l a ) .Entonces (H(r),

	

) =iu E H ~rj /

,t r
/ 3 rd	/

	

¡U .

	

00
1

Y

	

(H(- °°) o

	

)

Demostración

a) Sea u c (H(r), y )'
.
Dado

	

V- 1 a É N (r)

	

/

	

2l uM .

	

a

	

V

	

GV

siendo

	

V

	

=
t
a E

	

H(r)

	

/

	

e-

	

(n
r -

siendo

	

£' 1
.1 <

	

Í

V n E N, lo cual no es posible .
o

En H(- oo ),la demostración es similar .

Consideremos las sucesiones

i

	

aM r . .

s

	

k, (u

	

o) ; 0 si

	

UM =o

a e V1 , d k =0

	

a < E. V

_

	

<">

	

Ar .
uM	u M

	

/1 uM i

	

F

	

.

	

b k ~ ¡Z ~ u,

	

e

	

M dz 00

0



~ ,+ áb) Sea u E H Lrj tal que

	

d
. tal Que Zl iu e

	

o0M

Entonces u E (H(r),

	

)

	

En efecto :

Dado U = 1 a E H(r)

	

/

	

um . a m 1 -5 e l
1

	

'
-3 U , c V

siendo V' = 2 a E H(r)

	

/

rifo
rI .

u,¡ e

En H(- oo ) la prueba es similar .

TOPOLOGIAS EN LOS ESPACIOS H [r] Y H E-

Proposición 8

los espacios H Crj (r É R y r=- oo ) son de Mon-

tel con la topología de Mackey .(IX,pag .423) .

Nota .En H Lrj

	

(r s R y r=- oo

	

) las topologias

fUI3rte y de Mackey coinciden .

Proposición 9

Supongamos que d r¿

	

~ r~

	

/

	

e

(respectivamente, d i 6 N, 3 j 6 N

	

/

	

e`~^~

Entonces,en H Lrj

	

( r E R y r=- oo ) las topologias

normal y de Mackey coinciden .

Demostración

El resultado es inmediáto pdr proposición 6 de XV . .

e
V

d l ami .5 1/ donde P1=
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Proposición 10

Supongamos n,ue 3 r¿ / b ró

Entonces,las top'ologlas normal

den en H Cr3 , r 6 R .

Demostración

= e

v tengamos e_ e 1

y de Mackey no cóinci-

Supongamos que ambas topologias coinciden . Sea Y,,
ñ m N

	

.

	

Evidentemente,

	

e amr .

	

e

	

Aro r̀ _;> 0,

	

b r

Entonces,

	

e Aro CI

	

.

	

e

	

AMrc él 1

	

,

	

d r ¿

	

.

	

Ahora

	

bien,

r.- -> r

	

-t>

	

r ¿ - r < E , d i i i o . Por lo tanto, tene

mos

	

que

	

e- 'X',1 6 1 1 ,

	

d

	

c O r con

	

lo

	

que

	

la

	

condición

establecida no puede cumplirse .

Proposición 11

Supongamos lim AM/ lg n = O .Entonces,las topolo-

glas normal y de Mackey no coinciden en HDemostración

Es una consecuencia inmediata de la siguiente pro-

posición :

Proposición 12

Supongamos que lim A,n/ lg n=O .Entonces, 4Z e

	

aj

k 6 N,pero existe una sucesión

	

(xm

	

),

	

x,>,0

	

tal



que

a)

	

x(VL

	

.

	

e
k AM ->

	

0,

	

Vk

	

EN

b) 21

	

x ,n

	

e K ~M

	

= oo

	

,

	

~é k

	

E N .

Demostración

Pongamos

	

ñ,, = SI , .

	

19

	

n

	

,

	

n

	

> 1 .

	

SM >0

	

cuando n

_Kñ,

	

-tc S'n

	

_ F .
e

	

= n

	

> n

	

,db>0 y n > n o (

	

) .

Entonces ~ e-

a)

	

n = oU

l2
Tomemos x

	

= ,. -
án

	

L~ n

rennmcs

1

	

k JN -~ 1

	

y

	

dn�
Z

. lg n > ~M .lg n

	

para

n suficientemente grande

	

~m
2 .lg n

x

	

0 .

b)

	

x.,.,

	

.

	

e K

	

Am

El

	

exponente

	

tiende

	

a cero

	

=Ip

	

-~

	

xM

	

e'

diverge .

i
tr ~M

	

~i
xrn e

	

= exp(k .~m .lg n -

	

1g n)

=exp

	

(

	

- mzag n . (

	

1

	

- k

	

Jmt
) )

k .AM

8 7



Proposición 13

. Los espacios H [r]

	

( r E R y r = - oo ) con la to-

pologla fuerte no son metrizables .

Demostración

Basta ver que H(r) ron la topología normal no es

normable .
_Am MiSupongamos que V 1 - la E H(r)

fuese acotado .Entonces,dado V-

	

a É- H(r)

existiría un ~>0 tal que AU I C V .

Consideremos las sucesiones

A r-

a =

aK E U~ =D,1 a"6 U .Por tanto, e ~m~rd_

	

nc_N

Si r
d
. < r . , la condición anterior no puede cum-

plirse .

En H C- °° .J la prueba es similar .

LOS ESPACIOS H

	

) Y H(C)

Sea K, =1z E C / R(z) > r ?

	

. Llamemos H( I~o ) y

H(C) a los siguientes espacios



H(

	

)= if(z) / f (z)= z am .e `~m~, z E

	

a "e H(r)1

H(C)=' f(z)

	

/

	

f(z)= 7 a .,~

	

, m , Z (z L, a E N(-00)
1

	

1

Proposición 14

Supongamos que

	

V r -

	

,

	

r

	

tal

	

iue ,a
d

(respectivamente, *V i E N,

	

3 j E N / e .im(¿-d
)E 1 1 )

consideremos en H( 1~, ) y H(C) las seminormas

h p (f(Z))=sup~f(Z)I, Z= x tiy, x ? p > r, y E R

	

y

h R (f(z))=sup 1f(z)~

	

, .= x +iy, x > p, p E R,respec-

tivamente .E-:tas seminorm-+i ennendran en H( R, ) y

H(C) una topología T tai -, ue (H( (¿ ), T ) es iso-

morfo a 1 (r), k ) y (,4 (C), T) a (H(-

Demostración

la topología T dada ?or las seminormas h~ está

dada,tambien, por las seminormas h r . siendo
L

hr . (f(z))=sup If(z)I , z=x t i y,x >ri . >r, y E R

a) Sea '! un entorno de cero en T .Entonces f - ~ (ll)

es un entorno de cero en

v=?f(Z) / sup I

	

am e_aMt I~ E1, z=x+iy,x,~r~ > r,y6R

f~ i (V)=ta

	

/ sup I :1 a M	e -

	

:SE, z=x+ iy, x > r` >r, yéR
1

y

8 9



Consideremos V~ =
Z
a

	

/

	

i am	5 ?e Am d.	, siendo

r
d,

	

tal

	

que

	

e-A,,(r`

	

rí)El i

	

y

	

Ei5£1_

	

e_~M(r~'-r¡) .

Entonces,V~C f -3 (V)

b) Sea V un entorno de cero en Z . Entonces, P(V)

es un entorno de cero en T .

V=1 a E H(r) / e_aMri , a~~

	

c

	

, r~ >

	

r

	

£

f(V)=If(z)= Z a m . e- ~ ^" ~ / e
Amre

	

a

	

-r-

	

, a6H(r)~

Consideremos V f'=if(z) E H(

	

)/ sup ¿! aM .e_am~~ ~~

z= r -t it, t > t o 1

V~~ es un entorno de cero en T y además V uC f(V) .

En H(C), la prueba es similar .

Proposición 15

Supongamos que

	

r L ' / V r á «

	

tengamos e- A ^^ (I,¿ra) ~ 1 1

(respectivamente,

	

3 i E N /

	

d j

	

E N, tengamos

e~rol¿~,1 l i ) y consideremos en H( '1~ ) y H(C) las se-

minormas h P (f(z))=sup jf(z)j , z=x +¡y, x ? p > r,

yÉR y h P (f(z))=sup jf(z)j

	

, z=xt-iy,x > p, p E R,

.respectivamente .Estas seminormas engendran en H(9 )

y H(C) una topología T pero (H( 2 ), T) y (H(C),T)



no son isomorfos a (H(r),

	

) y (H(- W ),

	

),res-

pectivamente .

Demostración

a) Dedo V= l a E H(r) / elatni z

	

r ri > r, F>0 Í

f(V) es un entorno de cero an T .

Consideremos U =1f(z) / supl -15 a,~ . e

	

I~ F

	

z=

= r, t it, t > t',
Z

	

. Entonces, V " Cf(V) .

b) Dado V=If(z) / supl l2 aM .e

	

z= rL' +

it , t > t . f~ 1 (V) no es un entorno de .aro en

	

,

pues si lo Fuese

	

un entorno de c^ro V tal

que f 1 C f -1 (U) siendo U l =la E H(r) /

	

am ~ _Ée~mre Í

Consideremos las sinuientes sucesic^es

a -

Proposición 16

sible .

. En H(C), la prueba es similar .

Supongamos que

	

-3 r` / d
r a . . tengamos

1

	

D

	

, n >k
^i As r¿

a C- V, k=1,2 . .Entonces a kE f - ~ (U)

	

E~

	

e-

	

d
s=o

d

	

n E N

	

=,>

	

~l

	

e -4 (r̀ -rd ) z Co ,

	

lo cual no es po-

91



(respectivamente,

	

-3 1 E N / 1f j E N , tengamos

11 ) y ( A
m

) independiente sobre Z .Enton-

ces los espacios H( 'I'~ ) y H(C) con la topología T

son isomorfos a los espacios H(r) y H(- 00) con la

topología normal,respectivamente .

Demostración

Es una consecuencia inmediata de las siguiente pro-

posición

Proposición 17

Sea ( (K ) independiente sobre Z .

Si a 6 H(r),entonces
v

111
(a,J .e_'Amr=sup I -z- a,,

e-Amz I , zmr'+iy,yé R,r i > r

Si a E H(- oo ),entonces
_ 1

	

_

¡Z i a,( .e
Amr

=supl ti am

	

e

	

A,� a I

	

, z=r~t iy,y E R,r~C-R

Demostración

Dados

	

~EC,0 <_ k _-1 n tales
K

existe y E R tal que

l

	

e1 Ak ó

	

- ~
K

	

I < F

	

,

	

0 < k cn

	

(Teorema

	

de

	

Kronecker)
v

a G H(r) op

	

~ 1 a,( .e -A, r <

que ( Su I =l

	

y

	

f > 0



e

	

- a K /IaKI

	

G £

~ F ~Is K I " e

	

K

	

~

	

~ a k . e - K

S I
k<m,
Entonces

Consideremos los números complejos

	

a-c/la K ¡ , k < nv

Entonces,existe un y E R tal Que

e _ A r N '

	

e -i. AK

a e

r

_ A r ~l
IaK I " a

	

K

En H(- oo ), la prueba es similar .

Nota .Si consideramos H( l~ ) y H(C) con la topolo-



gia compacto-abierta T 1 , tenemos que T es más fina que

T :

Ademas,si-9 r,.

	

rd ,tengamos e

	

)`t 1 ,

(respectivamente,si

	

i 6N

	

/ V j 6 N,tengamos

e `k~ ` (C-) CF

	

11),H( ÍZ ) y H(C) con la topología T l

no son isomorfos a H(r) y H(- oa ) con la topología

normal,respectivamento .
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