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E. Casas Alvero.

1.- La versidn original de Riemann.

Conviene recordar en primer lugar que, enel lenguajeclésico,
una funcidn algebraica y (x) de una variable compleja x, es una fun
cién multiforme cuyos valores se obtienen, para cada x, resol-
viendo una ecuacién algebraica P(x,y) = D: la funcién se dice

irreducible si lo es el polinomio P.

Las funciones algebraicas y sus integrales {integrales
abelianas) ocuparon a numerosos analistas, entre ellos abel,
Jacobi., Weierstrass y Riemenn, a lo largo del pasado siglo.
Riemann, en su conocida memoria de 185?(1), sobre la teorfa
de las funciones abelianas, introduce nuevas ¥ fecundas ideas
sobre el tema: en particular,por lo que nos ocupa, a partir de
una funcidn algebraica irreducible y{x} {definida por Pix y)=0)
a la que 2socia la correspondiente superficie de Riemann T,
coneidera las que llama "funciones del mismo tipo de ramifica
cifn de y{(x)", que son las funciones algebraicas que resultan
uniformes consideradas como funciones del punto de T: resultan
ser de la forma R{x.,y(x)) donde R s una expresién racional
en X,y. Se ocupa Riemann en l2 determinacifn de las funciones
algebraicas del mismo tipo de ramificacifn de y(x) gque son fi
nitas en todo punto de T salvo en n puntos prafijados en los
que se les admite un polo simple. En la expresi6n general de
tales funciones figuran linealmente un cierto nfimero, s, de

pardmetros y se verifica la desigualdad

{1} Theorie der Abelschen Functionen. J.f. Math. 1857,
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donde p es el génerc {topol6gico) de la superficie de Rie-
mann T. Esta desigualdad, aportacién de Riemann al teorema
de Riemann-Roch, es igualdad, como veremos més adelante,
galvo para determinados casos éxcepcionales. En 1865, Roch.
alumnc de Riemann, completa sl teorema evaluando la diferen
cia 8-in - p 4+ i} por medic de las integrales abelianas de
primera especie (i.e., finitas en todo puntc) de la superfi
cie T.

Es importante sefialar el punto de vista de Riemann acer
ca del teorema: para Riemann el teorema es relativo, mds gque
a la funcin algebraica y(x) (o a la relacién P(x.y) = 0y,

a toda una clase de funciones de mismo tipo de ramificacidn
de la gue v{x} &5 tan solc un represcntante: 12 clase de las
funciones algebraicas uniformes sobre T. De este modo, la

ecuacién P(x,y} = 0, gque daba lugar a la funcién vix), ¥ por
consiguiente a8 la clase de funciones, puéde sustituirse por
otra, Pl(xyyl}==0, deducida de la anterior por una sustitu-

cifm racicnal de las variables, xzrx{xl,ylj. y = y{xl.yll

de manera que P(xy} = 0 se deduzca tambi&én de esta Gltima

por ctra sustitucién racional, x,= xl(x.y). y1_= Y, (x,v},

sin que se wvea alterada la clase de funcicnes objeto del :teo
rema. Se dice gque las ecuaciones algebraicas as{ obtenidas
estdn en una misma clase, clase de la que cualquier ecuacidn
individia la misma clase de funcicones del mismo tipo de ra-
mificacién: es el llamado punto de vista intrinseco o de la
equivalencia birracional, que se revelard de extraordinaria
importancia en el posterior desarrcllo de la geometria al-

gebraica.
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2.- La vergifn de Brill vy Noether.

Las versicnes algebraicas de la teoria de Riemanon no
tardarcn en aparecer, en dos memorias fundamentales: la

primera de Brill y Noether (18?3}(2) y la segunda de Dede-

kind y Weber (1880)(3); en ambas, desde diversos puntos de
vista, se establecen los principales resultados de la geo
metria sobre una curva. Brill y Noether emplean un trata-
miento slgebro-geométrice que fue continuado y perfecciona
do por la escuela italiana de geometrfa algebraica, por obra
entre otros, de C. Segre, Castellnuovo, Bertini, Enrigques

¥y Severi. El tratamiento de Dedekind- Weber, al que no nos
referiremcs aqui, es de tipe més aritmético., en un orden

de ideas muy prdximo a lo gque hoy entendemos por &lgebra

abstracta.

La teorfa de Brill - Noether parte de la consideracidn
de la curva algebraica plana irreducible de ecuacifn
Plx,y) = 0 t4) cuyo punto genérico tendrs por coordenadas
{x.y{x)}. De acuerdo con las observaciones de Riemann, debe
cornsiderarse no s6lo esta curva, sino la clase de todas las
que se¢ obtienen de ella por una sustitucidn racional y ra-
cionalmente invertible de las coordenadas: desde el punto
de vista intrinseco se dice gue la ¢lase constituye una
Gnica curva de la que cada representante es un modelo Pro-

vectivo.,

{2) Math. Annal.,7, 259.
{2) J. fir Math. 92, 181.
(4) Desde luego la curva se considera en el planc proyecti-

ve compleje; ello no cobsta para gue sigamos utilizando,
por simplicidad, coordenadas afines.
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Un modelo Pi{x,y} = 0 dela curva onsiderads puede (y en
ocasiones debe) presentar puntos miltiples, puntes en los que
cualgquie recta del haz gque determinan absorbe més gde una
interseccitn con el modelo. Tales puntos mGltiples se conside
ran, desde el punto de vista intrinseco, como mercs acciden
tes provectivos del modelo utilizade ya que aparecen Como su
perposicién de puntos simples de otros modelos. Elilgiendo con
venientemente el modealo, éste no presenta mis
puntos miltiples gque un nidmero finito de nodes (puntos dobles

(5)

con un par de tangentes distintas en cada uno de ellos)

La nocién fundamental en la teoria de Brill y Noether es
la de serie lineal. Supongamos fijado un modelo P{xy) = 0
y consideremos un haz de curvas £ 4+ 39 = 0 de las que ninguna
contenga a P{x,y) = 0 como parte. Los grupos de puntos en los
gue las curvas del haz cortan & nuestro modelo se dice que cons
tituyen una serie lineal simplemente infinita (i.e.. de dimen
5i&n uno), Por el teorema de Bezout , el nGmero de puntos de
cada grupo de la serie (contados con la wultiplicidad con gque
aparecen en la Intersececidn) es constante, sea n: se emple2 la
notacidn gi para designar la serie lineal. Puede ocurrir
que algunos de los puntos base del haz (i.e., puntcos comunes a
todss las curvas del haz) caiga sobre el modelo; en este caso
tales puntos aparecen come fijes en todos los grupos de la
serie y se conviene en admitir la posibilidad de excluir par
te o la totalidad de dicheos puntos fijos al definir la se-
rie lineal gi {de este modo un mismo haz determina distintas

1
9, seglin los puntos fijos que se convenga en excluir). Los

{5} La consideracién de medelos no planos permite eliminar

totalmente los puntos méltiples.
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grupos de una gi vienen dados pues por las intersecciones
del modelo con las curvas de un haz tras la exclusidn de parte
o la totalidad de puntos base del haz gue caigan sobre el
modelo.(s)
Se dice que dos grupos de puntos son linealmente equi-
valentes cuandoe ambos pueden formar parte de una misme g;;
obviamente pars ellc es necesario (v en general no suficiente)

gue consten del misme nfimero de puntos.

Repitiendo las consideraciones gue llevan a la defini
. 1 .
cidn de una 3., partiendo ahora de un sistems lineal de cur

vas de dimensidn r, EO+A1f1+ e krfr = (¢ ninguna de las

cuales contenga & P{x,y) = 0, se obtiene la definicién de se
. . . . r
rie lineal de dimensién r, 9, - Los grupos de puntos se

. : : . 0
consideran como series de dimengién cero, 9,-

_Una serie lineal gi se dice completa si no es suscep-
tible de ampliacién a una gi:l ;1 en tal caso cualguier gru-~
pe de la serie la determinz como el conjunto de grupos de
puntos linealmente eguivalentes al dadeoles obvic gue todos
los grupos de puptos de una gi, completa © no, son lineal-
mente equivalentes entre si}. Es de sefizlarel cardcter intrin
seco de las nociones introducidas hasta aqui: los correspon-
dientes de los.grupos de uns gz forman también, sobre cualguier

r - . s =
otro modelo, una g, que es completa 5i ¥y sélo si loes la inicial.

{6} La posibilidad de excluir dichos puntos base es funda-
mental: sin ello la nocién de equivalencia lineal gue
shora introduciremos gueda sustancialmente alterada,
perdiendo su cardcter intrinseco (i.e.. independiente

del modelol .,
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En la versifn de Brill-Woether, el tsorema de Riemann-
Roch determina la dimensidn r de una serie lineal completa
: r .
cualguiera 9, M&s adelante veremos. como esta formulacidn

aguivale a la de Riemann y Roch.

Supongamos elegidec un modelo proyective, Pi{x.y) = O,

de orden m, sin mds sirqularidades que un nmero finito
{posiblemente =ulo) de nodes. Se llamen adjuntas de orden

i a las curvas slgebraicas, @l(x,y) = @, de orden 1, suje
tas a contener todos los nodos de P{x,y) = 0: tales curvas
forman obviamente un sistema lineal. El punto fundamental
de la demostracidn de Brill-Noether 1lu constituye el Llama
do teorema del resto {Reatsatz) gue ge enuncia de la siguien

te forwa:

Tas curvas adjuntas de un orden dado, 1, sujetas a pa
sar por un grupo de puntes G de Pi(x,y} = 0, cortan sobre
la curvs, fuera de G y los nodos, una serie lineal comple
ta gue no se ve modificada si selsusti;uye G por un gruapoe

linealmente eguivalente.

fomo han sefialado diversos autores, en 21 teorema del
resto, enunciadoc de esta forma, se hallan dos afirmaciones
de distinte caracter:

a' Una afirmacidn decardcter proyectivo, referida al
modelo P(x,v! = €, que permite la construccién de la serie
lineal completa determinada por un grupas G: basta para ello
considerar una adjunta de orden 1, suficientemente elevada,
que contenga a G; su interseccién con el modelo, fuera de G
v los nodos., serd un segqundo grupo G'; considerande ahora
las adjuntas de orden 1 por G', dstas cortan, fuera de G’
¥ les nodos, una serie lineal completa.uno dé cuyos 4rupos

es G.
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b) Una afirmecifn de cardcter intrinseco gue puede formu-
larse de 1la siguiente manera: dado un grupo G y una serie li-
neal completa gi. la parte variable de los grupoes de la gi que
contiene a G constituye una serie lineal completa que no varia
si se sustituye G por otro grupo linealmente equivalente. Di-
cha serie, gue s50lo tiene existencia efectiva si algln grupeo
de la gi contiene a G, es la denominada diferencia enktre la

gi y la serie lineal completa determinada por G.

Especial importancia tiene la serie lineal cortada (fue
ra de los nodos) por las adjuntas de orden m-3, donde m es el
orden de P{x.,y) = 0. Dicha serie, completa por el teorema del
resto, se denomina serie candnica y tiene cardcter iatrinseco
{ea decir, la serie canfnica definida a partir de otro mode-
1o dotado s6lo de nodos, a través de las correspondientes ad-

juntas, es la misma).

: r
El cfilculo de la dimensién de una 9, completa se recondu
ce, por el tecorema del resto, al de la dimensién de una serie

cortada por adjuntas y se obtiene, en primer lugar
rn-p

donde p, que en la versién dé Riemann era el génerc topoldgi-
co de T, e8 el llamado género de la curva y admite distintas
definiciones en el marco de la teoria de Brill-Noether: puede
tomarse p—1 como la dimensidn dela serie candnica, 2p—-2 como
el nimerc de puntos de un grupo de la serie canb6nicao , con
Welerstrass y Severi, p 4, 1 es el minimo nimero de puntos que
fijados arbitrariamente, determinan una serie lineal completa

{7}

de dimensifn no nula .

{7) De la segunda definicién del género resulta fdcilmente la

igualdad _ {m=-1} (m-2} 4 donde 4 es el nimerc de nodos.

2

AT ams
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- : r - c. .
La series g, pera las que r > n~-p se denominan especia-

les; se prueba gque las sevies especiales son las que tienen
sus grupos contenidos en grupos de la serie canénica ¥ que, si
G es un grupo de una serie especial completa gi, tomando i
come el nimero de grupos de la serie cendnica linealmente’ in-

dependientes gue contienen a'G, resulta

r=r1n—-p,; 1.

Chviamente para series ne egspeciales se toma 1 = 0 v la igual-
dad anterior, wvdlida en cualquier caso, es el teocrema de Rie-

mann-Roch en la version de Brill-Noether.

# 1 se le llama indice de especialidad de la serie; obsér
vese que por definicifn i-1 es la dimensién de la serie dife

. . r . .
rencia entre la canfnica vy la N entendiendo, para series no

especiales, gue la dimensidn de una serie inexistente es -1.

Se advierte- inmediatamente gue, al ser la serie canfinica una

p-1 . r . .
g2p—2' cualquier gn con n> 2p—-2 0 r»p-1 es necesariamente no

especial.

3.~La conexiéin con la versidn de Riemann,

Partiendo de un modelo cualguiera, P{x.,v} = 0, se llaman
funciorz2s racicnalss del punto de la curve a las restricciones
al modeloc de las funcicnes racionales de x,¥y no idénticamente
infinitas sobre el modeloc. Tales funcionesg forman un cuerpo,
independiente del modelec elegido:; dicho cuerpo no es mias que
la clese de funciones de mismo tipo de ramificacién considerg
da por Riemann a partir de la funcifin algebraica y({x) definida
por P{x,y) = 0.

. : . . . e L
Si se considera una serie lineal simplemente infinita gn.
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cortada por el haz f ; 3g = 0, sus grupos. son los grupos de ni
vel constante de la funcién racicnal del punto de la curva

t = £f/¢g. Se observa que los puntos base del haz f4+ 3 g = 0
gsituados sobre el modelo son los puntos de indeterminacién

de t y como tales pueden considerarse o no incluides en cada
uno de los grupos de nivel, segln se habfa advertido al de-
finir las grlf En particular el grupe de puntos cortade por £ =0 es

el de nﬁgﬁl cero y &l cortado por g = 0 el de nivel

infinite, Una sustitucidén  homogréfica,

gy o= 2t +£3
Yt o+ 9%

, permite construir una nueva funcifén racional

o,
cuyos grupos de nivel siguen siendo los de la 9, inicial v

cuyos grupos de niveles cero e infinito pueden elegirse arbi-

trariamente en la gi. Se deduce que dos grupcos de puntos son

linealmente eguivalentes si y s6lo si son, respectivamente, los
grupos de cerces y polos de una funcidn racional del punto de
la curva.

Fijado un grupo G de n puntos de la curva, éstos corres
ponden a n puntos de la superficie de Riemann T, y los cerocs
de las funciones gque .los tienen por polos simples describen

r .
una 9 completa. Teniendo en cuenta que los ceros y polos de

terminan la funcién salvo contante, el nlmerc de parimetros

calculade en la versién de Riemdnn es s = r + 1. Si la gi

viene cortada por el sistema lineal f + 3. f 4....3 f =0,
) Q 11 rr

Yy suponemos gue G viene cortade por f_ = 0, la expresién ge

o]

neral de las funciones con polos en G es

L £ : .
MEgrn B+ ) ) et £
= g

fo f0

{8) Excluyendo ¢ no, en embos cascs, los puntos de indeterminacién.
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Lasa.adjuntas.de orden m-3 se obtienen por derivacidén de las
integrales abelianas de primera especie de T: en e =2cto, éstas

tienen la forma

Jx mEEéjELXl" dx

4] P

¥

donde g _4fx,y) = 0 es una adijunta de orden m—-3. De ahl ¥ de la
relacisn entre el género topolégico de T ¥ el nltmers de integra
les de primera especie, puede deducirse la coincideacia del gé
nerc de Brili-Noether econ el género topeldgico de T. Se observa
tambi&n la. relacifn entre las integrales abelianas de primera
especie y la serie canfnica; en particular aparece la relacién
entre el indice de especialidad de Brill-Noether y la determi
nacién por Roch de la diferencia s-(n-p+l) en términgé de in

tegrales abelianas de primera especie.

4.- La extensién del tecrema a superficie.

1.a extensién del tecrema de Riemann-Roch a las superficies
algebraicas { o a funciones algebraicas de dos variables) fue
intentadas por el propio Noether gue en 1886 d4ié una Jemostra-
cidn incompleta . Quierc exponer aqui la lirea de la demostra
citn de Noether, no sélo para evidenciar la admirable simpli-
cidad del razonamiento sino porgue tal razonamiento es la ba-
se de la primera demostracién completa del teorema, consequi-
da por Castellnuovc en 1896—9?i9}.

La curva algebrazica se ve ahora sustituida por una super
ficie algebraica, Pix,y,2z)! = 0, del espacio, considerada tam-
bi&én desde el punto de vista intrinseco, i.e., salvo sustitucio

nes racionales y racionalmente invertibles de las variables.

{9) Memerie Scelte, XXII y MXIII.
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Suvele elegirse un wodelo de la superficie cuyas singularids
des se reducen & una curva nodal (doble) sobre la gue se hallan
un nOmerc finito de puntos tfriples, modelo gue se obtiene por
proyeccitn genérica de un modelo no singular de un especic de
dimensidén cinco.

Los sistemas lineales de curvas reemplazan a las series
lineales: un sistema lineal de curvas viene cortade schre la
superficie por un sistema lineal de superficies del espacio,
eventualmente suprimidas las partes fijas. Se tiene ahora una
nocibn de eguivalencia lineal epntre curvas y, al igusl que pa
ra las series, se definen los sistemas lineales completos. Bl
ndmero de puntos de un grupo de una serie lineal se ve susti-
tuido por el grade del sistema lineal, nimerc de puntos de in
terseccién de dos-Curvas genéricas del sistema. {Supuesto é&ste
sin partes fijas y de dimensién no nulal.

El problema de Riemann-Roch es ahora la determinacién de
ia dimensién del sistema lineal completo 'C| determinado por
una curva €, determinacién equivalente a la del nlwmeroc de pa
rémetros de los gue depende una funcidn racional del punto Ge
la superficie con C como curva polar. Un andlogo de la serie
canbnica, el sistema candnico, se obtiene al considerar el sis
tema lineal determinado por las superficies de orden m-4 que
contienen a la curva nodal, llamadas superficies adjuntas de
orden m-4 (m orden del modeio).

Se llama g&nerc geométrico de la superficie,pq , al ng
merc de adjuntas de orden m—4 linealmente independientes, esto
ed, a laz dimensidn del sisteme canbnico aumentada en una uni~
dad. La serie candnica, y con ella el génerc geoméirico, tiemnen
cardcter intrinsecc. Podemos examinar & continuscifin los puntos

esenciales de la demostracifn de Noether: sea C una curva irre

- - =
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ducible elegida genéricamente en un sistema linesl de dimen—

sién no nula |CY:

Se observa en primer lugar gue, dado sobre la superficie
up sistema lineal jL| de dimensién 1, del gue lasg curvas gue
contienena C forman un sistema de dimensaifn h-I, las curvas
de |L] cortan scbre C una gerie lineal de dimensién 1-h. En

particular, puede tomarse |L| = |C|; la serie cortada por |C|

. . ; r-1 .
sobre C se denomina serie caracteristica y es una gn si

r=4dim [} ¥y n = gr}c].

Por otra parte se prueba ¢ue al reunir un grupo coertado
sobre C por una curva K del sistema canbnico con un grupo de
la serie caracteristica, se obtiene un grupo de la serie ca-

nbnica de ¢, i.e., simbhSlicamente

¥ =K-C4C-C
<

Noether aplica el teorema de Riemann-Roch a la serie caracte-

ristica, calculando
dim [ Cf=r=ign-pi {I}

donde p es el género de € e i el Indice de especialidad de la
serie caracteristica. Este filtimo, en virtud de la relacién
observada entre la traza sobre € del sistema canbnico y las

geries candnica y caracteristica de C es
i =14+ dim |K-C|

donde |K-C| es la serie lineal completa determinada por la

interseccidn de C con una curva del sistema canénico. En la
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hipStesis de que la jK-C] completa venga ceortada por el siste

ma canbnico K,

i =1+ dim jK°C] =1 4+ dim}K!~j=Pg-§ (I}

donde j, llamado indice de especialidad de Cl, es el niimero
de curvas del sistema canfnico linealmente independientes que
contienen a C.

Resulta pues de {(I) y (TII)
r=n—p-rpg-'}+l (ITTi

Sin embargo el razonamiento presenta dos puntos no justi-
ficadoa: al establecer 1a (I} se ha supuesto que la serie ca
racteristica es completa y ello puede ser falso a pesar de
que |C| sea un sistema lineal completo; en general la 4di-
mensidén de la serie lineal completa determinada por la
caracteristice serf r - 1 + & donde (=0} es la llamads

deficiencia de la serie caracteristica. Asi la (I) debe-

riz ser-

r=1,.,n-pas+ i-35

Algoe parecido ocurre con la {II), el sistema canénico no cor

ta, en general, una serie lineal completa sobre C de manera

gue el indice de especialidad ea

i=1+dim]K|—j+n=Pg—j+n

donde n{z0} es la diferencia entre la dimensitn de la serie

completa determinada por un grupo interseccifin de una curva
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de |K{ con C y la de la serie cortada por |K| que era la cal-
culada en (II). La (III) se cnvierte en

r=n-ps P ~3+l-54+n (Iv)

g
igualdad en la gue aparecen dos términos desconccides de =mig
nos contrarios gue impiden establecer ni siquiera uma desigual
dad. La eliminacién de & y m en esta filtima igualdad y con
£llo el establecimiento del tecrema de Riemann-Roch requiere,

como veremos, la consideracifin de un nueve génere.

%5.— El géfnero aritmético.

Tras la definicidn, por Neoether, del género geométrico

como el nfimers de sdjuntss ©o_as BPBTECE irmediataments la

posibilidad de calcularlo en funcidn de los caracteres de

la curva doble por medioc de la f6rmula de postulacién de Cay-
ley: esta férmula proporciona el nGmerc de superficies indepen
dientes de un orden dado que contienen a una curva dada del
espacic, si el orden de las superficies es suficientemente ele
vado. La aplicacifin de la férmula de postulacién al cdlculo
del nimeroc de adjuntas Pp.4 no proporciona siempre el resulta
do correcto: el género que se obtiene de dicho célculo es el
llamade génerc aritmético de la superficie, corrientemente de
signado por pa. El propio Cayley puso en evidencia casos en

los gque p, < ¢ {superficies regladas) mientras, por su propia

definicibén, siempre es pg = 0. Zeuthen probd el caracter inva
riante de p, de modo gue para una superficie se disponia de dos
géneros, pg Y Py obtenidos, respectivamente, por via geométrica y

aritmética; en opinién de Noether se trataba de un fnico invariante
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condos definiciones, de las quela aritmética JePermitia adquirir
valores negativos, prolongande y completando la definicién geo-
métrica.

La presuncién de Neether de que debia ser p, = pq para

Pa= 0 se reveld infundada al aparecer los primeros ejemplos de

superfié@e]}con 0= p, < pg {Castellnuovo 1891}, En sus traba-
Jos de los afios 1893-95, Enriques da un significado gqeom&trico
a la diferencia pq——pa, la llamada irregularidad de la super-—
ficie que permite establecer la invariancia de p, @ partir de

la gde Pq, logra deducir de {IV) una desigualdad para las super

ficies de irregularidad nula probando que en este caso 5=0.
Sin embargo, el resultado decisivo lo obtiene Castellnuovo en
sus memorizs de 1896-97: la irregularidad pg—pa es el mdximo
alcanzadoe por las deficienciazs de las series caracteristicas
de los diversos sistemas lineales de la superficie: en cual-
quler caso § < pg-—pa con igualdad en determinados casos. De

{IV) se obtiene ahora, al ser r = 0:
Tzn-P 4+ P -J+1

teorem2 de Riemann-Rloch para las superficies algebraicas gue
posteriormente se verd liberado de algunas hipbtesis introdu-
cidas en esta via de demostracidn (dim !Cf = 3, ¢ irreducible)
extendiendose al caso de curvas reducibles, con partes milti-
Ples, curvas virtuales, etc.. La demostracitn de Castellnuovo,
en extremo dificultosa, se vie mejorada por las posteriores de

mostraciones de Severi y Enrigues.



% -

6.- Algunas indicaciones biblicgrédficas.

Para el tratamienﬁo clésico del tecrema de Riemann—-Roch

en el caso de las curvas, pueden consultarse:

Enriques,F. Chisini,O. Teoria geométrica dells ecuazioni.

N. Zanichelli, Bologna, 1915-24{especial-
mente el volumen tercera).

Severi,F. Tratatto di geometria a2lgebraica. M. Zanichelli,

sclogna,1926.

En ambos se hallan notas hist6ricas e indicaciones bibliogréfi
cas acerca de las memorias ecriginales.
El tecrema para superficies se halla en:

Enriques.F. Le guperficie algebriche, N. Zanichelli, Bologna,

1349,

o en versidn mds actual:

Mumford,D. Lectures on curves on_an algebraic surface.
Ann. of Math. Studiesl59, Princeton Univer
sity Preas, 1966.
Una exposicién histérica acerca de las sucesivas versiones del
teorema, con abundantes indicaciones bibliogréficas, es:

Severi,F. Il teorema di Riemann-Roch per curve, superficie

e varietd. Cuestioni collegate. Springer-

Verlag, Berlin, 1956.
versiones actuales del teorema referidas a variedades de dimen
si6n arbitraria son las de

Hirgaebruch,F. HNeue topologishe Metoden in der Blgebraischen

Geometrie., Erg. Math. §Springer-Verlay,Ber-
lin, 1956.
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Borel,A. Serre,J.-P."Le théordme de Riemann-Roch" Bull.

So¢., Math. France, 86 (1958}

Se hace necesaric advertir gue existen algunas discordancias
eitre la nomenclatura cldsica y la de algunos tratados actua-
les: en particular los autores modernos suelen llamar género
aritmético al gue se llamaba género aritmético virtual (Seve-
ri, Tl teoremad di Riemann-Roch... va citado, rag. 69 v sig.).
gue no tiene caracter invariante y no coincide con el género
aritmético clisico més gque en el caso de variedades no singu-—
lares. Bsimismo. en el marco de la teoria de esquemas, es
corriente emplear nociones mds restrictivas de eguivalencia
lineal, no invariantes. que coinciden con la clisica en el

vaso de variedades no singulares: véase por ejemplo, en la obra
citada de Mumford, la egquivalencia de divisores de Cartier o
en 1los "Groupes algebriques..” de Serre, un "teorema de Riemann-
Roch” para curvas singulares gue en apariencia contradice el

punto de vista intrinseco de Riemann.





