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Cohomologia _sobre el espectro de un dlgebra de Banach

F. Puerta
l.- Introduccitn

Desde gque hace aproximadamente 30 afios diversos auto-
res rusos, especialmente Gelfand, estudiaran las propisda-
des topoldgicas del espectro de ideales maximales de un 81
gebra de Banach conmutativa, guedd establecida una conexidn
natural entre la categoria de dlgebras de Banach y la cate
goria de espacios topoldgicos compactos {localmente compac
tos si el dlgebra no es unitaria}: la gre a cada dlgebra
de Banach A hace cdrrespOnder su espectrc de ideales maxi-
maies XA'

Se han venido derivandc desde entonces aplicaciones di
versas de la teoria asi iniciada, a diversos campos del and
lisis funcional: andlisis armdnico, operadores, funciones
holomorfas, etc. Mis reclentemente y como consecuencia de
inportantes teoremas de Brens 3@ ha iniciado el estudio de
cbdmo pueden caracterizarse los Jdiversos invariantes topold-
gicos del espectro de un dlgebra de Banach A: grupos de ho-
mologia, cohomologia, homotopia,..., a través de la estruc-
tura de A. En una de astas direcciones, grupos de cohomolo-
gia de Cech, se han cbtenido descripciones satisfactorias
de los grupos HO{¥XzZ), H'(XZ) y HZ(X,2) en términos de cual
guier &lgebra de Banach cuyo espectro sea X. En otra direc
cién, teoria K, se obtienen descripciones completas de todos
los grupos de cohomologfa gue en dicha teoria aparecen, en
términos andlogos al caso anterior. Vames a tratar de preci

sar debidamente los resultados a que acabames de referirnos.



2.~ Tegrias cohomoldgicas

Uns teorfa homolSgica (cohomoléigica) es una sucesidn
de functores {cofunctores) de la categoria de espacios to-
poldgicos en la de grupos abeliancs que satisfacen ciertos
axiomas. La naturaleza de estos axiomas viene fijada por
el tipe o tipos de teorfas cldsicas de homologia ¢ cohomo
logia gue se desean englokar. Por ejemplo en la obra "Fun
dations of Algebraic Topology” de Eilenberg-Steenrod se
da una axiomdtica que es verificada por las teorfas de ho
mologla singular y cohomologia de Cech, entre otras. Di-
cha axiomfitica tiene el interés, esencialmente,de permitir
la deduccién de importantes teoremas de la teorfa a partir
de los axiomas, y da resultados generales de topologia ¥
&lgebra, sin necesidad de recurrir a la definicién especi-
fica de la teorla homoldgica en cuestifén, cobiteniéndcse asi

una considerable simplificacidn en las demostraciones,

Laaparicidn de nuevas teorfas cchomolégicas como la
teoria K ha obligado a limitar la exigencia axiomdtica, al
objeto de dar cabida a estas nuevas teorfas, pudiendo citarse
an este sentido las cobras " Cohomology Theories" de E. Dyer

y "General Cohomclogy Thecry and K-Theory"” de P. Hilton.

Una exposicibn sintética y particularmente @til de axio
matizacién de teorias cohomelégicas es la gque figura en el
articule " Banach Algebras and Topology'de J.L. Taylor y

que pasamos a describir.

Una teorfa cohomoldgica generalizada reducida (TCGR)

es una familia (ﬁ’}p ” de cofunctoras de la categoria de
€



compactos punteados,ksa, 2n la categorfa de grupos abelianos,

gv‘ﬁlr con una familia de transformaciones naturales

- —p+
8™ HP(Y} - B ']'{X/Y) para tode par X, Y de Kfcon Y X
tales gue '

p

1} Centinuidad: Cada H® es continuo.

2) Exactitud: Para todo X.¥Y como los anteriores, la sucesidén
KL LI
& BPxen L BP

es exacta,
(Se ha utilizado |.n para las aplicaciones de inclu-

sién Y - X v proyeccidn X - XY, raespectivamente. 5e ha es

crito, para simplificérla‘“’ en lugar de 5*9 1.
Decir que un cofunctor H de { P en {gfl} es centinuo
significa que, dada la familia (¥ )Q con X g H?conteni-
2 [4

dos todos en ¥ g ,‘{P con 21 mismo punto base y supuesta di-
cha familia filtrante por inducién si X = lim X , es

. - v i
ﬁ(x) = l&'m ﬁ(}(ﬂ). La propiedad de continuidad es més fuerte
gue el clasico axioma de homotopia. Se demuestra, en efecto.

que 51 H es continuo ¥ g,y * X o ¥ son aplicaciones homoto

pas de KP en KP se verifica la igualdad

Se deducen entonces de los axiomas antericres las pro-

piedades
1) Hipt) = 0.
2) 5i X es contrictil 'ﬁp(x) = 0.

3) Para todo X e}(P. f{p(){) = pP+ l{sx}. donde SX = 81;1 X =

(Rx X)* =38" « X/t xX 4 87 x {x,}, &oy x, son los

39
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pvuntos base de S1y X, resp.] es la suspensién reducida de X.

4) Si ¥« X es un retracto de deformacidn

P x) = 20y @ HE(Y).

Cldsicamente las teorfas cohomolégicas se definen so-
bre pares compactos. En esta situacidn general también pue-
de darse una axiomdtica para este caso. De hecho, como dirg
mos, ambas formulaciones son equivalentes, en el sentido de

gue pueden deducirse una de otra. Una teorfa cohomoldgica

generalizada TCG es una femilia (H8 de cofunctores de la
PeZ

categoria de pares compactos [X,¥) con ¥Ye X en la de

grupos abelianos, con una familia de transformaciones natu-

P+l

rales & HP{Y) - H (X,Y¥}, gque verifican los siguien-

tes axiomas :

1) Continuidad: cada Hp es continuo.

2y Escisién: Si K.L son compactos de X tales gque
KyL= X, laineclusién i{K,XK n L} =~ (X,L} induce un isomor-
fismo HP(x,L) = BP(X,K n L).

3) Exactitud: para tode par compacto (X,¥), la sucesién

4 5 2
e = HP(X,Y)H—» HP(X)L—'» HP(Y) 6—-3 HP+ I(X;Y)—* “aa

es exacta.

(Se handenotadom y ¢ las-inclusiones X= {X,plc (X.Y).
Y= {¥Ygle X}.

Una teorfa cohomgl&gica en el sentide de Eilenberg-Steen

rod, verifica los axiomas anteriores {sustituyende el axio-

ma de continuidad por 21 de homotopia) y ademés el de
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4} Dimensidn: Hp{pt) =0 sipgF 0, Ho(pt) =z

{Si se define la teovia cohomolSgica sobre pares de espacios
topolbgicos, no necesariamente compactos, el axicma de esci-
gién se debe modificar convenientemente).

Los axiomas de una teoria cohomelégica en el sentido de
E-5, determinan &sta de forma finica, salvo isomorfismos, si
se define sobre la clase de espacios triangulables.La axio-
mitica dada agui aerantiza, segfin Taylor, la unicidad para
pares compactos. Para T.C.G., la situacién es considerable-

mente mis complicada.

Para las tecrias cohomol6gicas generalizadas se tienen

propiedades sndlogas a las anteriores.

Si (FIP)p cz 5 una T.C.G.R., se define una T.C.G.,

p)P, mediante HP(x,v) = §F(x* ) (=BFxA) si Y # gl

(H

Reciprocamente, si (Hp)p es una TCG, ae define una TCGR,

(ﬁp)P a través de
8P = 8%, (20

donde x, es el punto base de X.
Las correspondencias aai definidas son inversa une de otra,
BEste resultado precisa el sentido de la equivalencia a que

nos hemos referido anteriormente,

2} Cchomologia de Cech.

Un ejemplc de tecrfa cohomolfégica es la cohomologia de

Cech., De hecho la cchomologlia de Cech a coeficientes enteros
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o en general en un grupe abeliano cualguiera, es un caso par-
ticular de la cohomologfa de Cech con coeficientes en un haz

que describimos brevemente.

Sea ¥ un espacio topoldgico y sea U = (Ui)_ un recu
i

I

brimiento abiertc de X. Para cada hasz f‘ sobre X ¥ peZ

p 2 0, designemos por CPM:F) el grupo abeliano (si 4 es
un haz de grupos abeliancs) de las aplicacicues { gue asignan
a cada ordenada (p+ 2)-pla Ug,Uy,.... Up de elementos de 1L

un elemento f£(U..., Up} e Ii0g A...0 Up), esto es,una seccidn
sobre Uy n... n U, . {Con T {g) = 0). Se define un e¢perador

cohorde

5 CPALFY » P lang)

por

. _ . ~
(6 £} (Ug,....U_ ) (-1} EUgreveerUyo-aanU 0

= I A
P+l psicpel

n
prl 0,0 Nup g
Se cumple gque §2= 0 con lo que C*(1b¥) = (CP{Q:T),a)p es un
complejo de cocadenas. Su grupo de cchomologia lo designamos
4
per H { ;%).
$i U es un refinamiento de . a teda ) : V- W tal que

y (¥} oV corresponde

Vo Fase) - e
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definida por

Ly

# el = F( (V) eoes MV
{n ) {vq vp) (3 (Vo) { p))/ R .

gqua da lugar a una aplicacifin
Vo BN QUF) o BN

gque es independiente de 3.

Se tiene entonces, por definicidn

#P08) = lim 1 QLF)
u

HP{X,F} es el p-ésimo grupo de cchomelogla de Cech de X con

qoeficjentes o valores en el haz f .

Los cldsicos grupos de cohomologia de Cech de X, con cog
fientes en un grupo abelianc G resultan de tomar en la cong

truccifn anterior como fﬂ el haz constante G.

La cohomologia de Cech para compactos con coeficientes
en G se define, si (X,¥) es un tal par, considerando el subgru

po c¥@LY,6  de Cpru,q} formade por las fe Cp(u,G] tales que
f{Ug.e.a.U Y =0 51 (U L U Y
{Uq P i {Uy n ﬂp £
¥ procediendo & partir de agui de mode andlogo al anterior.

La cchomologia de Cech para pares compactos asi definida es

un ejemplo de teorfia cohomolégica .
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3) Primera descripcibén de los grupos HP(X,ZT} para p =0,1,2.

Si X es un espacio compacto designemos por: ¥(X) el haz
de gérmenes de funciones continuas de X en T, @(X)—l el haz
de gérmenes de funciones inversibles del haz anterior v Z

el haz constante sobre X. Se tiene entonces la sucesidn exag

ta de haces

0 » 7 & ww =X et Lo

. . 2ari
donde i es la inclusisén natural vy ex(f} = e "lf.

Se deduce de agui la sucesién exacta de cohomologia pa

ra haces

0 = HO(X,Z) - HC(X,@00) - HO{X, €0 1) o

D HUKZ) » H(X €KX B Ee ™Y - ... .

Teniendo en cuenta que ¥(X) es un haz fino y que HO(X.§) = p(X.§)}

{secciones globales)., resulta la sucesidén exacta

B TKE) o T (GLEX) » TOLE® ™) o HILE) , 0 -
-1

+ HI(X,8(X) ) » H2{X,Z) 4 0 & ...

de donde se obtiene

1

a) HO(X,2) = p(X,Z) = Nuc (ex: C{X} » C(X) )
b) HY(X,2) = C(x)" 1/ ox c(xy = Conue (ex: CiX) o e
¢} H2i(X,2) = HT(X.C(K)ql) = Vect1(x} (Fibrados vectoriales

complejos de dimensidn 1 scbre X}.
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Estcs resultados son wvdlidos si se sustituye X por una
variedad diferenciable (separada y con base numerable de abier
tos} y ¥(X) por £(X) haz de gérmenes de funciones diferencia
bles o aun por una variedad compleja de Stein vy el haz de gér

menes de funciones holomerfas g({X), respectivamente.

Tal como se ha dicho er la introducciédn v remarcamos ahora,
este tipo de resultados son los que justifican su intento de ge
neralizacidén para cualguler dlgebra Banach o Frechet. Concretén
donos a b}, la igualdad en cuestidm nos dice gue la topologia
de X, pues H'{X,Z) es un invariante topoldgico de X, nos infor
ma scbre los elementos inversibles de ¥{X) gue admiten loga-
ritme.,. Por ejemplo, si X es un grupo de Lie semisimple com-
pacto, resulta gue H' (X, Z)= 0, con lo que toda funcidn di-.
ferenciable compleja scbre X admite logaritmo. Esto se demues

tra viendo:

a) gue H'(X,Z) es sin torsién a través de H1 (X, 7} E C(X)-léxc(xj

b} El primer nGmerc de Betti de X es cero.

1) Sequnda descripcifén de los grupos HO,HI, R2,

Tal como Se aczba de 8ecir. el hecho de Goe me shtengan zesultadeos and
logos para las &lgebras de funciones continuag,.diferenciables u
homolorfas y que en todos los casos el espectro del dlgebra
correspondiente sea el espacioc de definicién ha movido a
diversos matemdticos a intentar la correspondiente generaliza
cifn para cualquier filgebra de Banach, Fréchet,....Se tienen

en este sentido los siguientes tecremas:
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{Shilov) Si A es un flgebra de Banach conmutativa unitaria de

espectrc maximal XA' la transformacidén de Gelfand induce un

isomorfismo de HG(XB-Z} en Muc (ex: A - A_l]

{Arens-Royden) En las condiciones del teorema anterior, se tie

ne el isomorfismo H’{XE,Z} = A-l/ex a = Conuc {ex: 2 = Aﬁl]

{Forster) En las mismas condiciones se tiene el isomorfismo

~

HE(XB.Z) * Pic (A), donde Pic(ad} llamado grupc de Picard de A,

es el grupo de los A-mé&dulosz proyectivos finitamente generados

inversibles respecto del producto tensorial.

Loz dos pDrimerps teoremas son vdlidos para dlgebras de
Fréchet, considerandc el espectro topoléigico de A, ez decir,
al de ideales maximales cerrades. (En el casoc Banach (oincide
con el maximal). En cuanto a las demostraciones, seflalemos
que para los dos primeros se utilizan bdsicamente ios teore-—
mas de cdlculo funcional holomorfo sobre el espectre de dl-
gebra de Banach. En cuanto al tercero, la demostracién gue cong
cemos es un tanto indirecta, en el sentido de gque utiliza

elementos de la teoria K.

4) Teoris K.

La teoria K tiene su origen en los teoremas de periodi-
cidad de Bott relativos a la estructura de los grupos de ho-
motopia de U{n) y O{n}. Concretamente dichos teoremas dicen

. i4.2 .
gue sin > ——15—— {resp. n= 14 2}, se tiene para todo

iz=0
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ni+2(U(nH = wi(U(n))(rESP. ni+8(0(n)) = wi(O(n))L

Estos teoremas inicialmente demostrados por Bott, fusasron
redemostrados en el marce de la teorfa K por Atiyah y Hirze-
bruch, quedando como casos particulares de una situacién mis
amplia cuyo esgquema base 5 el siguiente

K

. /””Fﬂ-.ﬂ;- hﬁhﬁh‘ﬁ\

Espacios __jz__. Categorias ¢ Monoides g' Grupos (1)

- = _— - —— a
compactos e, aditivas abelianos abelianos
%

donde

?E {resp ?; } denota el functoyr contravariante que a todo
espacic compacto X, asocia la categoria aditiva de los fibra
dos vectoriales complejos (resp. reales) de dimensién finita
v base ¥ y gque a toda aplicacién contfnua f: X - Y asocia

el functor aditive “imagen reciproca por £, £

# asocia a toda categoria aditiva, el monoide abeliano
de las clases de isomorfismo de cbjetos de la categoria.

¢ es el functor simetrizacifn, gue a todo monoide abe-

liano asocia el grupo universal abeliano correspondiente.

X se define mediante la compesicidn: K = ¢, 5.

Finalmente,

Ky = $r ° Koo K= fp° K

Designemos para simplificar por K indistintamente a Kg c?}(]R .

El functor K estd definidoen la categoria de espacios compactos.

Si X es un compacto punteado con punto base gxo} , apartir de las
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aplicaciones naturales i:{xgl= X, J: X - (xg} es posible
definir un functor X sobre 1la categoria AP que verifica la
igualdad: K(X) = R(X) ©Z. El functor K de {F en B AL es
el gue proporcicna la informacién intaresante de K. La
interpretacién de los teoremas de Bott en teoria K se basa en

las igualdades

®(s™

nn_l(U(n)) {caso complejo)

x(s™

nn_l(o(n)] {caso real).

El functor K verifica un tecrema de periodicidad a tra
vés del cual define una TCGR, gue es proplamente la teorfa K,
Esta teoria construida a partir del esquema {1) presenta in
convenientes de tipe prdactico, pues entre otras cuestiones el
c8lculo efectivo de los K" resulta diffeil,

Una nueva opcidn de construir esta teorfa viene sugeri-
da por el siguiente conocido resultado {Swan). 8i X es un com
pacto ¥y C{X) el anille de funcicones continuag sobre X, la ca-
tegoria aditiva F{(X) de los fibrados vectoriales sobre X de
dimensién finita es équivalente a la categoria aditiva de los
m&édulos proyectivos finitamente generados sobre C(X): l2 equi
valencia se realiza a través del functor p gue a todo fibrado
vectorial E 4 X asocia el C(X)-mSdule p{E} de las secciocnes
globales continuas de E. Podemos considerar entonces el dia-

grama
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Espacios
compactos

|
c Categorias _H Grupos

"”//’,”, aditivas abelianos

{2}

Anilles

en el que C se define mediante X4 C{X) v P es el functor
que a tedo anille A asocila la categoria aditiva de los A-m6du
los proyectivos finitamente generados. Entonces ls K-teoria
algebraica {Bass} consiste en definir y estudiar functores
K"n de la categoria de anillos en la de grupos abelianos con
la evidente condicién: K" % K P. Una tal teoria no ve-
rifica desgraciadamente, el teorema de periocidad de Bott,

. n . n
ni K" se factoriza a través de K para n # 0.

Una nueva posibilidad aparece si se considera gque C(X)
e3 de heche un &lgebra de Banach respecto de la norma de la
convergencia uniforme. Es posible entonces definir una suce-
sidén de functores scbre la categoris de Slgebkras de Banach
conmutativag y unitarias, que llameremos teoria X sobre élge
bras de Banach, que verifica el tecrema de perlocidad de Bott
y factoriza para todo n a través de la teoria X topolégica
(correspondiente al esquema {1)). Esto es

. C teorfa K
EspAcics Algebras de Grupos {

compactos Banach abelianog

K}

tal es la conatruccién que se desarrolla en el articulo

“Algebras de Banach y topologla" de J.L. Taylor ¥y gque desarro
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llaremos brevemente mds adelante.

Finalmente, M. Karcubi ha desarrollade recientemente una
teorfa K para anillos de Banach gque contiene a la vez los mar-

cos algebraicc y topolégico, a través del esguems

Espacios
compactos
Algebras P
——__1%0rgfs
Banach K Banaqh
Anillos de teoria K Grupos
Banach general Abelianos

Anillos /

unitariocs \\—__.._____.———-/—

teoria K algebraica

Un anillo de Banach es un anillo & (no necesariamente

conmutative ni unitaric) con una aplicacién (norma}

Bl =3 - RY tal que
1) |Ix|] =0 si x = 0,
2) ¥ x & A, |i-x|| = jixi],

DV ey e d fxeyll = ¥+ Lyl
4) Existe ; > O tal que V¥V x.¥ ¢ A, [|xylls C”XILHY“,

5) A es completo respecto de la métrica (x.y) -» [ix-v|.

La categoria de anillos de Banach contiene evidentemen-
te a la de &lgebras de Banach asf como a la de anillos: to-

do anillo A puede dotarse de una norma mediante:
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ij®)]=0 six =0, ijx|[=1 six# 0.

5) Teoria X para Slgebras de Banach.

El tecremz de Arens—Royden seglin el cual
_l —~
A “Jexf{ay = C(XA)/ex C(XA} para toda dlgebra de Banach con-
mutativa unitaria. fue generalizada por BArens probando gue

la transformacién de Gelfand induce un isomorfismo

e

GLn (&).

/ GLn(C(KA}]/

2 o

x Mn( ) ex Mn{C(XA]}

¥V n> 0, donde GLn(A} es el grupo inversibles del &lgebra de
Banach Hn{A) . {matrices nx n con coeficientes en a). Ello mo
tiva la definicitn de un grupo Kl'(A) a partir de estos cocien

tes, gue ablo dependers del espectro de A, Si denotamos

—GL_(a) -
= n /GLﬁ (A} . _

L_{A)

donde GLg {A) es la componente conexa de La identidad en

GLn (34), que coincide con exun{A), reaulta gue la inclusidn

natural ) ‘-.
GL {3) — GL {&)
n Tip T
] -
a = — ag I .
induce una inyeccisn Ln(A) - Lm(A] , con la importmnte parti = ' .

cularidad de que la imagen de L () por la inclusién anteriog - ..
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es un grupo conmutative ¥ m = 2n. Ello permite definir
Kl {B} mediante:

Kﬁm tl? L#M

con lo que claramente KI(A) 5610.depende déi espectro de A,
La correspondencia A - Kl(A) eg un functor de la categoria
de dlgebras de Banach {4(3) conmutativas unitarias (e.u)
‘en 'g.;(ﬁ . gque designamos por K.

S5i A es de -f(Bc.. no necesariamente unitaria se de-
fine EI(A) = K1(A+) donde a*= A & T es el dlgebra de Banach
unitarizade de A, resultando que, asf mismo, la correspon-

dencia A 4 “K, (3} es functorial y extensi6n de K, .
i i

El functor K1 eg tal que si A e&s un &lgebra de Banach con-
mutativa, e I un ideal cerrado de A, la sucesidn exacts

0-I2 A%, a/1 L 0.

induce la sucesifn exacta

" i* *
Ky (I} = tha) I, KI(A/I) ,

Siguiendo el paralelismc con la cohomologia de Cech, -

as{ como Kl(A) se definid a partir de

. Ln(A) Gpn(A}/ ex Mnta), KD(A) se va a definir a partir de

Qn(h) = Nuc({ex: Mn{A)... GLn{A}).
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El proceso es el siguiente:

1) Qn(A) es el conjunto de aeMn(A) tales que e2n1a =1,
Coneideremos el conjuntoe U Qn (A} y definimes
n
a 9
a@ghb-= (O b) o a,b g E inﬂl

2) En U Qn {d) definimos la siguiente relacién:
n

Dados a.b ¢ (4 Qn(A) diremos gue a y b son equivalentes si
n

existen extensiones triviales de a y b, a g Or. b3 Os'

gue son conjugadas, esto es tales que existe u ¢ GLP(A)
que verifica

ag o0 =uibg O} uﬂl.
r -]

Definimts entonces
TR) =UQ () /o~

J{A) es un semigrupoc conmutativo con la operacién &.

3) Sea UJ(A) el grupo universal simetrizado de J{A). Note

mos f{a} la clase de a ¢ Qn(a) en &l ¥y por + la operacidn
del grupo. Puesto gue en Qn(A) tenemos una operacidn 4

para elementos que conmutan y gueremos gue sea compatible

con la suma de UJ(A), consideremos el subgrupo JO de

UJ(d) engendrado por los elementos de 1a forma

{8+ b} -(a}- (b} donde'la,h [ Qn1n) connutan; definimos
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entonces

KO(A] = UJ(A)/JO

y designaremos por [aj la clase de a- ¢ Qn(R) en KO(A).
KG(A) es un grupo abeliano y [a4 bl= {al 4 [b] si

a,b ¢ Qn(ﬂl ¥ conmutan, La correspondencia K :A-,Koth}

3]
es un functor de ABewen ‘3:&6

Si & no es unitaria, tenesmos la sucesidn exacta

-+
Dsada o8 4O L0

donde A* = A @ € es la unitarizada de A. Pues bien, se de

fine

- _ +

KO(A} = Nuc (KD{A ] - Ko(l‘),
de donde resulta,

+
K (A7)

e
R
ey
)
=
[0}

La correspondencia RO: & . RO(A) es un functor de a{fc an

%e‘&. y extensién de KO

El functor iO verifica una propiedad de exactitud analoga

a la de Rl: 5i A ¢ J(BC , & I es un ideal cerradoe de A, la

sucesibn exacta

0 - 12, 8, a/s1 L0

-induce una sucesifn exacta



KOfI] ~ RO(R) -+ KO(R/I}

El grupo KO(A) tiene vna descripcidén més simple que la

anterior y gque de heche es le que se utiliza para demos-
trar la exactitud anteriocr y obtener una representacién par-
ticularmente cfmoda de sus elementos. Consideremos el con-

junte Pn{h} donde Pn(A) son los idempotentes de Mq(A).
n r
Este conjuntoc es cerrado respecto de ¢ con lo quelJPn(a}/ -~

es un subsemigrupo de J(A}, Pues bien el grupe universal
simetrizado del cociente anterior resulta ser isomorfo a
KO(A). Se obtiene de aqui que:

a) Tode elemento de Ko[h} es de la forma [p]—[Inj donde

p es8 un idempotente.
: + ~ . .
- A
b} [p] [In] € KD(B ) es de KO( ) i y s6lo si el rango
de la proyeccién de p en Mm(I) es n {p e Pm[h*)).

c) Dados dos idempotentes p.q, es [p]={q] si y sblo si

P&® In ¥y d eIn 2on conjugados para algin n.

Finalmente se demuestra la existencia del morfismo

o - A
L KL(R/I} -+ KG(I}, gque hace exacta la sucesién:

+
R D - R ) - & /D8 B0 - Ry » Rotasm)

: . #*
y de isomorfismos ¢, a"

ot R () -+ Kqls2)

it ~ -~
g8 K (B) - Kl(SA)
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donde SA es la llamada &lgebra suspandida de A formada
por las aplicaciones f : [0,1] - A tales que E(0y=£{1)=0.
El calificativo dado a SA se debe a gue el espectro de
{587 es la suspensién de la compactificacién del espec
tro de &.

De los isomorfismos anteriores se deducan los importan
tes resultados siguientes :

1 K () = R (s%8) (Tesrema de pertodicidad de Bott).

2) Se tiene la sucesidn exacta:
8" - N % - g
2o RQ(T) » RA) » KGA/T) — K a) - R A K (B/D) .
donde 6% ='(a*)i105*asﬂ.

5i definimos entonces para todo compacto punteado
¥ de base x,

&) = Ry (C X))

&2 = R (e, oz

donde Cg{X) es el dlgebra de Banach de funciones nulas en
¥, ©obtenemos una TCGR, que verifica, ademds el teorema de pe

riodicidad:’

Fox = s, P € 2

Los teoremas de Arens y Bott prueban que cotx) puede sug

tituirae por cualguier &lgebra de Banach de espectro X.
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De acuerdo con la teoria general., obtenemos una TCG a par

tir de {%p)p definiendo para todo par X.Y de compactos con

¢ FY c X,

xPix,v) = RP(x/y) .
Si ¥ =g se define KP() = kP(x,3)= R (x*)
resultando gque

P (x,v)

It

]
=]
.
T
m
-
"
RS
b4
[N

KP(CG(X/Y)) p

K- (X)

1
=
—
.

KP(CD(X)) P

6) Comparacién con la teoria X topoldgica.

Tal como se ha dicho en 4), la tecrfia K topolbgica se
construye a partir del functor K del modo siguiente: Si X es
un espacic topolbgico compacto, Vect (X)) denocta el conjunto
de clases de isomorfismo de fibrados complejos sobre X de
dimensién finita. Vect (X} tiene una estructura de semigrupo
con la suma directa cowo operacién interna. Pues bien K(X) de
nota el grupe universal simetrizacién del semigrupo abeliano
vect (X), verificéndose el isomorfismo K(X) % K (X). La de-
mostraciftn de este isomorfismc se basa en el teorema de Swan
ya citada. seglin el cual el functor ' "tomar secciones glo-

-bales” es un isomorfismo de la categoria de fibrados vectoria
les complejos de dimensifn finita schre X. en la de C(X)-mb
dulos proyectivos finitamente generados. Si & = C{X), ¥y M
es un A-m&dulo proyectivo finitamente gesnerado, existird N,
A-mb6dule, tal que M@ N = af para algln r: la proyeccidn

{m,n) + (m,0) determina entcnces un idempotents p de Mr(a).

A partir de agui es fdcil comprobar el isomorfismo en cues-
tién. .
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7 Conclusifn.

Yolviendo scbre el tema inicial, vamos a remarcar al-
gunos de los resultados que se han mencicnado. Hemos visto
comoe los primercs grupos de cochomologfa de una variedad di
ferenciable {(compleja) se podian interpretar =z través de su

estructura diferenciable (comﬁle;a). Recordémoslos,

cm(x) "1/

L
H{X.2 ) ex o, (X}

5% (x, 21 = veet! (x)

v andlogo para el gaso complejo. Otras descripciones de los
grupos de cohomologie las dan los clé&sicos teoremas de de Rham

y Dbulbesault , & través de

P £
,R) = 2Z [formas cerradas
BT X. R) p( e Vép(formas exactasg)
dsimismo el teorema de Riemann-Roch para superficies de Rie-
mann establece una relacidn del mismo género de las anterio-
res. En este ¢aso se tiane

aim 1% (M, 8 () -@im B (Mg () -cle) = 5 x (0

para toda superficie compacts consxa M y para todo fibrado

g e H iM%

Mencionemos finalmente el teorema segflin el cual todo fi-
brado continuc sobre uma variedad diferenciable, admite wuna
estructura de fibrade diferenciable, con le que carece de in—
terés el estudic de una teoria K "diferenciable”, esto es, po

C LA
drfa escribirse ¥ O{X} = K [X).
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La importancia de estos resultados dan la medida del in
terds que tiene el estudioc de las relaciones entre invariantes
topolégicos del espectro de un dlgebra topoldgica y propieda-
des que dependen mds especificamente de la misma. En este sen-
tido podemos citar los importantes teoremas de Shilov, Arens-Rocy
den, Forster y Arens, ya mencionados, y que contribuyen a man

tener sl interés de proseguir aste estudic.
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