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1 .- Introducción

Desde que hace aproximadamente 30 años diversos auto-

res rusos, especialmente Gelfand, estudiaran las propieda-

des topo:l5gicas del espectro de ideales maximales de un ál

gebra de Banach conmutativa, quedó establecida una conexión

natural entre la categoría de álgebras de Banach y la cate
goría de espacios topológicos compactos (localmente compac

tos si el álgebra no es unitaria) : la que a cada álgebra

de Banach A hace corresponder su espectro de ideales maxi-

males XA .

Se han venido derivando desde entonces aplicaciones di

versas de la teoría así iniciada, a diversos campos del aná

lisis funcional : análisis armónico, operadores, funciones

holomorfas, etc . Más recientemente y como consecuencia de

importantes teoremas de Arens se ha iniciado el estudio de

cómo pueden caracterizarse los diversos invariantes topoló-

gicos del espectro de un álgebra de Banach A : grupos de ho-

mología, cohomologia, homotopía, . . . . a través de la estruc-

una de estas direcciones, grupos de cohomolo-

gia de Cech, se han obtenido descripciones satisfactorias

de los grupos HO (X,Z), HI(x,Z) y HZ(X,Z) en términos de cual
quier álgebra de Banach cuyo espectro sea

tura de A . En
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X . En otra direc
ción, teoría K, se obtienen descripciones

los grupos de cohomologia que en dicha teoría aparecen, en
términos análogos al caso anterior . Vamos a tratar de preci

ser debidamente los resultados a que acabamos de referirnos .

completas de todos



2 .- Teoria.s cohomol6gicas

Una teoría homol6gica (cohomol6gica) es una sucesión

de functores (cofunctores) de la categoría de espacios to-
pol6gicos en la de grupos abelianos que satisfacen ciertos

axiomas . La naturaleza de estos axiomas viene fija.da por

el tipo o tipos de teorías clásicas de homología o cohomo

logia que se desean englobar . Por ejemplo en la obra "Fun

dations of Algebraic Topology" de Eilenberg-Steenrod se

da una axiomática que es verificada por las teorías de ho

mología singular y cohomología, de Cech, entre otras . Di-

cha axiomática tiene el interés, esencialmente,de permitir

la deducción de importantes teoremas de la teoría. a partir

de los axiomas, y da resultados generales de topología y

álgebra, sin necesidad de recurrir a . la definición especí-

fica de la teoría horciolVg .Lca . en cuestión, obteniéndose así

una considerable simplificación en las demostraciones .

Laaparición de nueva.s teorías cohomol6gicas como la

teoría K ha, obligado a limitar la exigencia axiomática, al

objeto de dar cabida a estas nuevas teorías, pudiendo citarse

en este sentido las obras " Cohomology Theories" de E . Dyer

y "General Cohomology Theory and K-Theory" de P . Hilton .

Una exposición sintética y particularmente útil de axio

matización de teorías cohomol6gicas es la que figura . en el
articulo " Banach Algebras and Topology"de J .L . Taylor y

que pasamos a describir .

Una teoría cohomol6gica generalizada reducida (TCGR)

es una familia

	

(ü')
P

	

Z
de cofunctores de la categoría de

e



compactos punteados, k~, en la categoría de grupos abelianos,

1"x.4 con una familia de transformaciones naturales

6* : Hp (Y)

	

.,

	

Hp + 1 (X/Y)

	

para

	

todo par X,

	

Y de sp con

	

Ye X
tales que

1) Continuidad : Cada Hp es continuo .

2) Exactitud : Para todo Y.,Y como los anteriores, la sucesión

. . .

	

HP(X;Y)

	

HP (X)

	

Hp (")

	

ilp¢
j
(X/Y)

	

. . .

es exacta

(Se ha utilizado :,rr para las aplicaciones de inclu-

sión Y -. 'X y proyección

	

X'-. X/Y, respectivamente . Se ha es

Grito,

	

para simplificár,6'` en lugar de 6*p ) .

Decir

	

que un cofunctor H de K P en

	

es continuo

significa que,

	

dada la familia

	

(X
s

)
a

	

con X
a e ~ 9conteni-

dos todos en Y e ~ P con el mismo punto base y supuesta di-

cha familia filtrante por induci6n si X = lim X , es
F a

H(X) = l~m H(X.) . La propiedad de continuidad es mas fuerte

que el clásico axioma de homotopia . Se demuestra, en efecto,

que si H es continuo y : X -+ Y son aplicaciones homoto

pas de <p en XP se verifica la igualdad

;*

	

=

	

y*

	

.

	

3(Y)

	

--

	

H ',X) .

Se deducen entonces de los axiomas anteriores las pro-

piedades

1) H(pt) = 0 .
2) Si X es contráctil !!p (X) = 0 .

3) Para todo X el(p, Hp (X) = Rp+ 1 (SX), donde SX = Sl A X =

(IR x X_ )"' = S'

	

X X/(cm} x X U S'

	

x

	

{X.} .

	

(co y xp son los
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puntos base de S 1y X, resp.) es la suspensión reducida de X .

4)

	

Si Y a X es un retracto de deformación

HP (X)

	

= !p (X,'Y)

	

® Hp(Y) .

Clásicamente las teorias cohomol6gicas

	

se definen so-

bre pares compactos . En esta, situación general también pue-

de darse una axiomática para. este caso . De hecho, como dire

mos, ambas formulaciones son equivalentes, en el sentido de

que pueden deducirse una de otra . Una teoría cohomol6gica

generalizada

	

TCG es una familia(H9

	

de cofunctores de la
pez

categoría de pares compactos

	

(X,Y)

	

con Y c= X en la de

grupos abelianos, con una familia de transformaciones natu

rales

	

b

	

: Hp (Y)

	

- Hp+ 1 (X,Y), que verifican los siguien-

tes axiomas

1) Continuidad : cada Hp es continuo .

2) Escisión : Si K,L son compactos de X tales que

K'U.L= X, lainclusi6n i<K,K !1 L) -. (X,L) induce un isomor-

fismo HP (X,L) = Hp (K,K (1 L) .

3) Exactitud : para todo par compacto (X,Y), la sucesión

Hp (X,Y) n	Hp(X)t Hp (Y) b-+ Hp+1 (X,Y)_ . . .

es exacta .
(Se handenotadotryi lasinclusiones XE (X,0)c (X,Y),

Y - (Y,o ) c

	

X)

Una teoría cohomol6gica en el sentido de Eilenberg-Steen

rod, verifica los axiomas anteriores (sustituyendo el axio-

ma de continuidad por el de homotop£a) y además el de



4) Dimensión : Hp (pt) = 0

	

si p f: 0, H (pt) =

(HP) P

	

a través de

2) Cohomólogía de Cech.

Hp (X) = Hp(X,{xo})

donde x,, es el punto base de X.

Z -

(Si se define la teoría cohomol6gica sobre pares de espacios

topol6gicos, no necesariamente compactos, el axioma de esci-

si6n se debe modificar convenientemente) .

Los axiomas de una teoría cohomol6gica en el sentido de

E-S, determinan ésta de forma única, salvo isomorfismos, si

se define sobre la ciase de espacios triangulables .La axio

mática dada aquí crarantiza, según Ta.ylor, la unicidad para

pares compactos. Para T .C .G ., la situación es considerable-
mente más complicada .

Para las teorías cohomol6gicas generalizadas se tienen

propiedades análogas a las anteriores .

Si (Fip)p ez

	

es una T .C .G .R., se define una T .C .G .,

(Hp ) p , mediante Hp (X,Y) = HP (X{/Y+ ) (=Hp(X/Y) si Y 7£ 0) .

Recíprocamente,

	

si (Hp)
P

es una TCG, se define una TCGR,

Las correspondencias así definidas son inversa una de otra. .

Este resultado precisa el sentido de la equivalencia a que

nos hemos referido anteriormente .

Un ejemplo de teoría cohomol6gica es la. cohomología de

Cech . De hecho la cohomología de Cech a coeficientes enteros

4 1
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o en general en un grupo abeliano cualquiera, es un caso par-

ticular de la cohomología de Cech con coeficientes en un haz

que describimos brevemente .

brimiento abierto de X. Para. cada. haz

p

	

?

	

0, designemos por Cp (4Cr F )

	

el

	

grupo

un haz de grupos abelianos)

a cada . ordenada (p+ 1)-pla

un elemento f(UO ,- U, ) e

sobre Uo n . . . n Up . (Con I'(0) = 0) . Se define un operador

coborde

por

Sea X un espacio topol6gico y sea 'L( =

	

(Ui), e I

	

un recu

6 : cp (l¡ ;57)

	

->

	

Cp+ 1 (4A ;$*)

(b f) (U0, . . � Up+1)=phip+1(-1)1 f(U0--U., . . . . Up+l.)~UOn . . nup+1

Se cumple que 6 2= 0 con lo que

	

= (Cp(?.( ;g),6)p es un

cohomologia lo designamoscomplejo de cocadenas . Su grupo de

por

	

H~(

	

; 57) .

Si U es un refinamiento de Z(, a.

a (v) ~v corresponde

x* :

	

c# (1d ; ~-)

	

-,

	

c~, (U'; Ip )

sobre X y p e Z

	

,

abeliano (si f es

de las aplicaciones f que a.signan

Up,Ul , . . , UD de elementos de 14

r (u. f1 . . .n U.),

	

esto es, una

	

sección

toda

	

X :

	

U" ~ Zl ta 1 que



definida por

que da lugar a una aplicación

que es independiente dei, .

Se tiene entonces, por definición

HP (X,F) es el p-ésimo grupo de. cohomologia de Cech de X con

coeficientes o valores en el haz

Los clásicos grupos de cohomologia . de Cech de X, con coe

fientes en un grupo abeliano G resultan de tomar en la cons

trucci6n anterior como T- el haz constante G.

en

Po

(,x#f) (VO, . . .,Vp)

	

=

	

f(~ (VO ), . . . . a (Vp))/V ...'~ . . .~V

Hp (X,F) = lim Hp (U;F)y

f(uo , . . . .up)

	

= o

	

si

	

(uo	n . . .n

	

up)

	

n Y q¿ ¢
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La cohomologia de Cech para compactos con coeficientes

G se define, si (X,Y) es un tal par, considerando el subgru

Cp (R(, Y, G)

	

de Cp (4l, g)

	

formado por las f e CP (Z~, G)

	

tales que

_y procediendo a partir de aquí de modo análogo al anterior .

La cohomologia de Cech para pares compactos así definida es

un ejemplo de teoría cohomol6gica .
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3) Primera descri~ci6n de los qrupos Hp(X,Z ) para p =0,1,2 .

Si X es un espacio compacto designemos por : V(X) el haz

de gérmenes de funciones continuas de X en e, J(X) -1 el haz

de gérmenes de funciones inversibles del haz anterior y

el haz constante sobre X . Se tiene entonces la sucesión exac

ta de haces
1 ex
-+

	

%- \ X)

	

---e

donde i es la inclusión natural y ex(f) = e2irif .

Se deduce de aquí la sucesión exacta de cohomología pá

ra haces

a) HO(X,Z)

b)

	

H1 (X, Z)

0

	

~

	

HO (X, Z)

	

~ Ho (X, ¡p(X) )

	

~ HO (X, J(X) -1)

	

b

H' (X, Z)

	

y

	

H1 (X,fe(X)

	

~ H1 (X,C(X) -1 ) - .

Teniendo en cuenta que L9(X) es un haz fino y que HO(X,f) = r(X,j`)
(secciones globales), resulta la sucesión exacta

0

	

-+

	

r (X, $ )

	

-,

	

r

	

(X.e(X) )

	

-#

	

r (X,v(X) -1 )

	

-r

	

H 1 (X,Z)

	

-.,

	

0

	

-->

-+

	

H1 (X,V(X) -1 )

	

. .,

	

H2 (X, Z)

	

-.

	

0 .,

de donde se obtiene

r(X,Z) = Nuc (ex : C(X) -,

=

	

C (X) -1/

	

_
ex C (X)

c) H2(X,Z) = H1(X,C(X)-1) = Vect
1
(X)

	

(Fibrados vectoriales

complejos de dimensión 1 sobre X) .

Conuc (ex : C(X) ~ C(X)-1)



Estos resultados son válidos si se sustituye X por una

variedad diferenciable (separada y con base numerable de abier

tos) y (6(X) por g(X) haz de gérmenes de funciones diferencia

bles o aún por una variedad compleja de Stein y el haz de gér

menes de funciones holomorfas 8(X), respectivamente .

Tal como se ha dicho en la introducción v remarcamos ahora,

este tipo de resultados son los que justifican su intento de Se
neralizaci6n para cualquier álgebra Banach o Frechet . Concretan
donos a b), la igualdad en cuestión nos dice que la topología

de X, pues H1(X,Z) es un invariante topológico de X, nos infor
ma sobre los elementos inversibles de (e(X) que admiten loga-
ritmo . . . Por ejemplo, si X es un grupo de Lie semisimple com-

pacto, resulta que HI(X,Z)= 0, con lo que toda función di- .
ferenciable compleja sobre X admite logaritmo . Esto se demues
tra viendo :

a) Que Hl (X,Z)

	

es sin torsión a través de HI(%,a) _ C(X) -1/exc(X)

b) El primer número de Betti de X es cero.

3) Segunda descripción de los grupos Ho,Hl, H2 .

u
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Ta 1 como se acaba de decir, el hechode que se obtengan resultados aná

logos para las álgebras de funciones contínuaa_diferenciables

homolorfas y que en todos los casos el espectro del álgebra
correspondiente sea el espacio de definición ha movido a

diversos matemáticos a intentar la correspondiente generaliza

ci6n para cualquier álgebra de Banach, Fréchet, . . . . Se tienen
en este sentido los siguientes teoremas :
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Shilov) Si A es un álgebra de Banach conmutativa unitaria de

espectro maximal XA , la transformación de Gelfand induce un

isomorfismo de HO(XA ,J[) en Nuc (ex : A .e A-1 )

(Arens-Royden) En las condiciones del teorema anterior, se tie

ne el isomorfismo Hl(XA ,Z) - A-1/ex A - Conuc (ex : R -. A-1)

(Forster) En las mismas condiciones se tiene el isomorfismo

H2(X J) = Pic (A), donde Pic(A) llamado grupo de Picard de A,

es el grupo de los A-módulos proyectivos finitamente generados

inversibles respecto del producto tensorial .

Los dos primeros teoremas son válidos para álgebras de

Fréche-t, considerando el espectro topológico de A, es decir,

el de ideales maximales cerrados . (En el caso Banach coincide

con el maximal) . En cuanto a las demostraciones, señalemos

que para los dos primeros se utilizan básicamente los teore-

mas de cálculo funcional holomorfo sobre el espectro de ál-

gebra de Banach . En cuanto al tercero, la demostración que cono

cemos es un tanto indirecta, en el sentido de que utiliza

elementos de la teoría K.

4) Teoría K.

La teoría K tiene su origen en los teoremas de periodi-

cidad de Bott relativos a la estructura de los grupos de ho-

motopía de U(n) y O(n) . Concretamente dichos teoremas dicen

que si n Z

	

i 22

	

(resp.

	

n i:

	

i+ 2),

	

se tiene pasa todo



Espacios

compactos

donde

r, i+2 (U (n» =

	

r i (U(n)) (resp .

	

ri+8 (0(n))

	

= ri(0(n))) .

Estos teoremas inicialmente demostrados por Bott, fueron

redemostrados en el marco de la teoría K por Atiyah y Hirze-

bruch, quedando como casos particulares de una situación más

amplia cuyo esquema base es el siguiente

Categorías

aditivas

Monoides ~ Grupos (1)

abelianos a.belianos

C

	

(resp

	

) dérota el functor contravariante que a todo

espacio compacto X, asocia la categoría aditiva de los fibra

dos vectoriales complejos (resp . reales) de dimensión finita

y base X y que a toda aplicación continua f : X ~ Y asocia

el functor aditivo "imagen recíproca por f, f* " .

asocia a toda categoría aditiva . el monoide abeliano
de las clases de isomorfismo de objetos de la categoría .

es el . functor simetrizaci6n, que a todo monoide abe-

liano asocia el grupo universal abeliano correspondiente .

K se define mediante la composición : K

Finalmente,

Designemos para simplificar por K indistintamente a KQ ó KI .

El functor K está definido en la categoría de espacios compactos .

Si X es un compacto punteado con punto base fxo}, a partir de las

47
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aplicaciones naturales

	

i :{xo} b X, j : X -~ {xo}

	

es posible

definir un functor K sobre la categoría ~(h que verifica la

igualdad : K (X) = K(X) (DI . El functor

	

K

	

de J<,P

	

en 5,L$. es

el que proporciona la información interesante de K . La.

interpretación de los teoremas de Bott en teoría K se basa en

la.s igualdades

K(Sn)

	

= TT n-1 (U (n) )

	

(caso complejo)

K(S n )

	

= TTn-1 (O (n) )

	

(caso real) .

El functor K verifica un teorema de periodicidad a trá

vés del cual define una TCGR, que es propiamente la teoría K.

Esta teoría construida a partir del esquema (1) presenta in

convenientes de tipo práctico, pues entre otras cuestiones el

cálculo efectivo de los Kn resulta difícil .

Una nueva opción de construir esta teoría viene sugeri-

da pos el siguiente conocido resultado (Swan) . Si X es un com

pacto y C(X) el. anillo de funciones continuas sobre X, la ca

tegoría aditiva F(X) de los fibrados vectoriales sobre X de

dimensión finita es equivalente a la categoría aditiva de los

módulos proyectivos finitamente generados sobre C(X) : la equi

valencia se realiza a través del functor r que a todo fibrado

vectorial E _b X asocia el

	

C(X)-módulo p (E) de las secciones

globales - contínuas de E . Podemos considerar entonces el dia-

grama



Espacios
compactos

Anillos

Categorías p( Grupos
aditivas

	

-' abelianos

en el que C se define mediante X .,

	

C (X)

	

y

	

P

	

es el functor

que a todo anillo A asocia la categoría aditiva de los A-m6du

los proyectivos finitamente generados . Entonces la K-teoría

algebraica (Bass) consiste en definir y estudiar functores

K° n

	

de la categoría de anillos en la de grupos abelianos con

la evidente condición : K" 0 = K . P .

	

Una tal teoría no ve-

rifica desgraciadamente, el teorema de periocidad de Bott,

ni K" n se factoriza a través de Kn para n yÉ 0 .

Una nueva posibilidad aparece si se considera que C(X)

es de hecho un álgebra de Banach respecto de la norma de la

convergencia uniforme . Es posible entonces definir una suce

si6n de functores sobre la categoría de álgebras de Banach

conmutativas y unitarias, que llameremos teoría K sobre áloe

bras de Banach,que verifica el teorema de periocidad de Bott

y factoriza para todo n a través de la teoría K topol6gica

(correspondiente al esquema (l)) . Esto es

C

	

teoría KEspacios

	

-~ Algebras de

	

_

	

Grupos
compactos Banech

	

abelianos

tal es la construcción que se desarrolla en el artículo

"Algebras de Banach y topología" de J .L . Taylor y que desarro

49
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llaremos brevemente más adelante .

Finalmente, M . Karoubi ha desarrollado recientemente una

teoría K para anillos de Banach que contiene a la vez los mar-

cos algebraico y topol6gico, a través del esquema

Espacios
compactos

Anillos
unitarios

Algebras
Banach

teoría K algebraica

Anillos de

	

teoría K _ Grupos
Banach

	

general

	

Abelianos

Un anillo de Banach es un anillo A (no necesariamente

conmutativo ni unitario) con una aplicación (norma)

(1 11 : A -, R+ tal que

1) 11xll = 0

	

si x = 0,

2) V x e A, 11-XII = lixll,
3) d x,y e A, llx+yll 5 ll xll+ llyll,
4) Existe X > 0 tal que b' x,y e A, 1lxyll :5 Cllxll . llyll ,~

5) A es completo respecto de la métrica

	

(x, y) -+

	

lix-yll .

La categoría de anillos de Banach contiene evidentemen-

te a la de álgebras de Banach así como a la de anillos : to-

do anillo A puede dotarse de una norma mediante :

I I

	

~I~

	

4
T .

	

i

	

Iá~

	

na .

	

I

	

!

	

I

	

.

	

04

	

.u~l :i'k 1

	

ilr�.



ÍXIJ= 0 si x = 0, ¡ÍXII= 1 si x 9¿ 0 .

5) Teoría K _para álgebras de Banach .

El teorema de Arens-Royden según el cual

A-1/ex(A) = c(xA )/ex C( A)

	

para toda álgebra de Banach con-

mutativa unitaria, fue generalizada por Arens probando que

la transformación de Gelfand induce un isomorfismo

GLn
(A) ./

	

=

	

GLn(C(XA ) )/
ex M

	

(A)

	

ex M

	

(C (X ))

V n > 0, donde GLn (A) es el grupo inversibles del álgebra de

Bariach Mn (A)

	

(matrices nx n con coeficientes en A) . Ello mo

tiva la definición de un grupo K1(A) a partir de estos cocien

tes, que sólo dependerá del espectro de A . Si denotamos

Ln (A)

	

GLn (A) /GL0	(A)
n

donde GL0 (A) es la componente conexa de la identidad enn

GLn (A), que coincide con ex Mn (A), resulta que la inclusión

natural

GL (A) -.---,~

	

GL

	

(A)
n

	

n+r

b
a -y

induce una inyección Ln (A) -, Lm (A), con la importante partí

51

cularidad de que la imagen de L (A) por la inclusión anterior....-
-n
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es un grupo conmutativo V m Z 2n . Ello permite definir
K1 (A) mediante :

K1
(A)

	

= lim

	

Ln(A)

con lo que claramente K1 (A) sólo depende del espectro de A .

La correspondencia A - K1 (A) . es un functor de la categoría

de álgebras de Banach ( Á %)

	

conmutativas unitarias (c .u)

en WÁ$ , que designamos por. K .

Si A es de l< 2C ., no necesariamente

	

unitaria

	

se de
fine K1(A) = K1 (A+ )

	

donde A+= A ® Q es el álgebra de Banach
unitarizada de A, resultando que, así mismo, la correspon-
dencia A -, K1 (A) es functorial y extensión de K, .

El functor K1 es tal que si A es un álgebra de Banach con-
mutativa, e I un ideal cerrado de A, la sucesión exacta

0 -o

	

I =I .,

	

A -TT'-o

	

A/I

	

..,

	

0

induce la sucesión exacta

Kl (I) lo

	

1 (A) n., K
l
(A/I)

Siguiendo el paralelismo con la cohomología de Cech,-
así como K1 (A)

	

se definió a partir de

` Ln (A) = GLn (A)/ ex Mn (A), K0 (A) se va a definir a partir. de

Qn (A) = Nuc(ex : Mn (A) i GLn (A)) .

v

	

a

	

l i

	

.

	

I

	

,,:{ h

	

: ~

	

~

	

,(ns,.A .' . Lna. :~i,r ~.{U .



El proceso es el siguiente :

1) Qn (A) es el conjunto de aeMn (A) tales que e2nla

consideremos el conjunto U Qn (A) y definimos
n

a ® b =

	

a

	

b

	

a, b e

	

U Qn (A)n

2) En U Q n (A) definimos la siguiente relaci6n:

Dados

	

a,b e U Qn (A) diremos que a y b son equivalentes si
n

existen extensiones triviales de a y b,

	

a 9 0r , b ® Os,

que son conjugadas, esto es tales que existe u e GLp (A)

que verifica

a ® Or
= u (b ® Os) u-1 ,

Definimos entonces

J (A)

	

=UQn (A)

	

/

J(A) es un semigrupo conmutativo con la operación ® .

3)

	

Sea UJ(A) el grupo universal simetrizado de J(A) . Note
mos {a} la clase de a e Q n (A) en 61 y por + la operaci6n

del grupo . Puesto que .en Qn (A) tenemos una operaci6n

para elementos que conmutan y queremos que sea compatible
con la suma de UJ(A), consideremos el subgrupo J0 de

UJ(A) engendrado por los elementos de la forma
{a + b} - {a} - {b}

	

donde

	

a,b e 0 n
- (A) conmutan;

	

definimos
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entonces

K
0 (A)

	

= UJ(A)/JO

y designaremos por [al, la clase de a-e Qn (A) en K
0
(A) .

K0 (A)

	

es un grupo abeliano y ¡a+ bl= ¡a]

	

+ jb]

	

si

a,b

	

e

	

Q n (A) y conmutan . La correspondencia KO:A-*K0 (A)

es un functor de

	

""z ICL¿en

	

VÁC.

Si A no es unitaria, tenemos la sucesión exacta

donde A+ = A ® Q es la unitarizada de A . Pues bien,se de

fine

	

'

de donde resulta,

0

K0 (A)

	

= Nuc

	

(K0 (AT )

	

.

	

K0(C),

K
0 (A+ )

	

= K
0 (A)

	

g K
0
(F)

La correspondencia KO : A y YtO (A)

	

es un functor de ,.~ Bc en

y extensión de K
0

.

El functor KO verifica una propiedad de exactitud análoga

a la de K1 : Si A t"CBc , e I es un ideal cerrado de A, la

sucesión exacta

0 ~ I 1, A

	

, A/I - 0

induce una sucesión exacta



KO (I)

	

-, k0 (A)

	

-s KC (A/I)

El grupo K0 (A) tiene una descripción más simple

	

que la

anterior y que de hecho es la que se utiliza para demos-

trar la exactitud anterior y obtener una representación par-

ticularmente cómoda de sis elementos . Consideremos el con-

junto U P (A) donde P (A) son los idempotentes de M (A) .
n

n

	

n

	

n

Este conjunto es cerrado respecto de ® con lo que IJPn(A)/

es un subsemigrupo de J(A) . Pues bien el grupo universal

simetrizado del cociente anterior resulta ser isomorfo a
K0(A) . Se obtiene de aquí que :

a) Todo elemento de K0 (A)

	

es de la forma [pi-rIn] donde

p es un idempotente .

b) [p]-rIn] e KO (A+) es de KO (A) si y sólo si el rango

de la proyección de p en Mm(M) es n (p e Pm(A+)) .

c) Dados dos idempotentes p,q, es (p]=[q] si y sólo si

p ® In

	

y q
®In son conjugados para algún n .

y

Finalmente se demuestra la existencia del morfismo

6 * : K1 (A/I) --, K,(I), que hace exacta la sucesión :

K1 (I)

	

.i K1 (A)

	

-> K
1
(A/I),6

	

.~ FCO (I) -, K~(A)

de isomorfismos a#, R

	

.

u : Kl (A) -. Ko(SA)

K0 (A)

	

y K1 (SA)
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donde SA es la llamada álgebra suspendida de A formada

por las aplicaciones f : [0,1] -+ A tales

	

que f(0)=f(1)=0 .

El calificativo dado a SA se debe a que el espectro de

(SA) + es la suspensión de la compactificaci6n del espec

tro de A .

De los isomorfismos anteriores se deducen los importan

tes resultados siguientes

1) K ~(A)

	

= K o(S 2A)

	

(Teórema de periodicidad de Bott) .

2) Se tiene la sucesión exacta :
b aE

V-.p R 0 (I)

	

-. y o(A)

	

, K o(A/I) -,

	

K1 (A)

	

y K1 (A) -i K1 (A/I) -+ . . .

donde

	

óo =

	

( ct* ) -l o b

	

~ á

Si definimos entonces para todo compacto punteado

X de base x Q

K2 n(X)

	

= Ko (C O(X) )

K2 n+ 1 (X)

	

= K1 (C a(X) )

	

.

	

1' (=

	

Z

donde CO(X) es el álgebra de Banach de funciones aulas en

xo obtenemos una TCGR, que verifica, además el teorema de pe

riodicidad :"

KP(X) = Kp(S2X), p E 2

Los teoremas de Arens y Bott prueban que C0 (X) puede sus

tituirse por cualquier álgebra de Banach de espectro X .
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De acuerdo con la teoría general, obtenemos una TCG a par

tir de
(KP)p

definiendo para todo par X,Y de compactos con

Kp (X,Y) = Kp(X/Y),

Si Y = 0 se define KP (X) = Kp (X,0)= Kp (X+ )

resultando que

KP (X,Y) = Kp (C0 (X/Y))

	

p = 0,1

	

si Y 3¿ 0,

Kp (X)

	

= Kp (C0 (X))

	

p = 0,1 .

6) Comparaci6n con la teor ía K topológica .

Tal como se ha dicho en 4), la teoría K topológica se

construye a partir del functor K del modo siguiente : Si X es

un espacio topológico compacto, Vect (X) denota el conjunto

de clases de isomorfismo de fibrados complejos sobre X de

dimensión finita . Vect (X) tiene una estructura de semigrupo

con la suma directa como operación interna . Pues bien K(X) de

nota el grupo universal simetrizaci6n del semigrupo abeliano

Vect (X), verificándose el isomorfismo K(X) = K0 (X) . La de-

mostración de este isomorfismo se basa en el teorema de Swan

ya citado, según el cual el functor P "tomar secciones glo-

bales" es un isomorfismo de la categoría de fibrados vectoria

les complejos de dimensión finita sobre X, en la de C(X)-mó

dulos proyectivos finitamente generados . Si A = CM, y M

es un A-módulo proyectivo finitamente generado, existirá N,

A-módulo, tal que M ® N = A r para algún r ; la proyección

(m,n) ~ (m,0) determina entonces un idempotente p de M (A) .r

A partir de aquí es fácil comprobar el isomorfismo en cues-

tión .
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7', Conclusión .

Volviendo sobre el tema inicial, vamos a remarcar al-

gunos de los resultados que se han mencionado . Hemos visto

como los primeros grupos de cohomologia de una variedad di

ferenciable (compleja) se podían interpretar a través de su

estructura diferenciable (complega) . Recordémoslos,

H1 (X, Z

	

)

	

= Coo (X) -l/ex

	

Ca (X)

HZ (X,Z ) = Vectl(X)

y análogo para el caso complejo . Otras descripciones de los

grupos de cohomologia las dan los clásicos teoremas de de Rham

y Dolbeault , a través de

HP (X,IR) = Zp (formas cerradas)/'p(formas exactas)

Asimismo el teorema de Riemann-Roch para superficies de Rie-

mann establece una relación del mismo género de las anterio-

res . En este caso se tiene

dim HO(M.6(§))-dim H1 (M,g(~))-C(g) = 2 %(M)

para toda superficie compacta conexa M y para todo vibrado

e H1 (m,
o*)

Mencionemos finalmente el teorema según el cual todo fi-

brado continuo sobre una variedad diferenciable, admite una

estructura de fibrado diferenciable, con lo que carece de in-

terés el estudio de una teoría K "diferenciable", esto es,
ñ:

dría escribirse KCO (X)

	

=

	

K

	

(X) .

Pó
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La importancia de estos resultados dan la medida del in
tergs que tiene el estudio de las relaciones entre invariantes
topol6gicos del espectro de un álgebra topol6gica y propieda
des que dependen más específicamente de la misma . En este sen-
tido podemos citar los importantes teoremas de Shilov, Arens-Rcy
den, Forster y Arens, ya mencionados, y que contribuyen a man
tener el interés de proseguir este estudio .
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