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ECUACIONES INTEGRALES

LJ. Ortega.

La primera dificultad gue encontramos &l tratar con ecus -
ciones %ntegrales es su propia definicién. Suele decirse que
una ecuacién integral es una ecuacitn en que una funcidn in-
cbgnita aparece baijo un signo integral. Imrmediatamente obser
vamos que se trata de una definicidn excesivamente vaga, impre
cisa. S5i gueremos precisarla explicitando el tipo de operacipo
nes gue intervienen en la ecuacifn integral se observan dificul

tades; basta seflalar un ejemplo. La ecuacidn con incégnita u

_ x+h .
lim ultth) - 2uft) ¥ ult-h) 4 = £(x)
* 3
h

lieva, mediante el cflculo del lfmite, a la ecuacidn u"{x)=f (x)
gue es una ecuacién diferencisl. Si excluimes el paso al limi
te en las ecuaciones integrales no incluiriamos en las mismas
las ecuaciones singulares gue tradicionalmente se han conside
rado comc tales, ' ' B
De hecho no parece posible dar uneg definicibn Gnica de

ecuaciones integrales sing gue lo gue si puede hacerse es sis
tematizar diferentes tipos de ecuaciones integrales. No pode-
mos pretender a2hora dar ni siquiera une panordmica de diferen-
tes tipés de ecuaciones integrales; vamos a tratar tan solo de
dar unas pinceladas sobre el inicic de la sistematizacidn del
estudio de las ecuaciones integrales, sefialar algfin tipo parti

cular de las mismas y dar un ligero esbogze sobre su importan—,
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cia en el desarrollo de amplios campes de la Matemdtica.

Con anterioridad a los intentos de sistematizacidn de al
gin tipo de ecuaciones integrales aparecen ecuaciones integra
les concretas relacicnadas casi siempre con problemas de la
técnica o de la fisica en general.

Asi, Laplace en 1782 considera la ecuaciin integral con

incSgnita u(x):

£i{x) = I::f et wivyae

Fourier en sus trabaios sobre la ecuacibn del calor en 1811

encuentra la ecuacidn

Etx) = [ 2 fm cos(xt) ul{t)dt
Ton

y la f&rmula de inversidn

ui{t) = f % Im cos{xt) Fixidx .
3]

Abel en 1823 considera el siguiente problema., Un punto
material bajo la accibn de la fuerza de la gravedad se mueve
en un plano vertical a lo largo de una curva partiendo del
reposo en un punto 0. Conocido el tiempo de cafda desde 0 a P
en funcién de laabscisa ¥ de este Gltimo se trata de hallar
la longitud del arco de curva OF en funcién de x. Llega a una

ecuacidn del tipo:

uaft)

o= e
B IO (x-t)l/z o

gue le conduce a estudiar ecunaciones del tipo:
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o
gy =) 8 ae (o<a<y)
® u-n)®

para las que da su solucidn:

: £
ey = sen_me a [ £y oax
n dt “a (t x)l—a :

Liouville en 1832 muestra céme algunos tipos de ecuacio
nes diferenciales se pueden resolver mediante ecuaciones in-

tegrales, Asf, considera ecuaciones diferenciales del tipo:
L] 2
u'{x) 4+ {p -o{x)) uix} =0

con las condiciones iniciales ufa) = 1 ,u'(a) =0, y prueba

que u debe satisfacer a-una ecuacifn integral del tipo:

u{x} - % Ix oly) senpix-y) uly)dy =cos P(x-a).
3

Loé pardmetros en las ecuaciones @iferenciales ordinarias
proveni{an en general de los métodps de separacibn de yaria—
bles aplicadas a ecuaciones en derivadas parciales.

Liocuville obtuvo la solucién por un método de aproxima-
ciones. sucesivas, métédo atribuido a Carl HNeumann{lB877) en
muchas ocasiones y gue este filtimo utilizé para resolver la
ecuacién del potencial gu = 0 en una superficie plana acota-
da por una curva C sobre la que se conocen los valores de u.
Lo hizo reduciendo el problema a la resclucifén de una ecua-

cifn del tipo:
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1
£ig) = E-T-—rj p(t) log m"‘_ s34 5 = (X;Y},
C

donde r{t;x,y) es la distancia del puntc (x,y} interior

o  frontera del recinto al puntec de 1la frontera
correspondiente al pardmetro t y £{s) es el valor de 1 sobre el
contorne en funcidn del paramftro arco s. O bien, alternati-
vamente a la ecuacidn:

1 1 { b 1
£ = _— { L 1 [
(s)=5 gls) & 55 0, ° t}bn (leg r{t;x,y) ae
que son ecuaciones del tipo de las de Bbel y las de Licuville
respectivamente, es decir, ecvaciones del tipo:

b
Fix) .ra Kix,y) uly) dy

it

o bien

b
uix) £{x} + ,fa Ki{x,y) uly) dy
que m&s tarde se 1lamardn ecuaciones de Fredholm de 12 y Qe
22 especie.

Tenemos entonces gue las técnicas de resolucién de ecua-
ciocnes diferenciales concretas mediante ecuaciones integrales
impulsaron en gran medida el dasarrello de estas Gltimas y con
tinuan hoy dfaz siendo técnicas bisicas en la resolucifn de ecua
ciones diferenciales.

Un punto importante en el desarrcllo de las ecuaciones in
tegrales es el trabajo de Volterra(l896) gue considera ecuacio

a -
nes de 2 egpecie:;
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X
£{x) = u{x) «+ Ia Ki{x,y) uly} dy

que es un casc particular de los anteriores en que.K(x,y) =0
para vy » x, K y f continuas.

volterra prueba que la solucién existe y es Gnica en el
intervalo [a,b]. 5u m&todo, andlogo a los de Liouville y Carl

Neumann es por aproximaciones sucesivas:

1
I

b
fl(x) Ia Kix,y) £{y) dy

s = + %+ = % & = m = = w = %

b
.[a Kix,y) £,_, () dy

(2]
=
L3
il
'

Volterra probf la convergencia uniforme de la serie
ul(x) = £(x) + ; fn(x), serie de Neumann suele llamarse, gue,
n=l1
por sustitucién, se comprueba es solucidn de la misma. Tam-
Lisn Volterra resolvié la ecuacién de primera especie
Fix} = I: K(x,y) uly) dy reduciendola al primer casoc. Hemos ya
apuntado que Liouville y Carl Neumann habian estudiado tipos

. = a L.
particulares de ecuaciones de 2— espécie con pardmetro ):

b
£(x) = u{x) + Ja Kix,y) uly) dy

sin la restriccidn sobre K(x,y) de Volterra. Su solucibn, ex
presada en serie de potencias en ) es ahora convergente para

valores de ; suficientemente pequefios. -
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Fredholm, 1900, investigd estas =scuaciones pero para to-

dc posible valor de ) . Esto y su método son sus principales

aportaciones.
vames 3 decir unas palabras sobre el mé&todo de Fredholm

para resclver la ecuacién integral:

h
ulx} - Ia Kix,y) uly) dy = £(x) con K y f continuas,
Fredholm sustituye la iptegral por una suma:
A (
Kix,y.} uly.,)h h=-—, .= A jh)
jgi Y] Y] n Yj i + 3

Y la ecuacién integral por un sistema de ecuaciones lineales

en las incHgnitas uj = u{yj)
n
u. -3y h ¢ . . = f =1, ]
i 321 i 3 i
con Ki. = K{yi,yj], fi= f(yiL

El determinante del sistema puede ser desarrollado asf:

2,2 K n.n

A h ii Ui n x h

Iah g Kye =5 2k g | e D !

i L B s |

Kig % g
171 1'n
I « . N
L L AR S
n 1l i i
nn

El sistema admite entonces sclucifn Gnica con la excepcibn a

lo sumo de un nimerc de valores de L ¥ las solucienes pueden
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calcularse en la forma conocida.

Fredholm pasa de una manera puramente formal al limite
cuando n 4 « con 1o gque obtiene unas expresiones que com
prueba tienen sentidoc y que dan la solucién de_la ecuacién
integral de 2 especie. Asi, si escribimos

X X, .xn) ) Rix) vy)e Kby v
¥ ¥y ¥, ’,

) K(xn.yl) e oK(x oy )

K{

el limite formal del determinante es la suma de la serie ente

ra convergente para todo :
= 4 con
6 1-3 Jl I({ ) dxl + 2| ‘[ I K( ) dxl x2+

A esta funci6n se le llama determinante de Fredholm.
El numerador de la E6rmula cl&sica de las scluciones del sig
tema lineal finito por un paso al limite formal lleva a la sg

rie:
' E 3 h Xx X
X, _ x 2 X X % 172
_51(Y}-—1 K(y}— A J.EK(Y xi)dx1+—2! _LJ- K(yx Xy ) dx dx

que es convergente y cuya suma se llama menor del determinan
te de Fredholm.
Si § ¥ O Fredholm cbtiene que la solucién de la ecuacidn
es finica y viene dada por:
SN )
22— fy)dy
61

ulx,p) = £{x} 4 .ra
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si Ay €8 una ralz de 51 entonces la ecuacién homogénea

h
ulx) = .[a K{x,y) uly}) dy

tiene un nfimero finito de soluciones linealmente independien

tes, nGmerc gue ne excede a la multiplicidad del cero de 51.

Las rafces de 5} se llaman los valores caracteristicos
de K y a su conjunto espectrc, y las soluciones de la ecua-
cién homogénea para cada Ay Se llaman funciones caracteris-
ticas o valores propios.

Fredholm establece la siguiente alternativa: o bien para
un 3 la ecuacién homogénea nc tiene otra solucifn que u = 9
en cuyo caso la ecuacién no homegénea tien siempre solucién
o si la homogénea tienea n scluciones independientes antoncss
la ecuacién con nlcleo traspuesto

b
ulxd =5 I, K(y,x) uly) dy

también tiene n soluciones Q- O, independientes y la pri

mera es resoluble si y s8lo si jb £(x) mi{x) dx = 0,
a

Se tiene entonces una situacién andloga a la de los sis
temas lineales en espacics de dimensién finita, un teocrema
de unicidad implica uno de existencia y é&ste es el punto
esencial de la solucién de Fredholm al problema de Dirichlet.
La unicidag es consecuencia elemental del principico del ex
tremc para funcicnes arménicas. El método de Fredholm es sim
plemente probar gue la determinacién de la funcidn u puede

. - . - . a
reducirse & la resoclucién de una ecuacién integral de 2+ es
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pecie y, sin necesidad de resolver esta, la alternativa da
lugar a la existencia de la solucién.

Los trabajos de Fredholm llevaron a Hilbert a estudiar
en los aflos 1904-1910 las ecuaciones integrales y sus apli
cagiones a la fisica matemdtica. Hilbert sigue el trabajo
deFredhd}m.en el sentido de aproximar la ecuacién integral
por sistémas de ecuaciones lineales y rigoriza el paso al
limite d¢ los sistemas finitos de ecuaciones lineales al ca
s0 infinito. Por otra parte mediante una “funcidn de Green K"
para una regidn G y la ecuacién del potencial., la ecuacién
diferencial de la membrana oscilante au 4+ ju = 0 se convier

te en una ecuacidn integral homogénea
' 1
uls) - J‘ K(s,t) u{t)dt =0
0

con nficleo simétrico K{t,s) = K(s.t) y se percata gue el pro
blema de los valores propios de esta, ecuacién es 21 andlogo
para integrales al de la transformacidén de una forma cuadréa-
tica de n‘variahles a sus ejes principales. Prueba gue exis

te una sucesidn de valores propios reales Mprhpreer > @ ¥

un conjunte de funcicnes u_. funciones propias correspondien . »

tes tales que la forma bhilineal se expresa:

1 gl 2
JIO Jlo K(s,t) £(s) £(t) ds dt = 5 50
n An
. 1
con g el coeficieTte de Fourier g, = IU E(s) un(s] ds y prue
ba gue pi £(s8) = IO K(s.t) g(t) dt entoncea fis) = g gn.unts}.

n



26

Estos resultados le llevardana considerar la forma bilineal infinita

s o)
Kix,y¥} = k x ue se aplica a vectores (X ) d
= = MKk P Yq 4 pht ( I €
B.g=1
. 2 .1/2 : s
longitud (% Xp } 4 finita, con K acotada.
n

Hilbert prueba gue por una transformacién ortogonal K se

expresa :

donde la integral se extiende a un recorrido o espectro conti
nuo. La consideracién de este espectro es una de las mavores
contribuciones de Hilbert en este contexto; para eliminar este
término introduce el concepto de completa continuidad para K.

Digamos simplemente que la contribucidn de Hilbert es no
s6lo de resultados nuevos sino scbre todo de clasificacién vy
simplificacidn de métodos. Constituyen una pieza bisica del pun
to de partida del Andlisis Funciconal.

Los métodos de Hilbert extendidos pesteriormente a opera-
dores de clase traza en 1948 por Ruston y en L956 independien-
temente por CGrothendieck a operadores de clase traza en espa-
cios localmente convexos.

Es interesante hacer notar en el contexto de estos traba-
jos de Hilbhert gue la prueba de la equivalencia entre funcio-
nes con cuadrado integrable Lebesgue y el espacio de sucesio-
nes de cuadrade sumable es posterior a las mismas realiza-
das por Fischer y Riesz: conello seaclaraba la teoria de Hilkert
y se extendfan los resultados a ecuaciones integrales de nficleo

K de cuadrade sumable.
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Es preciso comentar algo mds sobre los trabajos de Riesz.
En 1910 extiende los resultados de Hilbert al caso en gue la fun
cién £ y las incSgnitas sean de un espacio LP. Obtiene resulta-
dos anélogos a los de Fredholm y lo gque es mds interesante intro
duce el congeptc abstracto de operador y define para &1 el conccp
to de completa continuidad. Su articulo quizd principal data
de 1917 y los m&todos difieren de los anteriores. Se considera
un ocperador completamente continuc K en un espacio L2 y 51 lla-
mames T = I - K y Mi = Nuc Ti, se verifica que los espacios Mi
son de dimensidén finita y gque existe un > 0 tal que:

My = {0l My oM =M =M= e

Andlogamente si Ni = img Ti prueba gue son subespacics cerrados

Y que existe || = 0 de manera que:

2
N, =L SN > ...H =N =N =, ..
0 1 7} L H+2
- i 2 . A
Prueba que =, Y que todo £ ¢ L admite una descomposigiéin

y una sola f = uy v con ugM ¥y ve M y que para cada g ¢ Nyy
. 7] v

nz0 la ecuacién - TV f = g admite una solucién y una sola de N
v

Se presentan entonces dos casos esencialmente distintos se-
glin v sea 0 o no. Si v = 0 la ecuacién TE = g admite una solucién
inica f_para cada g ¥y T = I -K admite inversa, es decir A = 1
ne es valer espectral de K, Si y = 1, T no puede tener inverso.

Si designamos por 5 y R las transformaciocnes lineales que coinci-
den con K en Mv {respectivamente en Nv) y se andanen Nv{respecti—
vamente en Mv} se tiene_K==S+ R, SR = RS =0y & ={ es regular pa-

ra R y singular respecto a S; S es de rango finito. A partir de
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esta descomposicidn puede obtenerse el tzorema de la alternativa

de Fredholm en la forma gue ya habia heche Schmidt de aproximar

K por un coperador de range finito de forma que la diferencia
sea lo suficientemente pequefia que permita aplicar el método
de las aproximaciones sucesivas. .
Hagamos la observacidn que, en este contexto, durante
los afios 1%20-22 aparece la definicién general de espacia
nermado dada por Banach, Hahn, Helly y Wiener. El trabajo
del primero es quizd el de mayor importancia y es de notar

gue fue motivado por una generalizacién de las ecuaciones in

tegrales. Prueba, por ejemplo, gue para una ecuacién del ti

pe X 4, hF{x) = vy con F continuc operando scbre lo gue ahora
: 1 .
llamamos un espacioc de Banach y |h[ < ~]T—-—~ existe una
P

solucidn x y una finica gque verifica

X =¥ 4 f (—l)n h" Fn(y) que e&s una generalizacién del mé

todo de Volterra de resolucifn de una ecuacién integral.

La teorfa de Riesz se extiende a un espacic de Banach
cualquiera y précticamente ya aparece asl en la memoria ori
ginal, es decir, la alternativa de Fredholm es védlida para
una transformacién lineal ceompletamente continua en un espa-
cic de Banach.

Ahora bien el campo de las ecuaciones integrales no se
acaba ni mucho menos con las ecuwaciones para las que vale el
tecrema de Fredholm ni con los operadores completamente con
tinuos. Asi, pueden presentarse ecuaciocnes en que a los va-
lores propios les corresponden infinitas funciones propias
linealmente independientes o ecuaciones como la de Lalesco-

Picard

am - [T TEY Gy gy = £
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I ¥i no es de clase L y que dan un espectro con

en que e
tinuo; o pueden considerarse ecuaciones integrales nc linea-
les, etc..

Vamos a limitarnos a tratar un tipo particular de ecua
ciones singulares unidimensicnales, las ecuaciones singula-
res de Cauchy, teoriaelaborada casi inmediatamente después
de la de Fredholm. El comienzo de la teorfa se debe a H.
Poincaré "Legons de Mécanigque C&leste” en 1910 y a los traba
jos de Hilbert sobre problemas de contorno de la teorfa de
funciones analiticas en 1904 y 14910, La teoria tiene lmpor-
tantes aplicaciocnes en la de las funciones analiticas y en
fisica matemdtica.

Supongamos gue ' es una curva abierta o cerrada del pla
no complejo y fig} una funcidn definida c¢asi por todo sobre

I'. Sea t de I y supcngamos gue si llamamos ra al conjunto

de los puntos de [ que distan de t en mds o igual gue B,

la funcidn f es integrable sobre p ¥y gque existe el limite:
£

1lim f(g) dg
Ll T .
4

Recordemos que a este valor se le llama integral singu-
lar v lo denotaremos I f(g)dg. A la integral JL‘[ 21%}dg
T mi T [
se le llama integral de Cauchy.Pueden darse diversas condi-

¢iones sobre la reqularidad de ' y de u que permitan asegu
™

rar la existencia de la integral; por ejemple, supondremas
en lo sucesivo que u{¢) es integrable scbre p vy que é&sta
es cerrada, con curvatura ceontinua y con un nOmero finito

de cambios de concavidad.

29
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La integral singular de Cauchy puede ser considerada
comoc un operador que aplica funciones u(t) sumables sobre [

en funciones:

{(sw) (&) = _Ef r i) ar
mi 4 -t

Una cuestidén importante es encontrar espacics invarian
tes por el operador S; por ejemplo los espacios Lp(p),
1l « P < o son invariantes por 5 y éste es un operador acota
do en tal espacio. 51 © es un contorno de Liapunov (existe
tangente en cada punto y el fngulo gue forman las mismas

correspondientes a los puntos tl' t2 satisfacen una desi-

gualdad 5 < Kjtl—t §a para K y ¢ constantes positivas} en

tonces LipB {(f) 0 < g < L es invariante y 5 es acotado en

%3

este espacilo.

Dado un operador lineal cerradeoc A en un espacic de Ba
nach F es interesante el concepto de regularizador por
la izguierda como el operador acotado B tal que BA = I ; K,
¥ operador compacto: y andlogamente el de regularizacién por
la derecha. Un operador se dice normalmente resoluble si pa
ra que Au = £ tenga sclucibdn es necesario y suficiente que

f sea incidente con todos los ceros del adjunto de 3, A%

es decir, si el 'teorema de Fredholm”vale para esta ecuacidn
0 lo que es equivalente Rec A& es cerrado. 51 A es un opera
dor y admite una regularizacién por la izquierda entonces el
operador es normalmente resoluble v si ¢ {A) es la dimensién
del espacio de los cercs de &, éste es finito. Si A admite

una regularizacidén por la derecha g{A } es finita. Se lla-
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ma Ind A = g(A) -g(a¥) y se verifica Ind {A4+K) = Ind A
para K compacto, A con regularizador a la izquierda.

con indices finitos se

Para operadores acoctados nl, Az

verifica que

Ind (A &)} = Ind (A, A ) = Ind B o+ Inda, .

Volviendo a la integral de Cauchy se llama ecuacién singu-

lar del tipo de Cauchy a una ecuacidn en Lp(r] de la forma:

(Au) (t) =a (&) u (£} + B{E} {Su) (t) 4 (Ku){t) = £(t),

a,.b funcienes continuas en [ ¥y K operader compacto en Lp(r).
vamos a dar condiciones suficientes para gque un tal ope-
rador A verifidue el teorema de Fredholm.
Se verifica gue S2 =1y que el operador § y a(t)I no son

canfutativos pero el operador diferencia:

S{ag}-asu = ;%f Iﬂ af é_i(:) u{g)dg es compacto en

Lp(r). be aquf que si llamamos simbolo del operador & a la fun
cifn: @A(t,g] = a(t} + bit}g definida sobre prx{4l.-1} se pue
de probar que 2l simbolo es no degenerado (es decir no se anula
en ningln punto} =i y s6lo s5i el cperador admite una doble re-

B (L u(t) -b(t)u)(t))
a” {t}-p"(t)

gularizacifn que viene dada por
¥ Por tanto gque las ecuaciones integrales singulares de Cauchy
" cen simbole no degenerado verifican el "“teorema de Fredholm®".
Puede probarse inmediatamente gue el simbelo de la suma o
el producto es la suma o el producto respectivemente de los sim

bolos, que e@ simbole de la unidad es la unidad y que el sim-~
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olo de un operador compacto es cero.
Digamos también gue una expresidn muy interesante del in-

dice de un tal operador es la obtenida por Noether en 1921

aft) -blt}

L
Ind & = 5 Ird arg f;TET:—ETET

para operadorzss con simbolo no degenerado y con condiciones de
regularidad sobre . De esta expresién se obtienen inmediatamen
te condiciones de invarianza del indice por transformaciones

adecuadas de I y del operador.

Las propiedacdes sobre el simbole, conocidas ya en la déca
da de los afios 50, sugieren la consideraci6n del mismo como la
representacidn de Gelfand de un &lgebra de Banach.

Asf sea B la subéilyebres del 41lgebra de los operadoresacotalos en Lgrr)
definida como la adherencia del conjunto de los operadores del
tipo: alt)I + bi{t)sS , K y sea (L el flgehra cociente de &sta
por &l ideal cerrade de los cperadores compactos. QA sers un &1~
gebra commutativa de Banach. Veamos el Spec 4. La aplicacidn
identidad sobre T', su cenjugada y § forman un sistema de gene-
radores topolégicos de {1. De la relacién Sz= I v del morfismo
natural € (I} sQ:a(t)  2{t)Iobtenemos que todo elemento ¢ ¢ Specll
da un elemento de I x {11, -1} ¥ puede probarse que reciproca-
mente todo elemento de ' x {41, -1} da un elemento de spec (1.

Una verificacifn puede hacerse por reduccién al absurdo. De lo
contrario existird un operador T = a{t) 4+ bi{t)5 con imagen del
simbclo con infinitos puntos de acumulacién y del radical de a
lo que es absurdo pues puede probarse gue los elementos del ra

dical de ( tienen un espectro con cero como nico posible pun-
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to de acumulacidn mientras que para X en la imagen del simbolo
de T:
alt)I 4 bit)s - 31

tienen un simbolo degenerade que implica no tiene regulariza-
cién y por tanto no tiene inverso en (L. Remos llegade a contrg
diceibn.

Tendremos entonces gque el simbolo de un operador A no es
otra cosa gue la representacisn de Gelfand del mismeo como ele-
mento de (4 . si r es el circulo unidad entonces CI es un C*—él
gebra conmutativa y el supremo del simbolo coincide con

Inf ilnq.Kjl. No vamos a entrar en el estudio de los
¥ compacto
operadores con simbolos degenerados, digames tan 5810 que no vale
ya el teorema de Fredholm. Tampoco no podemos entrar en deta
lle sobre la resolucién efectiva de las ecuaciones singulares.
Apuntemos tan s6lo la intema relacifén de esta teoria cen la de
las funciones analfticas., Asf la ecuacidn
aft) u {t} & bit) {(Su){t) = fi(t) con simbkelo no degenerado con
aft) y bit) Lipzchitezianas con exponente positivo, f ¢ Lp(r) ¥
' contorno de un simplemente conexoc que separa las regiones in

terior BY y exterior B, 5i

1 ule)d

+ - +
21 r [-2 d¢ 2D uD Yo Y4

gz} =

son las respectivas restricciones a DYy D~

st = 1im 8% (2 $(t) = 1im 3 (z}
zat . zat
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para t de p, enhtonces:

- uft) 1
¥ (e} = 5 + sult)
2 (r) = % . % su(t)

con adecuadas condiciones de regularidad sobre u,

De esta manera la ecuacidn integral se puede escribir co

me 5
+ a(t)-blt) , -, . _ _ £(t)
AU - e ) T SoLem te D,

con lo gque la ecuacibn integral se reduce a un problema de en
contrar funciones holomorfas §+ ¥ @_ en Dt ¥ b_ respectivamen
te cuyos valores en la frontera se relacionan por la ecuacidn
anterior. E1 problema ha sido tratadeo y resuelto por numerosos

autores y no insistiremos mis sobre &l.

s{ queremos afladir gque el ejemplo de los operadores de
Cauchy lo hemos guerido traer a colacidén como una muestra mas
del interés de la conexién entre la teoria de dlgebras de Ba-
nach ¥ la de las ecuacicnes integrales o en general la de los

operadores a2n un dlgebra de Banach. Es pues natural el estudio
B{X)

del dlgebra de Calkin KX

sobre un espacio de Banach X asf

come de las subfdlgebras de la misma (B{X) operadores acotados
en un espacio de Banach y K(X) el ideal de los compactos). Por
ejemple los operadores acotados en un espacic de Banach con re
corride cerrado y con niicles y conficleo de dimensién finita se

llaman cperadores de Fredholm v son los que dan elementos inver
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tibles del Slgebra de Calkin; los operadores del radical del
&lgebra de Calkin son leos llamados de Riesz y pueden ser carag
terizados espectralmente y en té&rminos de las dimensiones de
Rec ((AI—T}k) y de Nuc ((}I—T)k), ete, etc. Muchas cuestiones
sobre estas dlgebras son hoy dia motivo de investigacién... Lo
que queremos insistir una vez mds es cdmo la tecrias de las ecua
clones integrales, 2ua muchos ¢asos ligadas muy directamente al
mundo fi{sico, han dadoc lugar a2l estudio de.toerias abstractas
del Bndlisis Funcional.

Digamos tambi&n v vor dltimo que el astudio de las ecua-
ciones integrales de Cauchy se ha extendido a sistemas de ecua
ciones y a scuaciones multidimensionales singulares y que en los
Gltimos 15 afios se han estudiado ecuwaciones integrales en espa
cios de distribuciones para © infinitamente diferenciable. La
consideracién de &stos y otros tipos de 2cuaciones integrales
y @iferenciales ha dado lugar al estudio de los c¢peradores psey
dodiferenciales, tema en el gque se investiga actualmente y en

el que naturalmente nc podemos entrar ahcora.
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