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Introducción

En estos últimos años se han producido numerosos avances en
el estudio de las álgebras de Lie correspondientes a los grupos
que E . Cartan denominó "grupos infinitos transitivos simples" .

Las cuatro "álgebras de Lie infinitas clásicas" son :

1) Algebra de Lie de los campos de vectores de una varie

dad diferenciable .

2) Algebra de Lie de los automorfismos infinitesimales

de una estructura unimodular .

3) Algebra de Lie de los automorfismos infinitesimales

de una estructura simpléctica .

4) Algebra de Lie de los automorfismos infinitesimales

de una estructura de contacto .

Entre los trabajos a que hemos hecho referencia hay que ci-

tar los de Gelfand V Fuks . Rozenfeld, sobre la cohomología de

estas álgebras de Lie en el caso de variedades compactas y en el

caso general los de Arnold, Takens, Avez, Lichnerowicz,Morimoto y el



autor sobre su estructura y derivaciones (lo que incluye en particu

lar el estudio del primer grupo de cohomologia a valores en el ál

gebra) .

El presente trabajo se inserta en el estudio de los ideales

de un álgebra de Lie del tipo 3 . En él se caracteriza una familia

de ideales de este álgiebra de Lie que parece especialmente impor

tante para la clasificación del conjunto de los ideales . ~a estruc

tura de tal familia resulta depender fuertemente de las propieda-

des topológicas de la variedad, especialmente de su primer grupo

de cohomológia a valores reales .

1 . Preliminares y notación

En lo sigue,M será una variedad diferenciable dotada de una

estructura simpléctica de 2-forma fundamental w .

Entonces w es una 2-forma diferencial cerrada de rango máximo,

lo que exige que M sea de dimensión par, 2n, y wn sea un elemento

de volumen sobre M.

Si X es un campo de vectores sobre M denotaré por L(X) la de-

rivaci6n de Lie respecto a X y por i(X) el producto interior por

X .

A será el conjunto de los automorfismos infinitesimales de la

estructura, es decir, el conjunto de los campos de vectores, X, de

M que cumplen L(X)w = 0 (lo que equivale a decir que i(X)w es cerra

da), Ao será el subconjunto de A formado por los elementos, X,

tales que i(X)w es exacta, Ac será el subconjunto de A formado por
o

los elementos con soporte compacto, Ac
=AC) f Ac

, A, es el subcon-

junto formado por los X E AO tales que existe f e C°° (M) con sopor-

te compacto tal que i(X)w = df y

5 3



A es una subálgebra de Lie de la de los campos de vectores de

M . AO , A c
., A0 y Al son ideales de A .

Denotaremos por 5 la aplicaci6n lineal que a cada campo de

vectores, X, hace corresponder la 1-forma diferencial i(X)w . El

hecho de que w sea de rango máximo implica que esta aplicaci6n

es una 1-forma diferencial denotaremos

por a.+ es único campo de vectores que cumple i(cs#) w= a y si

f e C c0 (M)

	

denotaremos f=. (df)# e Ao .

2 . Teorema fundamental

Sea I un ideal de AC9 denotaremos por n(I) el conjunto de

los p e M tales que X (p) = 0 para todo X c I . Este cerrado será de

nominado nulidad de I .

LEMA 1 .- Supongamos n(I) = 0 . Entonces :

a)

	

Si M es compacta se tiene In A0 = AO

b)

	

Si M no es compacta se tiene I ñAO =Al	o bien I n AO = AC

Demostración .-

	

El corolario de

	

~13 de A .Avez et al,

se puede enunciar así : sea V un subespacio vectorial de A, tal

que

	

[Al

	

VI `-V y para todo m e M exista X E V tal que

	

X(m) y¿ 0 .

Entonces Al c V .

Vemos pues que en nuestro caso se tiene Al c I y por tanto

Al c I f1 Ac .

Supongamos M compacta . EntonceSAOc = Al porque todos los ele

mentos de A0 sonde la forma f*

	

con f e C°° (M)

	

y
c

f, =
[
f - ( ff

~n/,
w')] * e A l

Sea ahora M no compacta . Si el complementario, K, de A1 en

In AC) no es vacío,

	

sean f

	

e K

	

y g# eAO con f y g a soporte com

pacto y denotemos

1= g_(fgw n/f fwn )' f
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entonces se cumple l ee Al	y g

	

= (1+ (cte) " f)

	

=1~t
+ (cte) -f*eInAO

c

lo que implica por ser g *arbitrario en Ac que Acc I n Ae, luego

Si K es vacío se tiene I n Ac =A1 ./,

Sea F(resp . H) el conjunto de las 1-formas cerradas (resp .

exactas) de M y Fc (resp . Hc) el subconjunto de F (resp . H) for

mado por los elementos que tienen soporte compacto .

Consideremos la forma bilineal sobre F
c

6, : F

	

x F -> 7R
c c

definida por : '
n-l

6(a,5)-1aAs A w

0 0
i n Ac = Ac

La integral existe porque el integrando tiene soporte com-

pacto .

Denotemos por P el subconjunto de Fc formado por los a eFc

tales que

	

e (a,8)= 0 para todo S eF c	y P#el conjunto de los

X e Ac tales que i (X) w e P . Se tiene evidentemente HCc P

	

luego

0 4*Ac C:P . P y P#son subespacios vectoriales de Fc y Ac respecti

vamente .

LEMA 2 .- Sea M no compacta y I n AC =Al' Entonces I c P#

Demostración .- Sean X e Y campos de vectores sobre M.

Se tiene :

i (Y) wAwn =0

luego

i (X) (i (Y) w A wn) = 0

pero

i (X) (i (Y) w A w n) =((i (X) i (Y) w)w"-

	

i (Y) w A i ( X) w n

y por tanto

(i (X)i(Y)w)w
n
=i (Y)wA (n i(X)wAwn-l )

	

_ -n i(X)w%i(Y)w^wn-1
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Entonces si X e % y 9 e F c	tetiene :

y¡(X)WA0pwn-1 =fi (x)WAi(p#}wíiwn-1=(- n )f(i(X)i(E )w)wn

Por otra parte si X,Y e A se tiene :

A .

pero

i(CX,YJ)w= (L (X)i(Y)-i (Y)L(X))w=L(X)i(Y)w

di (X) i (Y) w+ i (X) di (Y) w = di (X) i (Y) w + i (X) L (Y)w

di (X) ¡(Y) w

(i (X) i (~

	

) w) #=

	

[X,3#]

	

,

	

luego

J (i (X) i (S#) w) wn = 0

y par tanto i (X) w e P,

	

es decir,

	

X e P#/.

A1 c Cpt P1C [P#,AC]

Sean k e P_# y X e Ac- Entonces

i ([K, X]) w =

	

d i (K)

	

i (X) w

yi(K)i(X)w= -nJ (i(K)w)A(i(x)w) Awn-1
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lo que implica en particular [A,Aj c Ao y [Ac,A, c Ac

	

. Ademas si

X e I,

	

S e Fc	setiene

	

[X,s~7 e I rAO = A1

	

y

	

i (X) i (pl~w es

	

la única
función con soporte compacto que cumple

LEMA 3 .- [P#, p,'-J"=[P:",Ac]=A1 . En particular P991- s un ideal de

Demostración .- P contiene a AO, luego a A1 . Por otra parte

la proposición 2 del apartado 12 de 1$,] implica [A1 ,A1] =A1 , lue

go :

y esta integral es nula ya que i(K)w e P y i(X)w eFc luego

[K, X] e A1 . / .

El siguiente teorema caracteriza los ideales de Ac con nuli

dad vacia .



TEOREMA .- Los ideales de Ac con nulidad vacía son los sub-
espacios vectoriales de Ac que contienen a AO y los subespa-

cios vectoriales de P#que contienen a A 1 .

Demostración .- Sea I un ideal de Ac con nulidad vacía . Si

in AO = A~ ,

	

I es un subespacio vectorial de Ac que contiene

o
a Ac

Si IrIA c = A, estamos, según el lema 1, en el caso de M no

compacta y, según el lema 2, I es un subespacio vectorial de P#

Sea I un subespacio vectorial de Ac que contiene a Ac , en-
tonces la relación [Ac, Aci c AO implica que I es un ideal de

Ac . Si I es un subespacio vectorial de P#que contiene a A l , la

relación [P# Ac l = Al implica que I es un ideal de Ac ./ .

3 . Ca sos_ particulares

Caso de variedades compactas .- Si M es compacta se tiene

Ac = A y todos los subespacios vectoriales de P#que contienen

a A~

	

son subespacios de A que contienen a A o =A0 = A 1 . En conse

cuencia los ideales de A con nulidad vacía son los subespacios

vectoriales de A que contienen a Ao . Estos subespacios

	

vecto-
riales están en correspondencia biunívoca, mediante la aplica

ción

	

b : X s A -1 i (X) w 1; F,

	

con los subespacios vectoriales de F

que contienen a H . Denotemos por

	

n :F -4 F/H la proyección canó-

nica ; los subespacios vectoriales de F que contienen a H están

en correspondencia biunívoca por medio de rr con los subespacios

vectoriales de F/H .

Vemos pues que si M es compactas. los ideales de A con nulidad

vacía son los subconjuntos de la forma #(n -1 (v))

	

= {XgA

:n(i(X)w)eV} siendo V un subespacio vectorial arbitrario del pri
me.r grupo de cohomología real de M .



Caso de variedades simplemente conexas .- En este caso la

forma bilineal a es nula, luego P#= Ac = Ac y por tanto los

únicos ideales con nulidad vacía de Ac son Ac y A~ .

Si M es además compacta Ac = A l y sólo hay un ideal del ti

po considerado .

Caso en que la forma simpléctica es exacta y n > 1 .- También

en este caso se tiene

	

a =0,

	

luego P#=Ac y por tanto los idea-

les son los subespacios vectoriales A
c
que contienen a A l .

Denotemos por H1 el subespacio vectorial de Hc formado por .

las 1-formas diferenciales de la forma df con f E C`O (M) de so-

porte compacto que cumple J f
u,n = 0 .

Mediante la aplicación b los subespacios vectoriales de Ac

que contienen a A l se transforman en subespacios vectoriales de

Fc que contienen a H,, . Denotemos por t : Fc -o Fc/H i	la proyección

canónica, entonces los ideales de Ac considerados son los sub-

conjuntos de la forma (t-1(V» ={XEAc :t(i(X)w)EV} donde V es

un subespacio vectorial arbitrario de F c/H1 .

4 . Observaciones .

Los mismos procedimientos utilizados permiten caracterizar

los ideales de Ac de la forma Jn Ac donde J es un ideal de A

con nulidad vacía .

Todos estos ideales son de los caracterizados en el teore

ma, ya que A l c. J y A lc Ac implica n(JnAc ) = o, pero no todos

. los allí caracterizados son de esta forma, algunos de ellos

no serán, en general, ideales de A .

Se puede demostrar que los ideales de A de la forma J n Ac

con J ideal de A nulidad vacía son los subespacios vectoriales

de Ac que contienen a Ac .y los subespacios vectoriales de Q+

que contienen a A l , donde Q se define de la manera siguiente :
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Consideremos la aplicación bilineal

dada por :

6

	

( a, s) =Sa

	

n-1
A sl~w

y

	

sea Q = {

	

a e Fc : 6'' (a , R) = 0 b B e F } "

	

Definimos Q

	

(

	

X e Ac

i(X)me Q } . Es inmediato que Q y Q=#-, son subespacios vectori_a
les y que AO c Q_15*c P-0 .

El lema 1 es aplicable

	

también en este caso a I= J n Ac , el
lema 2 se puede mejorar en este caso hasta demostrar que si M
no es compacta y

	

(in Ac) n AO = A1	setiene J f1 Ac c Q#(basta to
mar S arbitrario en F, en lugar de p eF c y observar que
Cx,s#, e (J f1 Ac ) f1 AO = Al ya que J f1 Ac es,ideal de A)

	

y el lema 3

se mejora demostrando que CQ ,Q J= CQ#" Ac] = 1'QiF.A] = Al . Entonces
razonamientos similares a los utilizados en la demostración del
teorema demuestran lo enunciado en este paragrafo .

Este resultado es equivalente al siguiente ; entre los idea
les de A caracterizados en el teorema de la sección 2 sólo sonc
ideales de A los que contienen a Aoc y los que están conteni-
dos en Q#
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