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Introduccibn

En estos Ultimos afios se han producido numercsos avances en
el estudio de las Slgebras de Lie correspondientes a los grupos

gque E. Cartan denomind "grupos infinitos transitivos simples".

Las cuatro "&lgebras de Lie infinitas cldsicas” son:

1} Algebra de Lie de los campos de vectores de una varie
dad diferenciable.

2} Algebra de Lie de los automorfismos infinitesimales
de una estructura uniwmodular.

3} Algebra de Lie de los automorfismos infinitesimales
de una estructura simpléctica.

4) Algebra de Lie de los automorfismos infinitesimales

de una estructura de contacto.

Entre los trabajos a que hemos hecho referencia hay que ci-
tar los de Gelfand v Fuks. Rozenfeld, sobre la cohomologfa de
estag dlgebras de Lie en el casc de variedades compactas y en el

casCc general los de Arncld, Takens, Avez, Lichnerowicz,Morimoto y el
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autor scbre su sestructura y derivaciones {lo que incluye en particuy
lar el estudic del primer Qrupo de cohomologia a valores en el &l
gebraj .
El presente trabajo se inserta en el estudio de los ideales

de un dlgebra de Lie del tipo 3. En €1 se caracteriza una familia
de ideales de este dlgebra de Lie que parece especialmente impor
tante para la clasificacidén del conjunto de los ideales. La estruc
tura de tal familia resulta depender fuertemente de las propieda-
des topolégicas de la variedad, especialmente de su primer grupo

de cohomologia a valores reales.

1. Preliminares y_notacién

En lo sigue’m serd una variedad diferenciable dotada de una
estructura simpléctica de Z2-~forma fundamental w.

Entonces W es una 2-forma Gdiferencial cerrada de rango mdximo,
lo que exige gque M sea de dimensidén par, 2n, ¥ a” sea un elemento
de volumen sobre M.

81 X es un campo de vectores sobre M denctaré por L{X} la Qe—
rivacién de Lie respecto a X y por i{X) el producte interior por
X.

A seréd el conjunto de los automorfismos infinitesimales de la
estructura, es decir, el conjuntc de los campos de vectores, X, de
M gque cumplen L{X}w=0 (lo gue eguivale a decir que i (X)W es cerra
da), A, serd el subconjunto de A formado por los elementos, X,
tales que i{X)w es exacta, A, serd el subconjunto de A formadc por
los elementos con soporte ccmpacto, Azslh)nac ’ hj es el subcon-
juntc formado por los XiiAz tales que existe fe COQ(M) con Sopor-—

te compacto tal gue i1 (X)w=4d4df vy

n
I f+@ =9
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A es una subdlgebra de Lie de la de los campos de vectores de

M. A4, AL Ag y A, scn ideales de A.

C"
Denotaremes por c; la aplicacidén lineal gque a cada campo de
vectores, X, hace corresponder la l-forma diferencial i(X)w. El

hecho de que w Sea de rango mi&ximo implica gue esta aplicacién

e —@&Bun isomorfisme..8i Q. es una l-forma diferencial denotaremos

por o ¥ #

es Gnico campc de vectores que cumple i{a”} w=a y si
£e¢C® (M) denotaremos f*=_ {df}# € Rg-

2, Teorema fundamental

Sea I un ideal de A_4 denotaremos por n{I} el conjunto de
los pe M tales que X{p) =0 para todo Xe¢ I. Este cerrado serd de

nominado nulidad de I.

LEMA 1,.- Supongamos n(I} =¢. Entonces:

a) 8i M es compacta se tiene Iﬂhz = Ag

b) Si M no es compacta se tiene IAAJ=A, o bien IAAY = AL .

Demostracidén.- E1 corolario de 213 ds A.Avez et al,

se puade enunciar asi: sea V un subespacio vectorial de A, tal
que [B,.v]=V y para todo me¢M exista X€V tal que X(m} #0.
Entonces A, ¢ V.

Vemos pues que en nuestro caso se tiene A, o I y por tanto
A, CINAY.

Supongamos M compacta. EntoncesAg = A, porgue todos los ele

2]
mentos de A_ son de la forma £3 con feC™ (M) y

£5=Le- (feu™/ fo™) e n,

Sea ahora M no compacta. Si el complementario, K, de A, en
Inag no es vacfo, sean £7¢ K y g¥ €al con f y g a soporte com

pactc y denotemos
n
1=g-{fgw /[ fu’y £
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entonces se cumple l*e A, ¥ g*= (1« {cte}*ﬂ’-==l*+ (cte}°f*EIﬂA2

. . . . o o 0
1o gue implica por ser g *arbltrarlo en A, que A_c InAec, luego

o o]
InAc = Al .

. 0
Si K es vacio se tiene IrWAC==A1./.

Sea F{resp. H) el conjuntc de las l-formas cerradas {resp.
exactas) de M y F. (resp. HC) el subconjunto de F (resp. H} for
made por los elementos gue tienen soporte compacto.

Consideremos la forma bilineal sobre Fc :
: F ®%F - R
& c c

definida por:
n

La integral existe porgue el integrande tiene soporte com-

pacto.

Denotemos por P el subconjunto de FC formado por lqs a aFC

tales que & (a,8)= 0 para todo B eF. ¥ P#el conjunto de los
X€A, tales que i{X)weP. Se tiene evidentemente HL P luego

Q . .
Acc Pdf Py P’rson subespacios vectoriales de Fc Y A, respectil

vamente.

LEMA 2.- Sea M no compacta y IFWA2==A1. Entconces Ic Pﬁ%

Demostracién.—- Sean X e Y campos de vectores sobre M.

Se tiene:

iY) wAw =0
luego

i) (i) wAw™) =0
pero

PO GEMeA oM =i 1) e AL "
Yy por tanto

(0L =i eh n LX0eA) = -0 300 eAi () whe™
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Entonces si XeX y geF. $e tiene:
. n-1 . X -1 1 . .
Jinuwas AW = fiwA 1EHuA = I p e Ywe”
Por otra parte si X,Y ¢ A se tiene:

i[x.¥Dhw= LXi(Y -1 (ML) w=L{i(¥)y =

n

di(X}i(Y)wt+ i(X) Al (V)uw=adi(X)i (N w+iOL{YIw=

di (X} i(Y) g
lo que implica en particular [A,A]cAO Y [AC,A] - Ai . Ademds si

X€I, BeF, se tiene [Xx.8%¥Je1ral = a, y $(x)i (@B w es la Gnica

funcifén con soporte compacto que cumple
o
(LX) (% w) = [X,B#] , luego
[EiEHwu” = o

y por tanto i{X)w ¢ P, es decir, ){eP#./.

LEMA 3.~ [P#, P#J=[P#,ACJ=A1 . En particular P#gs un ideal de

A,
Bemostracién. - P#contiene a Ag, luego a A, . Por otra parte

la proposicién 2 del apartado 12 de [2] implica [A1 .A,l] =A, , lue

go:
a, < [P%, p“’jc [P#.Ac]
*
Sean k¢ P~y X e A.. Entonces
ifRxhw=aim 1y
pero

[1(K) i (0w = -nf (1 (K @) AL 0w) Au"
¥y esta integral es nula va que i{(KlweP v i{Xlwe Fo luege

xx]ea, ./
El siguiente teorema caracteriza los idealas ge A, con nuli

dad vacia.
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TEOREMA .~ Los ideales de A_ con nulidad vacia son los sub-
espacios vectoriales de AC gue contienen a Ag y los subespa-

cios vectoriales de P#que contienen a A .
Demostracidn.- Sea I un ideal de A. con nulidad vacfia. Si

Ir]Ag =A% ., I es un subespacio vectorial de A. gue contiene

o |

a A. .

Si Irq%i = A, estamos, segin el lema 1, en el caso de M no
compacta y, segin el lema 2, I es un sulespacio vectorial de Pg%
. . . o
Sea I un subespacio vectorial de AC que contiene a A_, en-

toences la relacidén [A., AC] - Ag implica gue I es un ideal de
A . S5i I es un subespacio vectorial de P#éque contiene a A4, la

c

relacién [P%é A_.] = A1+ implica gue I es un ideal de AL/,

3. Casos particulares

Case de variedades compactas.- $i M es compacta se tiene

A,=h y todos los subespacios vectoriales de ?ﬁ&que contienen

a A : . o
' son subespacicos de A gue contienen a AC =AC = &,. En conseg

cuencia los ideales de A con nulidad vacfa son los subespacios
vectoriales de A que contienen a Ao. Estos subespacios vecto-
riales esté&n en correspondencia biunivoca, mediante la aplica
cidn b: XeA»1i(X) ygg F, con los subespacios vectoriales de F
gque contienen a H. Denotemos por wn:f 4+ F/H la proyeccién cand-
nica; los subespacios vectoriales de F que contienen 2 K estéan
en correspondencia biunivoca por medio de v con los subespacios
vectoriales de F/H.

Vemos pues que si M es compactd los ideales de A con nulidad
vacia son los subconjuntos de la forma #ﬁ{ﬂ_l (¥)) = (XA :
tm(i{X)yw)eV) siendo ¥ un subespacic vectorial arbitraric del pri

mer grupo de cohomologia real de M.
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Casc de variedades simplemente conexas.- En este caso la
forma bilineal g es nula, luego P#€=AC==A2 v por tanto los
Gnicos ideales con nulidad vacia de A, son Ag Yy A,

Si M es ademés compacta Ai = A, y s6lo hay un ideal del ti
po considerado.

Casc en que la forma simpléctica es exacta y n» l.- También
en este casc se tiene g =0, luego P =R y por tanto los idea-

les son los subespacios vectoriales Ac que contienen a A, .

Denotemos por H, €} subespacio vectorial de Hc formado por
las l1-formas diferenciales de la forma 4f con £ eCf”{M) de so-
porte compacto gue cumple jfufl= o.

Mediante la aplicacidn b los subespacios vectoriales de A,
que contienen a A, se transforman en subespacios vectoriales de
Fc que contienen a H,. Denotemos por t :Fca FC/H1 la proyeccidn
canénica, entonces los ideales de AC considerados son los sub-~
conjuntos de la forma {t~l1(v)) ={XehA_ :t{i(X)w)eV} donde V es

un subespacio vectorisl arpitraric de Fc/H1°

4. Observaciones.,

Los mismos procdedimientos utilizados permiten caracterizar
los ideales de A, de la forma JNA, donde J es un ideal de &
con nulidad vacia.

Todos estos ideales son de los caracterizados en el teore

ma, va que A, cJ y A c A, implica n(Jr]AC) = ¢, pero no todos

L4
"los alli carascterizados son de esta forma, algunos de ellos
no serdn, en general, ideales de B,
Se puede demostrar que los ideales de A de la forma J(\AC
con J ideal de A nulidad vacia son los subespacios vectoriales
. 0 : . .
de Ac que contienen a A_.y los subespacios vectoriales de Qﬁk

que contienen a A,, donde 0 se define de la manera siguiente:
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Consideremos la aplicacién bilineal

I: »
& F, XF~+ R

dada por:

-1
6'(a:p) =,r0~hﬁl\wn

f

1
y sea Q=1 c.eF'c=6"'{0-rB}=0vﬁeF}- Definimos Q"= { XeA,

i(X)weQ} . Es inmediato que Q ¥ Q# son subespacios vectoria

les y gue Ag [ Q#C P#.

El lema 1 es aplicable también en este caso a I=JnA,, el
lema 2 se puede mejorar en este caso hasta demostrar que si M
no es compacta vy {JnAC) nAOC = A, se tiene JNAs C Q#{basta to
mar B arbitrario en F, en lugar de § ¢ Fo Y observar dque
[x,a#]e{Jn AL} nhg = A, yague JNA_ es.ideal de A) v el lema 3
se mejora demostrando gue [Q#,Q#]=[Q#,AC]= [Q*,A] = A,. Entonces
razonamientgs similares a los utilizados en la demostracidn del
teorema demuestran lo enunciado en este paragrafo.

Este resultado es egquivalente al siguiente; entre los idea
les de Ac caracterizados en el teorema de la seccitn 2 s6lo son
ideales de A los gue contienen a Ag y los que estdn conteni-
dos en Q#:
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