ALGUNAS ALGEBRAS DE FUNCTONES DIFERENCIABLES

por
J.L. Cerdd
y
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S5i I es un intervalo, acotado o no, y 5i A es un espacio
normal de sucesiones de nimercs compleios gque contiene a
{espacic de las sucesiones casi nulas), como en (1] va-
mos a considerar el espacic g‘(r) de funciones £: I 4 T

de clase C® tales que

© {n)

p, (£} = nz=01|f | - lu | <o para toda uei
en donde se designa
e = sup 1™ (0},
tel

Yy se supone a El(I] provisto de la topologia definida por
las seminormas Pu { ug)).
Asi para (Mn} sucesién de términcs positivos vy
= -1 = Mn . n
A=) Bl —{(E)z 1in Ylu =0}

se obtienen las clases clésicas

e (1) = C, (M)

{(ver [4] ) ¥ en el caso
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=00 2T (1R up g < ]

las clases

I} =D (M)

anilogas a las consideradas en [2] .

Agui tratamos de imponer a 3 condiciones bajo las que
g* (1) es &lgebra topolégica.

Es obvio que son equivalentes:

{a} Para toda ue) existen u'sy) tal qgue

(%) fupl <9’ [u) _, | si 0<k<n

(a') Para toda ue)l existen u',u"el y una constante C>0

tales gque "
i ]ulllllun —kl .
) unl =c 51 0%k<n
(B)

Propogicién 1.- Si 3 cumple (a} entonces B (I) es &lgebra

topclbgica pues la multiplicacidn de funciones cumple gue

para toda ue) existe vel tal que

£ = £
pu ( g)\ PV {f) pv (g)

Proposicién 2.- Si ) es estable frente a las transformacio

. . n .
nes diagonales del tipo u + (kK } u (o sea (knun) €x si
; no negativa existe otra u‘e}
(un}E:)\) v si para toda u€) g

y una constante M> ¢ tales gque
n .
u, £ M u' u (0<k<n)

1] o -

entonces g’“_l(I) es dlgebra topolégica.

Proposicién 3.- Sea % tal que para cada u€} no negativa

existe otra u'e¢) tal que
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¥ < u' u’ <
n S wou {(D<k=n)

Si (Mn') es sucesidn de términos positivos y ademds

$
{1} (k) MM =M {(Cgkzn}

o bien

n .
{2} MM, 2K Mn (0<k«<n} vy es estable frente a las

transformaciones diagonales u— (k°}lu entonces gm? M {1}
es dlgebra topoldgica.

Esta proposicibdn se aplica 2l espacio de sucesiones
h [0] ={ u: (]unl} mayorada por alguna (kn) conk>0 },
en el gque los (k™) con k> ¢ forman una familia cofinal de

sucesiones u¢ h{0] no negativas tales que

u o=u ou, (0=Xk=<n}

y es invariante frente & las u "_{kn')u {k> Q) de modo que,
siM M =< K" M (0=k=n) §Mnﬂh [OJ{I) es 4lgebra topo-
l6gica.

Lo misﬁo sucede con CI an} pues se cumple gque h{«) es

estable frente a las u —»{k")u y ademis ¢

Proposicién 4.- En hi{e } toda sucesién estd mayorada por otra

u=(un} de términos positivos decreciente y para cada ugh(o}

de este tipo con u, =1 existe otra aniloga u* e h{w) tal

que

u < ol (0<k<n)

Demostracidn.— Basta limitarse a (un) con u >0y ademas se

puede suponer a (u ) decreciente con y, =1 y definir w’ del

siguiente modo:

ug =1 vy, si nx1 por induccién
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= u Upay Uz, —1 J
v, = max { —& , —£= - — ugn}
o 1

La propoaicién 3 - (1) se aplica también a DI{Mn}, que serg &l
gebra topolégica si (E} MM =M (0£k<n). En este caso
se trata de un dlgebra de Banach pues su topologia es la defi-
nida por la norma P, con u= { —£—).

M
n

En el estudio de las &lgebras es importante conocer a los
elementos inversibles.
Si £ ¢ £ (I) es inversible en g (I}, o sea, si existe

Y
g €€ (I} tal que f£g = 1, necesariamente existe §> 0 tal que

IE(t) 2 6>0 ' Yeer
puesto que g estd acotada.
Diremos gue g*(r} es de inversién si se cumple el recipro-

co, © sea, si
3 1 13
feg (1), [Et0)] 28>0 = £ cg (D).

Proposicidén 5.- Si !1{1) es &lgebra de inversién, los elemen-

tos de inversibn constituyen un enterno uniforme (luege también
para li tobologia nermal} de Ia unidad 1 Cgl(I} Yy con ello se
cumplen:

(a) Todo cardcter ¥ ¢ 5p ERII} es continuo.

(b} Tode ideal maximal Me?ﬂ{@l(I}] es cerrado.

{c) sp §1(I) es compacto (para la topologfa de Gelfand).

% - i
Demostraciépn.- Toda fe€ {I) tal que J£ - 1} < 1 serd inver
sible pues si {{£~1ll = 1 -8, necesariamente jf(t}j =26, Vtex.
Tales funciones constituyen un entorno uniforme de la unidad. Por

1o tanto se cumple (b} y también ({(a).



En cuanto a (c} basta observar que Sp £ {I} es cerrado en

' % . s
Ag paraA =EF (I) y es relativamente compacto en AG Ya que es__
td contenido en el polar de U si U es entorno abksolutamente con
vexo de cero en A tal que 1+ U estd constituido por elementos

inversibles. '

Por lo tanto tienen interés los resultados que aseguran el

i
que un &lgebra B (I) sea de inversién y como en {3} vy [Sjresul~-
ta:

Proposicifn 6.- Consideremos % estable frente a las u-+ (k°) u.
Para gue Fl {1} sea de inversidn es suficiente que para cada

weX (o sea Tiwg v | < o Y ueld) exista vedr tal que fw | <V,

nf ¥ . .
ya = \I—nﬁ- sea casi creciente, o sea

A £KA ¥ nen
a n4g 1

para al9una constante XK Z 1

Y

Demostracién.-Sea fe? (I} tal que |f(t}] 21 VteIy gf =1.
Y

Se trata de comprobar que g€ § {I}.

v
Se cumple Hf(n} i = v~ con A =T“J-r—=‘3‘- tal gue

A.EKAB si s«<€n

Sean r tales que

de modo que para 1< S<n se cumplen, pamt, e I

f{s}

{ty)
° < = < K A
s! 8- ?

y si se designa

. (n}
Qlz) = £{t,) + %?il R - -(to} »
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{2) (s)
se cumple Q {0) = ¢ (tg) vy en |2} < 1 es

1
n —
& s a 1 3 1
= - = 1- — = — — i —
jaf 21 L, K A r 21k (5 2 =3
l__
3
De las integrales de Cauchy resulta
{n} _ | nt dz < _n! 2rir,
Ig (to)l_, 2T '[zzr zn.ﬂQ(z) { o r—m—j?-_

nt
-1
-]

= 2

2'n1(3KA )} y con ello

'™ < 201 (3K =2 = 203K) v,

lo que demuestra cue ge El {I}.
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