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THÉORÈMES LIMITES POUR CERTAINES
FONCTIONNELLES ASSOCIÉES AUX PROCESSUS

STABLES SUR L’ESPACE DE HÖLDER

M. Ait Ouahra et M. Eddahbi

Abstract
In this paper we study the Hölder regularity property of the local
time of a symmetric stable process of index 1 < α ≤ 2 and of
its fractional derivative as a doubly indexed process with respect
to the space and the time variables. As an application we estab-
lish some limit theorems for occupation times of one–dimensional
symmetric stable processes in the space of Hölder continuous func-
tions. Our results generalize those obtained by Fitzsimmons and
Getoor for stable processes in the space on continuous functions.
The limiting processes are fractional derivatives and Hilbert trans-
forms of local times.

1. Introduction

Soit X = {Xt : t ≥ 0} un processus stable symétrique d’indice 1 <
α ≤ 2 à valeurs réelles avec X0 = 0 i.e. un processus càdlàg à accroisse-
ment indépendant stationnaire d’exposant Ψ, défini par:

E exp (iλXt) = exp (−tΨ(λ)) , t ≥ 0, λ ∈ R,

avec Ψ(λ) = |λ|α.
Pour tout t > 0 on définit la mesure aléatoire µt(·) par µt(A) =∫ t

0
11A(Xs)ds, (où A ⊂ R est un borélien de R et 11A(·) est la fonction in-

dicatrice de A) µt(A) est la mesure d’occupation de X dans le Borélien A.
Il est bien connu d’après [8], [5] et [1] que la mesure µt(A) admet une den-
sité notée Lx

t par rapport à la mesure de Lebesgue, (Lx
t : t ≥ 0, x ∈ R)

est appelé la famille des temps locaux associée à X, de plus Lx
t admet

2000 Mathematics Subject Classification. 60F25, 60G52.
Mots-clés. Processus stables, temps local, transformé de Hilbert, dérivée fraction-
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une version p.s. continue (en t et x) et Lx
t vérifie la formule de densité

d’occupation et la propriété de scaling suivantes:∫ t

0

f(Xs)ds =
∫

R

f(x)Lx
t dx ∀ f borélienne bornée

{Lλ
1
α x

λt : t ≥ 0} L= {λ1− 1
α Lx

t : t ≥ 0} pour tout λ > 0.(1)

Depuis que Trotter [23] a démontré l’existence d’une version bi-continue
du processus du temps local du mouvement brownien uni-dimensionnel,
on ne cesse de découvrir des propriétés profondes des temps locaux, et on
a abouti surtout à une belle théorie en ce qui concerne le temps local du
brownien. L’étude des temps locaux est motivée par le rôle prépondérant
du temps local dans la théorie des excursions. D’autre part l’utilisation
des temps locaux facilite souvent l’étude des fonctionnelles additives d’un
processus de Markov.

Le temps local d’un processus stable est une fonctionnelle additive
particulière associée à ce processus, elle appartient à la classe des fonc-
tionnelles additives continues, associées aux processus stables, d’énergie
nulle, au sens de [11]. Cette classe contient des exemples importants no-
tamment la dérivée fractionnaire et la transformée de Hilbert du temps
local. Elles ont été étudiées, dans le cas du mouvement Brownien, par
plusieurs auteurs dans divers points de vu. L’existence de la valeur
principale de Cauchy du temps local a été remarquée par Itô et McK-
ean [14]. Yor [28], Yamada [24], Nakao [20] et Bertoin [2] ont développés
l’étude de ces fonctionnelles, ce qui a permis par exemple d’obtenir
une généralisation de la formule de Itô (cf. [28] et [3]) et d’établir des
théorèmes limites pour les temps d’occupations du mouvement Brownien
(cf. [26]).

Les théorèmes limites pour les mesures d’occupations ont été étudiés
par Yamada [26], [27] dans le cas α = 2 (i.e. X est un mouvement
brownien), voir aussi [15], [16] et par [10] pour les processus stables.
Les convergences dans tous ces théorèmes sont étudiés dans le cas des
trajectoires continues et notre but dans cette note est de démontrer qu’on
peut étendre les résultats de Yamada [26] et Fitzsimmons et Getoor [10]
sur les théorèmes limites pour les mesures d’occupations associés aux
processus stables uni-dimensionnel à la topologie des espaces de Hölder.

1.1. Espaces fonctionnelles.

Nous considérons les espaces de fonctions vérifiant une condition de
Hölder en norme uniforme. Soit f ∈ C0([0, 1]), le module de continuité
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de f en norme uniforme, notée ωδ(f, η), est défini par

ωδ(f, η) = sup
0<|t−s|≤η

|f(t) − f(s)|
|t− s|δ .

Pour 0 < δ < 1, on définit

Cδ
0 := {f : [0, 1] −→ R : tel que f(0) = 0 et ∀ η > 0, ωδ(f, η) < +∞} .

Il est bien connu que Cδ
0 , muni de la norme ‖f‖δ := ωδ(f, 1), est un

espace de Banach.

Remarque 1. Cδ
0 n’est pas séparable, à cause de ce désavantage on intro-

duit un sous espace fermé séparable Cδ,0
0 , défini par:

Cδ,0
0 :=

{
f ∈ Cδ

0 tel que lim
η→0

ωδ(f, η) = 0
}
.

Dans ce qui suit C désignera une constante qui change de valeur d’une
ligne à l’autre.

2. Temps local et dérivées fractionnaires

2.1. Régularité du temps local.

Soit X = {Xt : t ≥ 0} un processus stable symétrique d’indice 1 <
α ≤ 2 à valeurs dans R et soit {Lx

t : (t, x) ∈ R+ × R} son temps local.
D’après [19] pour tout T > 0 les conditions suivantes sont vérifiées
presque sûrement:

∀ 0 < β < α−1
α , ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t, s ≤ T , |x| ≤ M

|Lx
t − Lx

s | ≤ C|t− s|β ,(2)

∀ 0 < β < α−1
2 , ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t ≤ T , |x|, |y| ≤ M

|Lx
t − Ly

t | ≤ C|x− y|β .

Remarque 2. Bien que le processus stable {Xt : t ≥ 0} n’est pas né-
cessairement continu, son temps local possède une version jointement
hölderienne en t et x.
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2.2. Dérivées fractionnaires.

Soit β > 0, considérons l’espace Cβ définit par

Cβ :=
{
f : R −→ R : tel que |f(x) − f(y)| ≤ C(f, β) |x− y|β ,

∀ |x|, |y| ≤ M
}
.

Pour γ ∈]0, β[ on définit la dérivée fractionnaire d’ordre γ d’une fonc-
tion f appartenant à Cβ ∩ L1(R) par:

Dγ
±f(x) =

1
Γ(−γ)

∫ +∞

0

f(x± y) − f(x)
y1+γ

dy

et on défnit l’opérateur Dγ par Dγ := Dγ
+ −Dγ

−.
Puisque 1

y n’est pas intégrable à l’infini, la définition de Dγ
± doit être

modifier pour γ = 0. Donc on a la définition suivante:

D0
±f(x) = −

∫ +∞

0

f(x± y) − f(x)11]0,1[(y)
y

dy

pour f ∈ Cβ ∩ L1(R), β > 0.
On note aussi D0 := D0

+ − D0
− c’est la transformation de Hilbert

modulo (le facteur 1
π ), nous renvoyons le lecteur à [25], [26].

La formule suivante connue sous le nom (Switchnig Identity) joue un
rôle important dans les démonstrations des théorèmes de la Section 3.

Soit 0 ≤ γ < 1 et on suppose que f, g ∈ Cβ ∩ L1(R), alors pour β > γ
on a ∫

R

f(x)Dγ
−g(x)dx =

∫
R

g(x)Dγ
+f(x)dx.(3)

La dérivée fractionnaire a été étudiée par Ezawa et al. [9] pour des objec-
tifs de la physique et qui apparâıt naturellement dans certains théorèmes
limites (Théorème 2.1 et Théorème 2.2 dans [26]). Elles apparaissent
aussi de façon naturelle dans le calcul stochastique (cf. [11]) et la théorie
spectrale des cordes vibrantes (cf. [2]). La fonctionnelle Hx

t (−1 − γ),
(0 < γ < 1

2 ) associée à la partie finie de Hadamard p. f.(x−1−γ
+ ) et la

fonctionnelle Cx
t associée à la valeur principale de Cauchy v.p.( 1

x ) peu-
vent être obtenues moyennant la transformée de Hilbert et DγL•

t : la
dérivée fractionnaire d’ordre γ par rapport à la variable x du temps
local brownien avec:

Hx
t (−1 − γ) = − cos (π(1 + γ))DγL•

t (x) − sin (π(1 + γ))H (DγL•
t ) (x),
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où H(f) est la transformée de Hilbert définie par

H(f)(s) =
∫ +∞

0

f(s + u) − f(s− u)
u

du

et Cx
t a la représentation suivante:

Cx
t = H (L•

t ) (x)

(cf. [28], [24], [25], [26], [4] et [3]).

Avant de présenter notre améliorations citons d’abord la contribution
de Yamada [25] qui a montré dans le cas du mouvement Brownien que
le processus (DγL•

t (x), t ≥ 0, x ∈ R) vérifie les conditions de Hölder
suivantes: pour tout T > 0 p.s.

∀ 0 < β < 1
2 − γ, ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t, s ≤ T , x ∈ R

|DγL•
t (x) −DγL•

s(x)| ≤ C|t− s|β ,(4)

∀ 0 < β < 1
2 − γ, ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t ≤ T , x, y ∈ R tel que

|x|, |y| ≤ M , M > 0

|DγL•
t (x) −DγL•

t (y)| ≤ C|x− y|β .(5)

Cette régularité de DγL•
t entrâıne celle de Hx

t (−1 − γ):

Pour tous T , M > 0 p.s.

∀ 0 < β < 1
2 − γ, ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t, s ≤ T , |x| ≤ M

|Hx
t (−1 − γ) −Hx

s (−1 − γ)| ≤ C|t− s|β ,

∀ 0 < β < 1
2 − γ, ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t ≤ T , |x|, |y| ≤ M

|Hx
t (−1 − γ) −Hy

t (−1 − γ)| ≤ C|x− y|β .
Remarque 3. Boufoussi et al. [7] ont donnés, dans le cas du mouve-
ment Brownien également, des résultats plus fins que (4) et (5) plus
précisément nous avons:

• Pour tous t > 0 et p < ∞, la trajectoire x �→ DγL•
t (x) vérifie p.s.

la condition de Hölder d’indice 1
2 − γ en norme Lp(R).

• Pour tous x ∈ R, T > 0 et 0 < ν < 1
2 − γ

2 , la trajectoire t �→
DγL•

t (x) vérifie p.s. la condition de Hölder d’indice ν sur [0, T ].
Nous en déduisons en particulier que:

∀ 0 < β < 1
2 −

γ
2 , et 0 < γ < 1

2 , ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t, s ≤ T , |x| ≤ M

|Hx
t (−1 − γ) −Hx

s (−1 − γ)| ≤ C|t− s|β .
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Pour plus de détails sur la dérivée fractionnaire nous renvoyons le
lecteur à [13], [22] et [21].

Nous aurons, également, besoin d’un résultat de régularité de l’appli-
cation (t, x) �→ Lx

t par rapport aux variables espace temps.

Théorème 1. Soit T > 0. Alors la condition suivante est vérifiée
presque sûrement: pour tout 0 < β1 < α−1

2α et 0 < β2 < α−1
2 , il ex-

iste une constante C > 0 telle que pour tous (t, s) ∈ [0, T ]2 et (x, y) ∈ R2

tel que |x|, |y| ≤ M on a

|L(t, x) − L(t, y) − L(s, x) + L(s, y)| ≤ C|t− s|β1 |x− y|β2 .(6)

Preuve: En appliquant la propriété de Markov pour X en s et la pro-
priété de scaling on a pour tout m ≥ 1:

E |L(t, x) − L (t, y) − L(s, x) + L(s, y)|2m

= E |L(t− s, x) − L(t− s, y)|2m ◦ θs

= E

[
E |L(t− s, x) − L(t− s, y)|2m ◦ θs�Xs

]

=
∫

P(Xs ∈ dz)E |L(t− s, x− z) − L(t− s, y − z)|2m
.

Or d’après [19] on a: pour tout m ≥ 1

E |L(t, x) − L(t, y)|2m ≤ C(α,m)t
(α−1)

2α 2m |x− y|
α−1

2 2m

où C(α,m) est une constante qui dépend seulement de α et m. Par suite

∫
P(Xs ∈ dz)E |L(t− s, x− z) − L(t− s, y − z)|2m

≤
∫

P(Xs ∈ dz)C(α,m)|t− s|
(α−1)

2α 2m |x− y|
α−1

2 2m

≤ C(α,m)|t− s|
(α−1)

2α 2m |x− y|
α−1

2 2m
.

D’où, si ‖·‖2m désigne la norme [E[·]2m]1/2m, alors

(7) ‖L(t, x) − L(t, y) − L(s, x) + L(s, y)‖2m

≤ C(α,m)|t− s|
(α−1)

2α |x− y|
α−1

2 .

Et d’après une version du théorème de Kolmogorov dans l’espace Ha,b
0

(l’espace hölderien à deux paramètres) voir le Théorème 1.7 dans [6]),
nous avons la conclusion du théorème.
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En utilisant les mêmes techniques que Yamada [25] (voir aussi [10,
p. 319]) il est facile de prouver le corollaire suivant.

Corollaire 1. Soit T un nombre réel strictement positif.
∀ 0 < γ < α−1

2 , ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t, s ≤ T , |x| ≤ M ,∣∣Dγ
±L

•
t (x) −Dγ

±L
•
s(x)

∣∣ ≤ C|t− s|β , ∀β < (α− 1)/α− γ.

∀ 0 < γ < α−1
2 , ∃C > 0 telle que ∀ 0 ≤ t, s ≤ T , |x|, |y| ≤ M ,∣∣Dγ

±L
•
t (x) −Dγ

±L
•
s(y)

∣∣ ≤ C |x− y|β , ∀β < (α− 1)/2 − γ.

De plus |Dγ
±L

•
t (x)| = O(|x|−1−γ), |x| → ∞ uniformément en t.

Dans le théorème suivant nous présentons un résultat plus fin que
celui du corollaire ci-dessus et qui représente le résultat principal de
cette section.

Théorème 2 (Régularité de la dérivée fractionnaire du temps local).
Soient T > 0 et 0 ≤ γ < α−1

2 , avec α l’indice du processus stable
symétrique X. Alors presque sûrement pour tout 0 < λ < α−1

α − γ
α ,

il existe une constante 0 < C(ω) < +∞ telle que pour tous 0 ≤ t, s ≤ T
et x ∈ R

|DγL•
t (x) −DγL•

s(x)| ≤ C(ω)|t− s|λ.
Preuve: Nous faisons la démonstration pour Dγ

+ dans le cas de γ > 0
(pour γ = 0 nous utilisons les mêmes techniques que Fitzsimmons et
Getoor [10, Lemme 2.12, p. 316]).

Soit x ∈ R et 0 ≤ t, s ≤ T , d’après la définition de la dérivée frac-
tionnaire on a

∣∣Dγ
+L

•
t (x) − Dγ

+L
•
s(x)

∣∣

=
1

|Γ(−γ)|

∣∣∣∣
∫ +∞

0

Lx+u
t − Lx

t

u1+γ
du−

∫ +∞

0

Lx+u
s − Lx

s

u1+γ
du

∣∣∣∣

≤ 1
|Γ(−γ)|

∫ +∞

0

∣∣Lx+u
t − Lx+u

s − Lx
t + Lx

s

∣∣
u1+γ

du

≤ 1
|Γ(−γ)|

∫ b

0

∣∣Lx+u
t − Lx+u

s − Lx
t + Lx

s

∣∣
u1+γ

du

+
1

|Γ(−γ)|

∫ +∞

b

∣∣Lx+u
t − Lx+u

s − Lx
t + Lx

s

∣∣
u1+γ

du

=: I1 + I2.
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Majoration de I1: En vertu de la condition de Hölder (6), du temps local
en t et x, nous avons

I1 ≤ C

|Γ(−γ)|

∫ b

0

|t− s|β1uβ2−1−γdu

avec β1 < (α− 1)/2α et β2 < (α− 1)/2.
Par conséquent

I1 ≤ C

|Γ(−γ)|
bβ2−γ

β2 − γ
|t− s|β1 , avec γ < β2.

Majoration de I2: Nous savons d’après (2) qu’il existe une variable aléa-
toire C(ω) finie telle que

|Lx
t − Lx

s | ≤ C(ω)|t− s|β

où β < α−1
α , par suite

I2 ≤ 2C(ω)
|Γ(−γ)|

∫ +∞

b

|t− s|β
u1+γ

du =
2C(ω)
|Γ(−γ)|

b−γ

γ
|t− s|β ,

d’où

I1 + I2 ≤ 2C(ω)
|Γ(−γ)|

bβ2−γ

β2 − γ
|t− s|β1 +

2C(ω)
|Γ(−γ)|

b−γ

γ
|t− s|β ;

en choisissant b = |t− s|
β−β1

β2 , on obtient∣∣Dγ
+L

•
t (x) −Dγ

+L
•
s(x)

∣∣ ≤ C(ω)|t− s|β(1− γ
β2

)+β1
γ

β2 ,

par conséquent pour tout 0 < λ < α−1
α − γ

α , on peut trouver γ < β2 <
α−1

2 ≤ 1
2 , 0 < β < α−1

α et 0 < β1 < α−1
2α tel que λ = β(1 − γ

β2
) + β1

γ
β2

.

Remarque 4. Ce résultat étend celui de [7] aux processus stable symé-
trique et donne une amélioration à celui de [25].

Le lemme suivant sera utile dans les preuves des théorèmes limites.

Lemme 1. Soient T > 0 et 0 ≤ γ < α−1
2 , avec α l’indice du processus

stable symétrique X et {Lx
t , (t, x) ∈ R+ × R} son temps local. Alors pour

tous 0 ≤ t, s ≤ T , x ∈ R, et m ≥ 1

‖DγL•
t (x) −DγL•

s(x)‖2m ≤ C|t− s|α−1
α − γ

α(8)

où la constante C dépend seulement de α, m et γ.
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Preuve: Par définition de Dγ nous avons

∣∣Dγ
+L

•
t (x) −Dγ

+L
•
s(x)

∣∣ ≤ 1
|Γ(−γ)|

∫ b

0

∣∣Lx+u
t − Lx+u

s − Lx
t + Lx

s

∣∣
u1+γ

du

+
1

|Γ(−γ)|

∫ +∞

b

∣∣Lx+u
t − Lx+u

s − Lx
t + Lx

s

∣∣
u1+γ

du,

ce qui entrâıne∥∥Dγ
+L

•
t (x)− Dγ

+L
•
s(x)

∥∥
2m

≤ 1
|Γ(−γ)|

∫ b

0

∥∥Lx+u
t − Lx+u

s − Lx
t + Lx

s

∥∥
2m

u1+γ
du

+
1

|Γ(−γ)|

∫ +∞

b

∥∥Lx+u
t − Lx+u

s − Lx
t + Lx

s

∥∥
2m

u1+γ
du

=: J1 + J2.

En utilisant respectivement les inégalités (7) et (2) on obtient

J1 ≤ C1(α,m, γ)|t− s|α−1
2α b

α−1
2 −γ ,

et

J2 ≤ C2(α,m, γ)|t− s|α−1
α b−γ ,

en choisissant b = |t− s| 1
α on aura le résultat.

Remarque 5. Le Théorème 2 peut se déduire du lemme précédent à l’aide
du critère de Kolmogorov.

3. Théorèmes limites

Dans cette section, nous présentons des théorèmes limites pour des
processus de la forme

1
λp

∫ λt

0

f(Xs)ds, pour p ∈
]
α− 1
2α

,
α− 1
α

[
(9)

où {Xt : t ≥ 0} un processus stable symétrique d’indice 1 < α ≤ 2
et f est une dérivée fractionnaire d’une fonction g ∈ Cβ (hölderienne
d’ordre β) et à support compact, suivant la topologie hölderienne.

Pour α = 2, correspondant au cas du mouvement Brownien, le com-
portement asymptotique de la forme (9), suivant la fonction f , a été
étudié par Yamada [26] et le cas p ∈]α−1

2α , α−1
α [ où α étant l’indice d’un
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procesus stable a été étudié par Fitzsimmons et Getoor [10] dans l’espace
des fonctions continues.

3.1. Critère de tension dans l’espace Cδ,0
0 .

Pour étudier la convergence en loi des processus de la forme (9) pour
la topologie hölderienne, nous utilisons le critère de tension que nous
rappelons ci-dessous.

Lemme 2. Une suite de processus {ξn : n ≥ 1} converge en loi dans Cδ,0
0

si et seulement si la suite des lois Pn = P◦ξ−1
n des éléments aléatoires ξn

est tendue sur Cδ,0
0 et on a la convergence des lois fini-dimensionnelles

de ξn.

Théorème 3. Soit {ξn : n ≥ 1} une suite de processus nuls en zéro et
vérifiant pour des constantes a, b > 0 et C > 0 et ∀n ≥ 1, ∀λ > 0,

P [|ξn(t) − ξn(s)| > λ] ≤ Cλ−a|t− s|1+b,

alors la suite des lois Pn des processus ξn est tendue dans Cδ,0
0 pour

0 < δ < b/a.

La preuve du Lemme 2 se trouve dans [12] et celle du Théorème 3
dans [17].

Remarque 6. En pratique ce théorème dû à Lamperti [18] est utilisé sous
sa version des moments:

sup
n

E |ξn(t) − ξn(s)|a ≤ C|t− s|1+b.

Nous présentons alors le résultat principal de cette section.

Théorème 4. Soit X = {Xt : t ≥ 0} un processus stable symétrique à
valeur dans R, d’indice 1 < α ≤ 2. Soit 0 < γ < α−1

2 et on suppose
que f = Dγ

+g, où g ∈ Cβ et à support compact pour un certain β tel que
0 < γ < β < α−1

2 alors,
{

1

n1− 1+γ
α

∫ nt

0

f(Xs)ds
}

t≥0

L−→n→+∞

{[∫
R

g(x)dx
]
Dγ

−L
•
t (0)

}
t≥0

et cette convergence a eu lieu dans l’espace de Hölder Cδ
0 avec δ < α−1

α −
γ
α .

Preuve: On fait la démonstration dans Cδ,0
0 (car la convergence dans Cδ,0

0

implique la convergence dans Cδ
0).
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Il est facile de verifier que la trajectoire

t �−→ An
t =

1

n1− 1+γ
α

∫ nt

0

f(Xs)ds

appartient p.s. à Cδ,0
0 avec δ < α−1

α − γ
α . Or d’après [10] {An

t : t ≥ 0}
converge en loi vers le processus {(

∫
R
g(x)dx)Dγ

−L
•
t (0)}t≥0 dans l’espace

des fonctions continues ce qui implique la convergence des lois fini-
dimensionnelles. D’après le Lemme 2 il reste à montrer la tension. Pour
le faire nous utilisons le critère de Lamperti [18, Remarque 6].

Soit m ≥ 1, en utilisant (1) et (3) nous aurons

E |An
t −An

s |2m = E

∣∣∣∣ 1

n1− 1+γ
α

(∫ nt

0

f(Xu)du−
∫ ns

0

f(Xu)du
)∣∣∣∣

2m

= n2m γ
α E

∣∣∣∣
∫

R

f(x)Lx/n
1
α

t dx−
∫

R

f(x)Lx/n
1
α

s dx

∣∣∣∣
2m

= n2m γ
α E

∣∣∣∣
∫

R

Dγ
+g(x)

(
L

x/n
1
α

t − Lx/n
1
α

s

)
dx

∣∣∣∣
2m

= n2m γ
α E

∣∣∣∣
∫

R

g(x)
(
Dγ

−L
•/n

1
α

t (x) −Dγ
−L

•/n
1
α

s (x)
)
dx

∣∣∣∣
2m

.

Or (si h : R → R et a > 0 on note par ha la fonction x �→ h(ax) alors
Dγ

±(ha) = aγ(Dγ
±h)a) par suite

E |An
t − An

s |2m

= E

∣∣∣∣
∫

R

g(x)
(
Dγ

−L
•
t (xn

−1
α ) −Dγ

−L
•
s(xn

−1
α )

)
dx

∣∣∣∣
2m

≤ E

[∫
K

|g(x)|m
′
dx

] 2m
m′∫

K

∣∣∣Dγ
−L

•
t (xn

−1
α ) −Dγ

−L
•
s(xn

−1
α )

∣∣∣2m

dx

avec 1
2m + 1

m′ = 1 et K = supp(g), par conséquent

E |An
t −An

s |2m ≤ C

∫
K

E

∣∣∣Dγ
−L

•
t (xn

−1
α ) −Dγ

−L
•
s(xn

−1
α )

∣∣∣2m

dx

≤ C|t− s|( α−1
α − γ

α )2m d’après (8).

D’où (An
t )n est tendue dans Cδ,0

0 avec δ < α−1
α − γ

α .
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Théorème 5. Soit X = {Xt : t ≥ 0} un processus stable symétrique
d’indice 1 < α ≤ 2. On suppose que f = D0

+g où g ∈ Cβ à support
compact pour β > 0. Alors

i)
{

1

n
α−1

α log(n)

∫ nt

0
f(Xs)ds

}
t≥0

converge en loi lorsque n tend vers

+∞ vers le processus
{
−α−1

(∫
R
g(x)dx

)
L0

t

}
t≥0

.

ii)
{

1

n
α−1

α

∫ nt

0

(
f(Xs)+α−1 log(n)g(Xs)

)
ds

}
t≥0

converge en loi lorsque

n tend vers +∞ vers le processus
{(∫

R
g(x)dx

)
D0

−L
•
t (0)

}
t≥0

. Ces
convergences ont eux lieu dans l’espace de Hölder Cδ

0 avec
δ < α−1

α .

Preuve: Pour i) on pose

An
t =

1
n1− 1

α log(n)

∫ nt

0

f(Xs)ds,

par les mêmes arguments de la démonstration du Théorème 4 et le fait
que (si h : R → R et a > 0 on note par ha la fonction x �→ h(ax) alors
D0

±(ha) = (D0
±h)a + ha log a) on a

An
t

L=
1

log(n)

∫
R

g(x)D0
−

(
L•

t (xn
−1
α )

)
dx− α−1

∫
R

g(x)Lxn
−1
α

t dx

=: Bn
t − Fn

t .

Montrons que Bn
t converge vers 0 dans Cδ,0

0 lorsque n tend vers +∞ avec
δ < α−1

α .
Il est claire que Bn

t ∈ Cδ,0
0 , car

lim
η→0

ωδ(Bn
t , η)

= lim
η→0

sup
0<|t−s|<η

|Bn
t −Bn

s |
|t− s|δ

= lim
η→0

sup
0<|t−s|<η

1
log(n)

|
∫

R
g(x)[D0

−(L•
t (xn

−1
α )) −D0

−(L•
s(xn

−1
α ))]dx|

|t− s|δ

≤ lim
η→0

sup
0<|t−s|<η

C

log(n)
|t− s|λ−δ, avec 0 < λ <

α− 1
α

≤ lim
η→0

C

log(n)
η

α−1
α

−ε−δ

= 0, pour δ <
α− 1
α

≤ 1
2
.
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Par conséquent

ωδ(Bn
t , 1) = sup

0<|t−s|<1

|Bn
t −Bn

s |
|t− s|δ

= sup
0<|t−s|<1

1
log(n)

|
∫

R
g(x)(D0

−L
•
t (xn

− 1
α ) −D0

−L
•
s(xn

− 1
α ))dx|

|t− s|δ

≤ sup
0<|t−s|<1

1
log(n)

∫
R
|g(x)||D0

−L
•
t (xn

− 1
α ) −D0

−L
•
s(xn

− 1
α )|dx

|t− s|δ

≤ sup
0<|t−s|<1

C

log(n)
|t− s|λ−δ =: In pour 0 < λ <

α− 1
α

.

D’où In−→n→+∞0 pour δ < α−1
α .

Montrons maintenant que Fn
t converge en loi vers α−1(

∫
R
g(x)dx)L0

t

dans Cδ,0
0 .

Nous savons que∫
R

g(x)Lxn− 1
α

t dx
L−→n→+∞

(∫
R

g(x)dx
)
L0

t

dans l’espace des fonctions continues. Il reste à montrer la tension. Soit
m ≥ 1

E |Fn
t − Fn

s |2m = α−2mE

∣∣∣∣
∫

R

g(x)
(
Lxn− 1

α

t − Lxn− 1
α

s

)
dx

∣∣∣∣
2m

≤ α−2mE

(∫
K

|g(x)|m
′
dx

) 2m
m′ ∫

K

∣∣∣∣Lxn− 1
α

t − Lxn− 1
α

s

∣∣∣∣
2m

dx

≤ C|t− s|α−1
α 2m d’après (8)

et (Fn
t )n≥0 est tendue dans Cδ,0

0 pour tout δ < α−1
α .

Pour ii) de la même façon nous avons

1

n
α−1

α

∫ nt

0

(
f(Xs) + α−1 log(n)g(Xs)

)
ds

L=
∫

R

g(x)D0
−L

•
t (xn

− 1
α )dx.

Or d’après [10]∫
R

g(x)D0
−L

•
t (xn

− 1
α )dx−→n→+∞

(∫
R

g(x)dx
)
D0

−L
•
t (0)

dans l’espace des fonctions continues.
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Il suffit, alors, de montrer la tension dans l’espace Cδ,0
0 . Posons

En
t :=

∫
R

g(x)D0
−L

•
t (xn

− 1
α )dx.

Soit m ≥ 1 nous avons

E |En
t − En

s |2m

= E

∣∣∣∣
∫

R

g(x)
(
D0

−L
•
t (xn

− 1
α ) −D0

−L
•
s(xn

− 1
α )

)
dx

∣∣∣∣
2m

≤
(∫

K

|g(x)|m
′
dx

) 2m
m′

E

∫
K

∣∣∣D0
−L

•
t (xn

− 1
α ) −D0

−L
•
s(xn

− 1
α )

∣∣∣2m

dx

≤ C|t− s|α−1
α 2m

donc (En
t )n≥0 est tendue dans Cδ,0

0 avec δ < α−1
α .
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B.P.S 15, Marrakech
Maroc
E-mail address: ouahra@ucam.ac.ma

M. Eddahbi:
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