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INTEGRALES STOCHASTIQUES
DE PROCESSUS ANTICIPANTS
ET PROJECTIONS DUALES PREVISIBLES

C. DONATI-MARTIN ET M. YOR

Abstract

We define a stochastic anticipating integral §* with respect to
Brownian motion, associated to a non adapted increasing pro-
cess (ut), with dual projection ¢. The integral 6#(u) of an antici-
pating process (u:) satisfies: for every bounded predictable process

v ([ o8] 5 ]

We characterize this integral when p¢ = sup;<;<; Bs. The proof
relies on a path decomposition of Brownian motion up to time 1.

1. Introduction

Soit (Xt; 0 < ¢ < 1) un mouvement brownien réel issu de 0, et
(F; 0 <t <1) safiltration naturelle. Pour une large classe de processus
(ug; 0 < t < 1) mesurables pour F1 ® B([0, 1]), l'intégrale de Skorohod
(par rapport au mouvement brownien X) du processus u, notée d(u), est
caractérisée par la formule de dualité suivante:

Pour toute variable F' de carré intégrable, dérivable au sens de Malli-
avin,

(1.1) E(Fé(u)) = E (/01 D Fu, dt) .

La formule (1.1) est due & Gaveau et Trauber [6] qui ont identifié I'inté-
grale 0 définie par Skorohod en [14] comme l'adjoint de l'opérateur de
dérivation D. Nous renvoyons & Malliavin [8] et Nualart [10] pour la
définition de l'opérateur D et les notions de calcul des variations sur
I'espace de Wiener.

Keywords. Stochastic anticipating integral, dual projection, path decomposition, bal-
ayage formula.
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Nous nous proposons de définir une (ou plusieurs) intégrales stochas-
tiques de processus (u;) supposés seulement F; ® B([0, 1]) mesurables, a
partir de la remarque suivante. Considérons dans le terme de droite de
(1.1) non pas les termes dt, D;F et u; individuellement, mais plutét la
mesure aléatoire D, F dt d’une part, et le processus (u;) d’autre part. Le
fait que l'intégrale de Skorohod d(u) coincide avec l'intégrale d’It6 que

nous noterons ici [(u) = fol us dX lorsque u est prévisible, provient
de ce que la projection duale prévisible de la mesure D;F dt est
E(D.F/F;)dt, c’est a dire la mesure f; dt, ou (f;) est 'intégrand prévi-
sible qui figure dans la représentation d’It6 de F*), i.e.:

(1.2) F=E(F)+ /1 fodX,.
0

Ainsi, lorsque u est prévisible,

E(/OlDtFutdt> :E</01ftutdt) :E<F/(u)).

Cette remarque étant faite, nous pouvons associer a tout processus crois-
sant (ug; 0 <t < 1) dont la projection duale prévisible, notée uff’ ) est t,
une intégrale stochastique ("¢ définie de la facon suivante:

Définition et Théoréme 1.1. A tout processus (ug; 0 <t < 1) tel
que

(1.3) E (/01 u? dus> < oo,

on associe sa projection hilbertienne, notée u*, sur L?(dus dP; P), ou P
désigne la tribu prévisible. Cette projection satisfait:

1. E (fol(u’;)z ds) < 00,
2. pour toute v.a. F € L*(F),

(1.4) E <F/(u")> —E (/01 Foue dm> :

ou f; est lintégrand prévisible figurant dans la représentation
d’Ito de F.

Dans la suite, on notera lintégrale ainsi définie: *6(u) = [(ut).

(*) Cette représentation de I'intégrand f associé a F' est connue sous le nom de formule
de Clark-Ocone [3], [11]. Ocone établit (1.2) avec f; = E(D¢F/F;) & partir de
lidentité §(u) = f(u) pour u processus adapté.
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Par définition méme de u#, I'égalité u = u* a lieu dans L?(dus dP; P)
si et seulement si u est prévisible. En particulier, #§ et | coincident sur
I'espace

L*(dus dP; P) = L*(ds dP; P).

Plus généralement, on a, pour tout processus prévisible borné h:
(1.5) (hu)* = hu'.

Démonstration du Théoréme 1.1: La propriété 1) est immédiate; en
ce qui concerne 2), on a: pour tout processus prévisible f,

B (/ frvedue ) =E (/ fok ) = (/ putae) =5 (¥ ).

La premiere égalité provient de la définition de u* et la deuxieme de
I’hypothése: ,ugp) =t (fu" est prévisible).

Nous donnons dans la proposition suivante, une premiere regle tres
générale de calcul du processus u*.

Proposition 1.1. Soit (us; t < 1) un processus mesurable tel que:

(1.6) E (/Oluf dlj,t> < 0.

Alors, le processus Z}'(u) = E (fot U dfis | _7-',5) est une quasi-martingale,

dont on note la décomposition canonique M!'(u) + Ul'(u), U} (u) dé-
signant la partie processus prévisible d variation intégrable. On a alors:

(1.7) Ut“(u)z/0 u ds.

Démonstration: Soit 7 = {0 = tg < t; <ty < -+ < t, = 1} une
subdivision de [0, 1]; on note

n—1

Ve(z () = Y B (|B(ZE,, (w) — 2 (w)/ 7))

=0

Alors,

Vo(Zh(w) < B (/ wldn.) < (B (/udu» < oo,

prouvant la propriété de quasi-martingale de Z*(u).
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Soit (hs) un processus prévisible élémentaire borné de la forme h, =
Hljqp)(s) avec H € Fy.

1 b
E (/ hstg dus) =F (H/ Ug d,us>
0 a

On obtient donc (us dus)gp) = dU¥(u), c’est & dire u¥ ds = dUH(u). B

La Définition 1.1 n’aurait bien entendu aucun intérét si ’on ne pouvait
exhiber des processus croissants “intéressants” p; vérifiant uip )=t Or,
de telles constructions ont été faites précisement en [1] par intégration
des résultats correspondants pour les temps locaux d’une martingale. De
facon précise, on a la

Proposition 1.2 (Azéma-Yor [1]). Soit (My; t > 0) une martingale
continue, de carré intégrable, dans une filtration (Gy; t > 0). Alors, le
processus croissant ((M); t > 0) est la projection duale prévisible de
chacun des deux processus croissants (non adaptés):

) = (Ip = Muo)? = (I — M)
W7 = (Jo = Mo)? = (Jy — Mo)?

ot Iy = sup My, J; = inf M.
s>t s>t

Dans cet article, pour rester “concrets”, nous appliquerons seulement
la proposition ci-dessus & M; = Xa1, avec (Xy; ¢ > 0) mouvement
brownien réel; ainsi, on a:

'u§+) = (IO — X1)2 - (It - X1)2 ou It = sup Xs.
t<s<1

Nous noterons (F)§ pour ) (resp. ()¢ pour “(_)5); ainsi que u(*)
(resp. (7)) 1a projection de u sur L? (du(t+) dP; P) (resp. Lz(d,ug_) dP; P));
cette projection étant notée II(H) | resp. TI(-).
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Le paragraphe 2 est consacré & Pétude des propriétés de I'intégrale (1§
en particulier, alors que dans le paragraphe 3, nous montrons comment
cette intégrale peut étre désintégrée suivant les temps locaux brown-
iens; dans le méme esprit, nous montrons, au paragraphe 4, quelques
relations entre notre construction et la formule de balayage. Enfin, au
paragraphe 5, nous considérons un autre exemple d’intégrale #9, tres lié
au théoreme de représentation, di a J. Pitman, du processus de Bessel
de dimension 3 comme (25; — X;; t > 0) out S = sup,<; Xs.

2. Quelques propriétés de ’intégrale #§
Nous présentons deux propriétés importantes de (H)§.

Proposition 2.1. Soit (us) un processus mesurable tel que

1
E (/ u? d,ung)) < 00.
0

1. Si ¢ :[0,1] x R — R est une fonction bornée mesurable, alors:
(- L)u) ™) = (-, X Ju™.
2. Siu est un processus rétrograde, i.e. u; est F' adapté, ou
Fl'=o{X, - X1; s > t},
alors u't) est déterministe.

Démonstration: 1) Pour toute variable F' € L?(Q),

B (r [ (o)) =5 ( Olfsw(s,fs)us ).

Or, la mesure du(j) est portée par {s; Xy = Is}; ainsi, le membre de
droite de I’équation précédente est égal & E (fol fso(s, Xs)us dugﬂ). On

utilise alors (1.5).

2) D’apres la Proposition 1.1, f(f ugﬂ ds est la partie a variation inté-
grable de la quasi-martingale

t
Zt(ﬂ(u) =F (/ us dpl) | .7-})

0

1 1
:E(/ usdug+)|}"t>—E(/ Usd#g+)ft>~
0 t
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Or, si u est rétrograde, le processus [ ! Usg dpg+) est également rétrograde,

ftl Ug dugﬂ est donc indépendant de F; et

t 1
/ ung) ds=—-F </ Usg dug+)> . n
0 t

Nous allons maintenant appliquer la Proposition 1.1 au calcul de u(*)
lorsque u; = ® variable aléatoire F; mesurable, telle que E(®%+¢) < oo,
pour un € > 0, ce qui assure:

E(<I>2u§+)) < 0.

Dans ce cas, il existe une fonctionnelle ®;(w,w’) qui est mesurable en
(t,w,w’) telle que pour tout ¢ < 1,

P = ({Xs, s <t}; {Xs— X155 >t}).
On peut alors écrire:
E@uY ) F) = B(®(I, — X1)?/F)
— B (® ({Xa s <t} {Xo— Xus s 2 8}) (I — X1)2/ )

La partie a variation bornée de cette quasi-martingale est celle de la
quasi-martingale:

(2.1) Ty(Xs;8<t)
= —F <<I>t ({Xs7 s < t}; {Xs — X8> t}) (Sli}t)(Xg - X1)>2> ,

ot X et X sont deux mouvements browniens indépendants et ’espérance,
notée E est prise par rapport a X. Nous donnons maintenant quelques
exemples explicites de calculs de la quasi-martingale figurant en (2.1).
Nous montrerons par une autre approche que celle développée dans les
exemples ci-dessous, la formule générale suivante:

9 (p(X1)) = B (p(—VI=s B + X,))

ot Ry désigne la valeur a 'instant 1, d’un processus de Bessel de dimen-
sion 3, indépendant de X, I'espérance étant prise par rapport a la loi de
R (voir Proposition 3.1).
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Exemple 1. & = X;.
—B(X1(I, — X1)?/F) = =X B((I — X1)?) + BE(X, — X1)(I — X1)?)
= _XtE(Slz—t) + E(Xl—téf—t)

=-X,(1-1) + E(X1-.5%_,)

ol X, est un mouvement brownien et S,, = sup,.,, Xs. Or,

1-t 1-t

Bst ) = ([ %) =28 ([ 8a8,) =SS0

BU-S10 = 20 -0 E(B ) = 20 - 022

Avec les notations de la Proposition 1.1,

t
+) V2 5
U, (X):/Xsdﬁ—(kt)z,
A A 37
et donc:
2v/2
) =1 (X)) = X, — %(1 —5)2.
o

Exemple 2. & = exp(A\X7).
—E(exp(A\X1)(I; — X1)%/Fy) = — exp(A X)) E(exp(—\(X; — X1))(I; — X1)?)
=—exp(AX})E(exp(—AX1_,)52%)).

Notons fy(u) = E(exp(—AX,)S2). La partie a variation bornée de la
quasi-martingale précédente est:

/Ot (ﬁ“ =)= A;J“A(l - s)) exp(AX,) ds.

D’apres la formule d’Ito,

t

exp(—AX¢)S? = -\ [ exp(—AX,)S?dX,
0

t 2 ot
+ 2/ exp(—AX;)Ss dSs + %/ exp(—AX,)S2 ds,
0 0

fa(t) =2 ( /O exp(-AX,)S, dss> . /0 " (s) ds.
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Notons g, (t) = 2FE (fot exp(—AX,)Ss dSs); alors, d’apres ’égalité précé-
dente, on a:
)\2

Ji(0) = S Fa(0) = 5 (0)

Or, par définition de gy, on a:

g(t) = 2 ( /0 exp(~AS4)S, dss>

-1 1 1
2F (exp(—)\St) <TS75 - ﬁ) + ﬁ)

2F <exp(—>\\/z51) (—ﬁsl - i) + i) .

A A2 A2
En conséquence,
gA(t) = B (S3exp(-AVES1)) = B (X exp(-MViIXa])) = p(AVA),
ou 'on a noté:
(2.2) o(x) = E (X} exp(—a|X1]) = E (exp(—aRy))

ou (Rs, s > 0) désigne un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0.
On a ainsi obtenu:

(2.3) I (exp(AX1)) = exp(AX,)p(AW1 —¢)
ol ¢ est définie par la formule (2.2).

Exemple 3. & = X', n € N*.

Soit A € R,
o0 )\n N
(2.4) I exp(WX1)) = 3 S (x).

Or, d’apres 'Exemple 2,

Hgﬂ (exp(AX1)) = exp(AXy)p(AV1 — 1),

p(o) = Blexp(-aR) = Y (-1,

p=0
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olt o, = E(RY). Ainsi,

I (exp(AX1)) = < %Xf) (Z(_l)p(/\i Vlt)ap>
k=0

p=0 2

_ Z A" (zn: )= ’“Ckan K(1 —t) Xk>

n=0 k=0

En identifiant la derniere formule avec le membre de droite dans I’équa-
tion (2.4), on obtient:

(25)  Pour tout n, T{7(X7) = (—=1)"FCkay, (1 -)*
k=0

—k
k
2 Xta

avec oy, = E(RY) = E(]X1|P™2). Définissons les polynomes

(2.6) ﬁn(x)z (=)™~ kC’kozn wz® = E((x — R)"),
k=0

et
H,(z,a) = a"/?h,(z//a) pour a > 0; H,(z,0) = z"

La formule (2.5) s’écrit encore:
I (,(X1,0)) = I (X]) = Hy (X1 - 1)

ou encore

(2.7) (+)§(Hn(X1,O)):/(~n(X.,1f~)).

Remarques.

i) Les polynémes h,, introduits en (2.6) peuvent étre définis au
moyen du développement en série

o0
exp(ax) Z

ou la fonction ¢ est donnée par (2.2). De plus, cette suite de
polynomes satisfait a la relation:

3|%

d

T — (hp(z)) = nhy_1(x), pour tout n > 1.
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ii) On a un résultat analogue & 'Exemple 3 pour 'intégrale de Sko-
rohod, a savoir

5(H,(X1,1)) = / (H, (X))

ou H,(z,a) = a"/th(%) et (hp; n > 0) désigne la famille des
polynémes d’Hermite, définie par le développement en série:

o? = a”
exp(ax — 7) = 7; th(x)

3. Désintégration en o des résultats précédents

Reprenons le résultat obtenu par Azéma et Yor [1] énoncé dans la
Proposition 1.2 ci-dessus, dont la preuve est une conséquence du résultat
suivant:

La projection duale prévisible du processus croissant non adapté
u§“) def (X1 —a)T1gecy) est 1L¢, ou LY désigne le temps local en
a du mouvement brownien X et g = sup{s <1, X; = a}.

On a alors u!™”) = 2 [ dauga), et de méme ,uff) =2/ daﬂia) ol
ALY = (X1 — @) 1igocy.

Lemme 3.1. Soit (us) un processus mesurable vérifiant
E(fo1 u? dugf)) < oco. I existe un processus ul™ qui est BR) ® P

mesurable et tel que pour tout a, u'® soit la projection (notée H(“))
de u sur

LX(Q x [0,1); P; dp™ dP) = L2 <Q x [0,1]; P; %de dP) .

. X . a
En conséquence, le processus vy = u(g ) est un représentant de ug ) pour

)

tout a et donc de ug_ .

Preuve: Considérons les mesures m, et v, sur I’espace mesurable sépa-
rable (Q x [0,1],P) définies par

mol$) =5 | ' it ).
win) =38 ([ f arz).
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(ma)a et (v4)q sont deux familles mesurables de mesures bornées,
telles que pour tout a, m, est absolument continue par rapport a v,.
D’aprés un théoréeme de Doob ([4, Chap. V]), il existe un proce-
ssus u® (w) B(R)®P mesurable tel que pour tout a, u(*) soit une densité
de m, par rapport a v,. De plus,

1 1
2F [ / fsusd,uga)}:E[ / fsug@dLg}
0 0

1
=F [/ fsngJdLg} |
0

Ainsi, il suffit de calculer u(* pour obtenir le processus u(~) (qui est
égal & uX).

(3.1)

Lemme 3.2. Soit (us; s < 1) un processus défini sur l’espace
canonique @ = C([0,1],R) qui est B[0,1] @ F1 mesurable et tel que

E (fol u? dus> < oo. Il existe une fonctionnelle F' sur Q x B[0,1] x Q qui
est P ® F1 mesurable tel que:

(3.2) ut(w) = Fw; t; 0r(w)),

ou 0; est lopérateur de translation sur Q) défini par:
Op(w)s = Wigs) —wt, s<1—t

On introduira aussi la fonctionnelle F vérifiant:

(3.3) u(w) = Flw; t; 1(w)),

ot 0, est défini par:

Preuve: 1l suffit de poser F(w; t; @) = ug(w/t/D) olt w/t/& est 1élé-
ment de  défini par:

(w/t/)(s) = w(s) sis<t
=w(t)+w(s—t) sis>t.

On a w/t/0;(w) = w, d’olt la représentation (3.2).
((t,w); @) = wy(w/t/&) est P @ Fy mesurable (cf [9, Théoreme 2]). W

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal:
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Théoreme 3.1. Soit (us; s < 1) un processus qui est B[0,1] @ F;
mesurable et tel que E (fol u? d,us) < 00. Soit F' la fonctionnelle associée

a u par la représentation (3.2). Alors, pour tout a,

(3.4) TP =1 () =F (F ({XS; s<tht: {1%5; s<1— t})) :

ot (Rs; s < 1) désigne un processus de Bessel de dimension 3, ’espérance
étant prise par rapport au processus R. De facon équivalente,

(35 W =17 =B (F({(Xss<th 6 {Ras<1})),
ot ' satisfait (3.3).

Avant de démontrer ce résultat, donnons quelques exemples de repré-
sentation (3.2); dans les deux premiers exemples, le processus u est con-
stant en temps, égal a une variable ® F; mesurable.

o Si® = p(X;), alors

F(w; t; @) = p(wr + ©1-¢).

o Sid=exp (fol h(s) dXS), h € L2([0, 1)), alors,

Flw; ;&) = exp (/Ot hs) dws> exp (/O” h(t + ) d&)s) .

® U = 1(t<g)7
Flw; t; @) = L7, @)<1-1);

ou Ty (@) = inf{s > 0; @(s) = z}.

Preuve de la formule (3.4): Elle s’appuie sur la décomposition de la
trajectoire brownienne en g = sup{s < 1, X, = 0}:

(ms = ﬁ|Xg+(1,g)s|, s < 1) est un méandre brownien indé-
pendant de (Xs, s < g), et de sgn(X1).

Nous avons besoin d’un résultat similaire lorsqu’on décompose X en
g% =sup{0 <t <1, X; = a}, ol par convention sup ) = 0.
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Lemme 3.3. Soit G et H deux fonctionnelles bornées et ¢ une fonc-
tion bornée, alors,

a 1
E(l(ga>0)G(Xs; s<g )H(\/TT|XQQ+(1QQ)S—X90,|; sgl)go(sgn(Xl—a)O
— B (L0 G(Xai 5 < g) B (H (my: s < 1)) E(p(sgn(X, - a),
ot m est un méandre brownien.

Preuve: On applique la propriété de Markov forte au temps
T, =inf{t <1, X; =a}.

Sur (¢ > 0) = (T, < 1), T, < g% pss., et g% = Ty + (1 —T)§ ou
g = sup{s < 1, X, = 0} et X est le mouvement brownien, issu de 0,

défini par:
- 1

Xs = TT&LXTG‘FO?TQ)S — a).

X est indépendant de Ty, et (X, s < T,). On utilise ensuite la décom-
position de X en §. W

Soit (fs) un processus prévisible,
1
E </ Jsus dﬂga)> =F (fg“ug“ (X1 — a)+1(9“>0))
0
=L (fgaﬁ({Xs; s< g} g% {Xﬁga); 5 < 1}))?1(9”

/1= gal(X1>a) 1(ga>0)) ,

ou
1

nga) - =
1—g9

(Xgat(1—gays — Xga) = sgn(X1 — a)ms.

D’apres le lemme, (mg, s < 1) est un méandre brownien indépendant de
Fge. On a donc

1
E(/ fsusduga)>
0
1 N
:§/M(d‘r)E<1(9“>0)fgaF({Xs; s < g} g% {as; s < 1})901\/1—9“),

ou M désigne la loi du méandre sur C([0,1],R).
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Soit z une trajectoire fixée de C([0,1],R*), on a alors:

E (l(g"'>0).fg“F({Xs; s < g%t g% {ze; s <1} a1y/1 — g“)

2

B WE (1(9“'>0)fg“F({Xs; s < gt g% {xs; s < 1}) (X1 — a)+)

1 ! -
= —E(m1)E (/0 dLe f F ({Xs; s <ul; u; {wg; s < 1}) x1> 7

(p)
avec E \/7 La derniere égalité découle de la propriété ( (a )) =
1L, A1n51

1
E ( / Fots du£“>>
0

:?E(/ dLafu/de ({Xs s <upsu; {zs; s <1}z )

:%E{/OldLquA (F (s <upu {R 5<1}))}

d’apres la relation d’Imhof [7]:

2
Po(g)|f1 = \/;Xl-M

explicitant la relation d’absolue continuité entre le processus de Bessel de
dimension 3 et la loi du méandre. Ceci entraine (3.5). La relation (3.4)
se déduit de (3.5) par propriété de changement d’échelle du processus de
Bessel. B

4. Relation avec les formules de balayage

4.1. Notations.

Dans le paragraphe précédent, nous avons explicité l'opérateur de
projection II(®). Nous allons maintenant considérer une famille de pro-
jecteurs, indexée par le temps, définie de la fagon suivante: pour tout
s €10,1] et a € R, on note (@)% le projecteur de

L2(Q x [0, 5]; Fs @ B0, s]; dpy®* dP)
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sur

1
L2 (Q X [0,8}, PS, §dL? 1(t§s) dp> s

ol
a),s def
Mg A (Xs —a)Tl(gecy, t<s;
g% =sup{t < s, X; = a}.
P, désigne la tribu prévisible sur €2 x [0, s].

Ainsi, la projection I1(®) définie en Section 3 est I1(%):1,

Si @, est une variable F, mesurable, nous notons:
(4.1) 95 (@,) = T W), t<s,

ot u(®) est le processus constant en temps: uis) =®,, t <s. H@O5 est
une application linéaire continue de

1
L**e(Q; Fy; dP) — L? (Q x [0, s]; Ps; idLg Li<s) dP) )

4.2. Formule de balayage.

Soit Z; = M; + V; une semi-martingale continue s’annulant sur
H, = {t < 1; X; = a}. Pour tout processus prévisible borné (f),
nul en 0, on a ([15]):

(Zufg;‘; */ fgg st§ 0<u< 1>
0

est une martingale locale, nulle en 0. Si, de plus, Z appartient & H', on
a:

B (2ufy) =B ([ fyav.).

Rappelons que HP désigne l’espace des semimartingales continues
(Zy; t < 1) de décomposition canonique Z = M + V vérifiant H(Mﬁ/2 +
fol |dVs||]p < 00,811 < p < oo.
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4.3. Relation différentielle liant les opérateurs II.

Soit ® une variable F; mesurable telle que E(®P) < oo pour un
p > 2 et &; une semi-martingale continue, appartenant a H? de variable
terminale ® (par exemple, on peut prendre E(¢/F)). Zy = ®4(X¢—a)™
satisfait les hypothéses d’intégrabilité du paragraphe 4.2; ainsi, pour tout
processus prévisible f,

(4.2) E(®(X) —a)tfpu) = E (/01 foe dVS) 7

ol, si ®;, = M; +C; = fot s dXs + Cy, avec (C}) processus continu a
variation bornée, est la décomposition canonique de (®;), on obtient:

1
dVs = §<I)S dL® + (Xs —a)TdC, + 1(x.>a)Ps ds.

. t P
On suppose dorénavant: C; = fo cs ds, et on écrit:

1
(4.3) dVy = S @, dLg + (X, - a)tnsds,
ol
Ps
4.4 s — Cs 1 a .
(4.4) Ui C‘*‘(XS>)X37(z
Alors, on a:

(4.5) E ((I)(Xl - a)+fg“)

_ %E (/01 £.®, dLg) +/01 dSE (fyene(Xo — a)*) .
Par définition des projecteurs II(®)5, on a les relations:
(46)  E(2(X1—a)tfy) = %E ( / arg ﬁﬁa“(@))
et
an B @t = 58 ([ a A o).

En combinant les relations (4.5), (4.6) et (4.7), nous obtenons la relation
entre les opérateurs II:

1
(4.8) (@) = @, +/ % (n,)ds  dL? dP p.p.,
t
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ou, plus généralement:
(4.9) I:I,Ea)’u(tbu) =, —|—/ f[ga)’s(ns) ds dL}dP p.p., pour t <u < 1.
t

Pour mieux comprendre la relation (4.8), considérons les deux exemples
suivants:

i) ® = ¢(X1) oll ¢ est une fonction de classe C?,

i) ® = exp (fol h(w) qu>, h e L2([0,1]).
Choisissons alors ®; de la fagon suivante:

1) q)t = ¢(Xt)7

i) @, = exp ( I hu) qu).
On obtient, d’apres (4.4):

. 4 def

) 9= 50" (X) + Tl xsa = 9(X0),

if) 7, = §2h2(s) + By L (X, >a)-

D’apres le Théoréme 3.1, formule (3.4), on a:

i) T (@)= (6(Buw)+ i) ) =B (d(a + Ri-y)) dLi dP pop.,

I (n0) = (@(Bi(w)+ R -0)) =B (v(a+ R 1)) dLE dPp.p..
i) I (@) = ¢, E <exp( /0 h(t + u) dz%u)),

I () = %cptE <exp( /0 . h(t + u) dRu)> + h(s)®; ...

B (R:_t exp(/os_t Bt + ) dRu)>.

Dans les deux cas, on vérifie aisément la formule (4.8) aprés application
de la formule d’Itd au processus ¢(a + IA%U), resp. exp(fou h(t +v) d]%v).
On prend ensuite 'espérance des deux membres, dans la formule ainsi
obtenue, considérée au temps u =1 —t.
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5. Un exemple d’intégrale anticipante lié
au processus de Bessel

Soit (B¢ t > 0) un mouvement brownien réel et R le processus de
Bessel de dimension 3, solution de

s
(5.1) R, =B+ R
D’apres le théoréme de Pitman [12], si I'on note J; = inf,> Ry,
(5.2) 2J; — Ry = By,
oll B est un mouvement brownien réel. (5.2) s’écrit encore:

Ry =25, — By,

ou Sy = sup,; B; = J;. Notons (R;), respectivement (B;), la filtration
naturelle de R, resp. B et insistons sur l'inclusion stricte: (R:) € (Bt).

Nous pouvons appliquer les résultats de la Section 1 au processus crois-
sant u; = J? dont la projection duale prévisible (sur la petite filtra-
tion (R;)) est t. Ainsi, & tout processus u (B;) adapté vérifiant:

E (/Ooo uﬁd(J§)> < o0,

on peut associer 'intégrale stochastique anticipante par rapport au mou-
vement brownien 3, notée ¢ (u) qui vérifie:

(5.3) E ((/000 fs dﬂs) 5J(u)) —E (/000 fus d(Jf))

pour tout processus (fs) R-prévisible.

Dans ce cas, il est facile de calculer le processus u(*) associé & u par la
Définition 1.1. En effet, il existe une fonctionnelle mesurable ® telle que

(5.4) us = P({Ry; u < s} Js);
alors
(5.5) ul = ®({Ry; u < s}; R,)

en utilisant le méme argument qu’en 1) de la Proposition 2.1.

Exemple.

t
6J(Bl[0’t]) :6J(51[0’t]) :/ R.dfs.
0

(B et S ont la méme projection, & savoir R.)



INTEGRALES STOCHASTIQUES DE PROCESSUS ANTICIPANTS 299

Quelques remarques.

1) L’intégrale stochastique fot us dBs a un sens comme intégrale d’Ito
dans la filtration B, puisque (8 est une B-semimartingale de décompo-
sition

dt
dpy = —dBy + 2dS; — B

t

L’intégrale anticipante et 'intégrale d’Itd6 dans la filtration grossie ne
coincident pas.

2) L’intégrale ainsi définie §;(ulj,4) est une R martingale. Or, une
autre martingale liée au processus croissant p apparait naturellement, a
Savoir:

(5.6) Mi(u) =7 </Ot Us dus) - </Ot ug dus)(p) ops=J2

ou PX désigne la projection prévisible du processus X par rapport a la
filtration R.

Quelques calculs explicites.

a) u=1,
2 1 2 2 ‘
Mt(l):E(Jt /Rt)_tzgRt —tzg deﬁs
0

b) Remarquons que M;(u) = M;(u™) ot u et ul*) sont reliés par
les formules (5.4) et (5.5).

Nous allons calculer M;(u) lorsque ug“ ) ne dépend que de R,

fe u = ©(Rs).

t t
E (/ e dpts | }'t> _oF (/ o(R) Ry dJ, |}'t>
0 0
t
:2/ SRRy doE (s | Fo).
0

Or, un calcul simple montre que pour s < t,

1(Jt)2
E § — t_ - S
el F) =Tt 5
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ot J' = inf R,.

s<u<t

t t Jt
E </ Us djig | ]:t) = 2/ »(Rs)Rs (de, - = de,)
0 0 Ry

t Jt
2 [ o, (sz —Ssz)
0 R,

_ (/OR o)z dz — R% /ORt o(2)2? da:)

— ®(R,)

ou &(z) = 2 </ o(z)x dx — 1/ o(x)x? dx). Finalement, on
0 = Jo
obtient: ,
Mip(R) = [ ¥(R.)a,
0

avec ®'(2) = 2 /0 o(x)z? dz.

22
Exemple.

i) ¢ =1, on retrouve My(1) = %fot R df;.

2

ii) p(r) ==z, ®'(2) = 4 d’on

t
M(B) = M(8) = 5 [ R2d.
0
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