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CLASSES DE NEVANLINNA
SUR UNE INTERSECTION D’OUVERTS
STRICTEMENT PSEUDOCONVEXES

CHANTAL MENINI

Abstract

On a finite intersection of strictly pseudoconvex domains we define
two kinds of natural Nevanlinna classes in order to take the growth
of the functions near the sides or the edges into account. We give a
sufficient Blaschke type condition on an analytic set for being the
zero set of a function in a given Nevanlinna class. On the other
hand we show that the usual Blaschke condition is not necessary
here.

Introduction

La croissance d’une fonction holomorphe est liée a la répartition de
ses zéros. Dans cet article, nous nous interessons a ce lien pour des fonc-
tions de classes de Nevanlinna mais commencons par rappeler quelques
résultats concernant ces classes.

Une fonction holomorphe sur €2, ouvert de C™ a frontiere réguliere, est
dite dans la classe de Nevanlinna N () si

Sllp/ ln+ff| dS. < +00
Q.

e>0

ou ). est ’ensemble des points de 2 & la distance au moins € du bord
de €.

Si F est dans N(Q2) alors le courant d’intégration sur I'ensemble des
zéros X = {F =0}, Ox = £ 99 1n |F|, satisfait la condition de Blaschke

ﬁn—l
/Q(S@X/\m<+00

avec 0(z) = dist(z,00) et 8= £ 99|z
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Henkin [Hen] et Skoda [Sko] ont prouvé que lorsque l'ouvert € est
strictement pseudoconvexe la réciproque est vraie. C’est a dire qu’étant
donné un courant d’intégration © x sur un ensemble analytique de di-
mension n— 1 qui satisfait la condition de Blaschke, il existe une fonction
holomorphe F' dans N () solution de i 90 In |F| = O x.

En fait, il suffit de trouver une solution plurisousharmonique W, a
I’équation i 99 car la résolution de In|F| = W ne dépend que de con-
ditions topologiques sur 2. Ainsi on généralise la notion de classe de
Nevanlinna aux fonctions plurisousharmoniques et la condition de
Blaschke aux (1, 1) courants positifs et fermés.

Une telle caractérisation pour € ouvert de type fini de C? a été donnée
par Chang, Nagel et Stein [C.N.S]. Pour C?, une premiére étape a été
franchie par Charpentier et Dupain [C.D] avec l'estimation des coeffi-
cients tangents d’un courant positif et fermé.

Pour le bidisque la classe de Nevanlinna naturelle est définie par la
condition

sup /T2 ln+’f(rz)’ do(z) < +o0.

0<r<1

Charpentier [Cha] et Andersson [And] ont donné des conditions suf-
fisantes d’appartenance a cette classe et ce dernier a caractérisé des
classes de Nevanlinna a poids dans le polydisque.

Dans notre étude nous prenons pour {2 un ouvert de C™ qui est I'in-
tersection transverse de N ouverts strictement pseudoconvexes, étoilés
par rapport a 0 et a bords réguliers. Ils sont définis par :

Q ={zeC" ’ pi(z) <0},

avec p; fonction strictement plurisousharmonique et C? ou C? sur un
voisinage de €;, dp; # 0 dans un voisinage de 9.

Nous définissons sur  la fonction p par 1/p = Zf\il 1/p;i, elle a la
meéme régularité que les fonctions p;; elle se comporte comme la distance
a la frontiere et est strictement plurisousharmonique sur 2. Ainsi, pour
tout € > 0 les ouverts Q. = {2z € Q | p(z) < —¢} sont strictement
pseudoconvexes et de fonctions définissantes p. = p + €.

Nous nous interessons a deux classes de Nevanlinna

Définition. Nous dirons qu’une fonction, W, plurisousharmonique
sur {2, appartient a la classe de Nevanlinna

. def . A n—
a)  Ni(Q) st W Ny = SUP/ Wtidp A" < 4o,
>0 Ja0.

b)  Na(Q) si W lwy,) = sup [ WFidp A (i09p)" " < +oo,
e>0 Jo0.
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Le premier probleme qui se pose est de savoir si, comme dans le cas
strictement pseudoconvexe, le fait qu’une fonction soit dans N1(2) im-
plique que © = ¢ 9OW satisfasse la condition de Blaschke; la réponse est
non.

Le deuxiéme probleme est de trouver des conditions suffisantes sur un
(1,1) courant © pour que 'équation i J0W = © admette une solution
dans I'une des classes de Nevanlinna.

Une condition suffisante pour qu’une solution soit dans la classe Ny (€2)
est

Théoréme A. Sile (1,1)-courant positif et fermé © vérifie
/ —piddp NO A "2 < 400,
Q

alors il existe une fonction plurisousharmonique W _dans la classe de
Nevanlinna N1(R2), solution dans Q2 de l’équation i 00W = O.

Pour qu’une solution du i 99 soit dans la classe No(€2), nous ne savons
déterminer une condition suffisante que lorsque {2 est l'intersection de
deux domaines

Théoréme B. Supposons que le (1,1)-courant positif et fermé © vé-

rifie
/—p@/\ﬁn_1<+oo, /iapj/\gpj/\@/\ﬁn_2<+oo (1 =1,2),
Q Q

et pourn > 3

1 3 3 _ _
/ —= (£> (ﬁ) i19p1 ANOpy Nidpy NOpa NO A B3 < Fo0.
Q P \pP1 P2

Alors il existe une fonction plurisousharmonique W _dans la classe de
Nevanlinna N2 (), solution dans Q@ de l’équation i 00W = O.

Pour résoudre 'équation i 00W = O nous résolvons les équations
idw = © et OU = wp,1 ou wp est la composante de bidegré (0,1)
de w. Alors W = U + U est solution de i 00W = ©.

Nous résolvons le 0 avec les noyaux & poids de Berndtsson et Andersson
[B.A], le choix du poids dépendant de la classe dans laquelle nous voulons
trouver notre solution.
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Pour déterminer une solution du 99 dans N;(Q), nous résolvons
idw = © avec I'homotopie de Poincaré. Pour le cas de N2(2), nous
prenons une famille d’homotopies dépendant d’un parametre r et telles
que pour tout r € [0,1], i dw, = ©. Ainsi, w = fol w, dr sera une solution
de i dw = O satisfaisante pour notre probleme.

Le reste du travail consiste a estimer “convenablement” ces solutions.

Le plan général est le suivant. Dans le paragraphe I nous vérifions
quelques propriétés élémentaires satisfaites par p et construisons un
contre-exemple a ce que la condition de Blaschke soit nécéssaire. Une
solution de OU = wop,1 est construite dans le paragraphe II et I'on en
donne une estimation lorsque w est de classe C'. Le paragraphe III
consiste en la constrution d’une solution de ¢ dw = © et son estimation
lorsque O est de classe C2, puis apreés une régularisation nous établissons
le Théoreme A. Dans le paragraphe IV nous suivons les mémes étapes
que dans les paragraphes II et III et obtenons le Théoreme B.

Ces résultats représentent la partie essentielle de la these de 'auteur
[Men] ou le lecteur pourra trouver plus de détails sur des estimations
qui n’ont pas leur place ici.

Je remercie L. Gruman pour 'aide permanente qu’il m’a apportée lors
de ces travaux.

I. Préliminaires

Nous nous donnons N (N > 2) domaines {2; strictement pseudocon-
vexes de C", étoilés par rapport & 0, bornés et & frontiere C? réguliere.

p; désignera la fonction définissante de €); et sera C? et strictement
plurisousharmonique sur un voisinage de ;. Posons

| —

N 1 N
. Q= - =
(1.1) Dl ; ;

i=1
Ve >0, Q.={z€Q]p(2) =p(z) +& <0},
VIC{l,... ,N}, S;={2€C" | p;(2)=0Viel, pp(z)<0Vk¢I},
Vo > 07 Uf = {pl(z) < 6}5‘/1'6 = {75 < P?(Z) < 6}7
O ={zeQ|—pr(z) = 1§i§1§fN —pi(2)}

)
K2

s

1.
1.
1.
1.

U = w N

(1.2)
(1.3)
(1.4)
(1.5)

L’intersection, 2 = ﬂfvzl Q;, est supposée transverse, c’est a dire qu’il
existe 0 > 0 tel que pour tout [ € {1,..., N}, pour toute suite 1 < i3 <
io < ... <14 < N, les 1-formes dp;,,dpi,, ... ,dp;, sont R-linéairement
indépendantes en tout point de Vl‘i N ‘/12 Nn...N Vl‘f
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Lemme 1.1. Soit p la fonction définie en (1.1), alors

(1) p est C? et strictement pseudoconveze sur §2. De plus, les valeurs
propres de sa matrice Hessienne sont minorées sur 0 par une
constante strictement positive.

2 -3 (ﬁ,)QapJ—.

j=1 "7
_ 9 _ N 0 2 9 0 2 _
(3) i00p—=i9pNDp =Y (—) iaapj——(—> idp; Np; | .
P o\ Pj \Pj

(4) Il existe deuz constantes strictement positives Cy et Ca, telles que
pour tout z de Q, Cy dist(z,00) < — p(z) < Cydist(z,09Q).

Preuve:
(1) Pour N =2, p = p’; ﬂﬁ’; et en tant que courant i ddp est minoré
par

2 2
P2 . AR P1 - 0f
00p1 + 00
(P1+P2> reen <p1 +p2) 1oopz

qui est bien un (1, 1)-courant strictement positif. Puis nous concluons
par récurrence.

(2) et (3) s’obtiennent apres un calcul immédiat.

(4) 11 suffit de remarquer que sur €,

— inf (=p)) < —p < inf (—p;

v (e < —p s ol ((=pi)

et comme —p; est comparable & la distance & 9€2;, nous avons l'inégalité
souhaitée. B

Remarque. p est “presque” une fonction définissante de §2 puisqu’elle
est C2, plurisousharmonique sur €2 et se comporte comme la, distance &
la frontiere. Ce serait une vraie fonction définissante si elle était définie
sur un voisinage de €. Par contre, pour tout € > 0, p. = p + € est une
fonction définissante pour Q..

Définition 1.2. Nous dirons qu’une fonction, W, plurisousharmoni-
que sur {2, appartient a la classe de Nevanlinna

. def . n—
a) Ni(2,p) st (W N, 0, = SUP/ WHidp AB"! < 4oo,
e>0J 00,

b) Na(®,p) s [W Iy = sup | WFiBp A (100p)" " < oo,
> 2198
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avec W = sup(W,0).

Remarque. p étant C2, plurisousharmonique sur et dp # 0 dans un
voisinage de 0f), les 2n — 1 formes volumes idp A ﬁ"‘1|aQ et
idp A (i 85p)”_1| 5. nduisent des mesures positives portées par ).
(cf. [Dem 1, Chap. 3]).

Lemme 1.3. Soit p la fonction d’ezhaustion définie par (1.1).

Soit p + Q — [—00,0[, une fonction plurisousharmonique, continue,
exhaustive telle qu’il existe A1, Ao > 0 avec A1 p < p < Ao p sur§. Alors

Ni(Q,p) = N1(2,0),  N2(2,p) = N2(Q, p).

Nous noterons alors les classes de Nevanlinna N1(Q2) ou No(Q).

Preuve: Pour N3(2) cela découle directement d’une preuve de
J. P. Demailly [Dem 2, p. 528]. Pour Ni(2), nous la calquons en
remplagant la mesure p,, = (dd°p)" ' A dcgo|{v:T} par my,,» = 0p A

I ppry ™

Remarque. On peut montrer que lorsque W est dans N (€2) la limite
admissible de W est dans L'(S;) (1 < j < N). Par contre la classe
N3 () tient compte des “coins” du domaine, en particulier lorsque 2 =
Q1N (seul cas ou nous savons établir une condition suffisante), on peut
montrer que si W est dans No(Q) W (t-)idp1 A iDps A 372 converge
faiblement, lorsque ¢ croit vers 1, vers une mesure bornée sur Sia.

Comme dans le cas strictement pseudoconvexe [Sko], [Hen], on peut
penser que si une fonction plurisousharmonique W est dans N;(2) (la
Classe de Nevanlinna la moins restrictive pour notre probleme) alors
© = i 00W satisfait la Condition de Blaschke

/ dist(-,0Q)© A "1 < +oo.
Q

Ce n’est plus vrai comme le contre-exemple suivant, pour l'intersection
de deux boules dans C™, va nous le montrer.

Pour p un entier fixé supérieur ou égal & deux, nous posons

Tl<1
Z — COS —
2p ’

™
z+cos—‘ <1}.
2p

Dl{Z€C|

o Dy = {z eC|
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Lemme 1.4. Soit D = D1 N Do, une transformation conforme F de
D dans U = {z € C | |2| < 1} est donnée par

p p
.(z+isin2”—p> f(isin;—pfz)

(1.7) Vze D, F(z)=1 5 5
(z—&—isin;—p) —l—(zst——z)

Preuve:

1¢ étape. D est envoyé sur le secteur angulaire délimité par la demi-
droite [0,x) et une demi-droite formant un angle de 7/p avec celle-ci,

Zl _ —€i7r/2p z+isin2—";

z—1sin % '
2¢ étape. Le secteur angulaire est envoyé sur le demi-plan supérieur,

Zy=277.

3¢ étape. Le demi-plan supérieur est envoyé sur le disque unité, Zs =

i §§+’ZL =F(z). m

Lemme 1.5. Posons pour tout entier k supérieur a deux

1
1\ 7T
(1.8) aj, = sin % - (E) :

Alors
(i) la fonction f, définie sur D par

o [ F(ia}) —F(z) |F(ia})|
1.9 p\Z) = F(id® ' aj,
(1.9) fn(2) g(lp(@ak)-F(z) F(’%))

est holomorphe et majorée en module par 1 sur D.

i) 3o (1- A

. p s
1a;, — COS — = +o0.
2p
E>2

Preuve:
(i) D’apres le Lemme 1.5, f, 0 F~1(2) est le produit de Blaschke sur U
qui a pour zéros { F(iaj)}, ., il suffit d’établir que Z(l —|F(ia})]) <
N )
+o00. Or

) (1/k)»
1—|F(@iab)| =2 .
g (28111%—(%) ) + (1/k)»—=

408
kToo 2sm— k
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qui est le terme général d’une série convergente.

7 |? ! \" 1
(ii) (1 - > W (2 sin 2—) % qui est le terme
°° p

iaj —cos —
général d’une série divergente. W

2p

Proposition 1.6. Dans C" nous notons z = (21,2') et définissons
Q=Q1 N avec

le{z‘ —i—|z’2<1}7
2
ng{z‘ —|—|z’2<1}.

Il existe une fonction W dans la classe de Nevanlinna N1(Q) avec i 00W
qui me satisfait pas la condition de Blaschke.

2
z1 — COos

2(n+1)

21 + cos

2(n+1)

Preuve: Posons pour tout z de Q, g(z) = fr11(21) ol fr41 est la fone-
tion définie par la formule (1.9). D’apres le Lemme 1.5 (i), W = In |g| est

dans N1(Q) puisque W+ = 0. Pour tout z de Q, dist(z, ) est compa-
2
™ ‘ |

rable a des constantes absolues pres a inf (1 — ‘21 — COS 55y

712
CESY) - 2%,

2
1- ‘21 —|—cosﬁ‘ - |z'|2) et Ay In|fldAn(2) = 3055 5{7:&2“}(21)

+1

dM\n,—1(2") avec 6{ian+1} la masse de Dirac au point ia; Posons
k

2
D(iaZJrl) = {Z’ eCr P <1~ ‘iaz“rl — cos MI }7 alors

>
ko2 D(iap™)

7 aZH — cos

2
0 L2 ’
2(n + 1) 1l ) dAn-1(2)

5/dist(-,aﬂ)i85WA5”—1.
Q

En intégrant par parties n-1 fois on obtient que l'intégrale de gauche est

n+1

2 n
NPT R s _ n
minorée a une constante absolue pres par <1 iay €OS 55,71y ‘ )

et nous concluons avec le Lemme 1.5 (ii). ®
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I1. Résolution de 1’équation du = w
et estimation sur les faces

2.1 Construction des solutions.

Pour résoudre I’équation de Cauchy-Riemann nous utilisons les noyaux
a poids de Berndtsson et Andersson [B.A], [Ber].

La stricte pseudoconvexité de chaque ouvert €); permet d’apres [For]
de construire des fonctions support,

Théoréme (FOR). Il existe § > 0 tel que, pour touti de {1,... N},
il existe des fonctions F4)((, z) vérifiant
(a) FO ecl(U? x UY),
(b) V¢ e U, FW(C, ) holomorphe sur UY, FW(¢,2) =37, (¢ —
zj)Fj(i)(C,z), Fj(i) € CY (U x UY) holomorphe en z,
(¢) 3e; >0, Vz € Q, V¢ € Qy, 2ReFD (¢, 2) > pi(O)—pi(2)+ci|C—2]?,
(d) deFD (¢, 2)],_ = 0pilC)-

Pour construire les noyaux, nous reprenons les notations de [Ber,
p. 409] et posons

(2.1) 51(6.2) = 2 (=pu(2)C; ~ 2)-F " (2, O Y (2.0))dg;
(1<k<N)
) 1 <& i
(2.2) Q) = gﬂ '(¢,2)d¢;, (1<i<N)
(2.3) G(z) = 2z"% avec a > 2,
(2.4) G = G (QW(C, 2), 2 = ¢) +1).

Proposition-Définition 2.1. Soit w une (0,1)-forme d-fermée et
coefficients dans C*(Q), une solution de Ou = w est donnée par

(a) V2e€Q, u(z)=cp [quw(C) ANKi(¢,2) Vke{l,... N}, avec

(n — 1)‘ N ( .)
@9 K=} G (HGi | )
o )
Sk N\ (gsk)ao N ;
Q)™
/_\1

(5, ¢ — 2yeott [
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(b) Pour tout z de Sy (1 <k < N), u(2) = ¢ [ow({) A Ki(C, 2),
avec

~ n—l a+al) ()T
Kk(<7z) = Z ' H + ) ((Cp ))Q)+Qi

(a1, ,an)
ar+-+tan=n—1

Zl 1 F(k)( ,0)dG ;V\ (5(Q(i)(<72))ai

PPz

Preuve:

(a) Les conditions nécésaires pour pouvoir appliquer le Théoreme 5 de
[B.A] sont satisfaites. En effet s, Q) sont C! sur Q x Q et

(¢, ) < CIC—2l, [(s(C,2),¢ = 2)| = er | — 2%,

uniformément pour ¢ dans Q, z dans L compact de Q.
QW(¢, ) est holomorphe sur Q pour tout ¢ fixé dans €, %e((Q(i)((j, z),
—¢)+1) >0 sur Qx Q.
G est holomorphe sur {fe(z) >0} et G(1) =1
D’apres [B.A, Th. 5], nous avons pour tout &k de {1,... , N} la formule
d’homotopie

wie) = e~ [ (@A Ku(¢2) - [ o) A Kulc.2)

3. [

Le choix de G avec « > 2 nous permet d’avoir H(—pi(()) en facteur

i=1
dans les noyaux et donc Kj(¢, z) = 0 V(¢, z) € 9Q x §2. Ainsi nous avons
une solution de du = w pour toute (0,1)-forme J-fermée qui est une
fonction indépendante du choix des sections sy, elle est donnée en (2.5).

(b) Pour tout z sur Sk, si((,2) = —F(k)(z,C)ZFi(k)(z,C)dQ , or
i=1
les fonctions Fi(k)(z, -) sont holomorphes sur Q, d’olt s, A J¢sp = 0 sur
Qx Si. Grace ala stricte pseudoconvexité, on peut montrer que fQ w(QA
K} (¢, 2) tend vers [, w(¢)A K1 (C, %) lorsque z tend vers n’importe quel
point zy de la face Si. &
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2.2 Changement de variables.

Pour estimer la solution du 0 nous allons utiliser des changements de
variables analogues a ceux de Range et Siu [R.S].

Proposition-Définition 2.2. Pour tout i de {1,... ,N} on peut
construire p;((,z) et ¢;((,z) des polynémes en z de degré 2, a coeffi-
cients fonctions de ¢ uniformément bornées sur 2, tels que

(1) —pi(z) =pi(C. 2) +o(|C — 2*),
%mF(’)(C,z) = qi(C7 ) + O(lC - Z|2)>

Opi _ Opi
@ P - —a<]< ) +0(¢ ~ =)

(3) Il existe eg > 0 tel que pour |( — 2| < g9, (¢,2) € Q x Q,

|=pi(C) + FO(C, 2)| 2 —pilQ) + [pi(C, 2)] + 1ai(C, )] + ¢ — 2[%,
vze S |[FO( z,clz —pi(C) + lai (¢, 2)| + ¢ — 2.

Preuve:

pi((, 2) et q;(C, z) sont respectivement les développements de Taylor &
lordre 2 de —p;(2) et Im F¥((, 2) entre z et (. Grace a la régularité
des fonctions p; et F(*) et au Théoreme (FOR) (d), nous avons (1) et
(2)-

Avec le (c) du Théoreme (FOR), nous avons pour tout ((,z) € Q x Q

—pi(C) + ReF (¢, 2) > 1/2(—pi(C) — pi(2) + cil¢ — ).

Le point (3) s’obtient avec (1), 'inégalité ci-dessus et
|=pi()+ FOC,2)| 2 1/2(|-pi Q)+ Re PO ()| +]|SmPO(C,2)] ). m

Nous avons pour objectif de prendre pour ¢ fixé, p;(¢,z) et ¢;(C, 2)
comme nouvelles variables. Pour cela nous allons exprimer le numérateur
de Ky (¢, 2) a laide de formes différentielles ne dépendant que des d.p;
et d,q;. Par raison de symétrie, il suffira de le faire pour k£ = 1.

2.3 Nouvelle expression du noyau.
Au numérateur de Rl((, z), nous avons la (n,n)-forme

n N
STEV (0 da N 0.9 (¢, 2) " Aw(C).

=1 i=1
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C’est surtout le module de cette forme qui nous intéresse et nous al-
lons voir que, pour ¢ fixé dans €, si Ion ne peut pas mettre en fac-
teur du module |dpy A w|, alors le numérateur peut étre transformé
de sorte qu’il suffit de mettre |w| en facteur. Pour toute (p,q)-forme

f=" fr.5(Q)d¢ A dC; nous notons [ f| = > |fr.(Q):

|I|=p [I|=p
|J|=q [J1=q

Lemme 2.3. Soient ( fixé dans kav,f et I une partie de {1,... ,N}.

Nous sommes nécessairement dans l'une des situations suivantes :

(1) kelet /\gpi/\w §|5pk/\w| /\5/32-
iel iel
(2) k¢ I et |\ OpAw| < lwl [0px [\ Opi
iel el
(3) k¢ I, 3ip el tel que
/\Opi Aw| S |0pi Aw| |Opr \ Opil -
icl i€\ {ir}

Preuve: 1l suffit de considérer le cas ou A, Opi(¢) Nw(¢) # 0.
eSikel.

Via une rotation nous pouvons toujours nous ramener au cas ol

_ _ 1 _ _
dpr(C) = ardC, avec aj, = §|dpk(C)\» w = W1d(y + Wad(y

et /\ Op; = Z Yy dC .
ie\{k} /
1¢J’

D’ou

A\ 9pi(Q) Aw(Q)

i€l

<aglds] Y Q)

J/
1,2¢.J'

| AP )‘ [Bok() A w(0)]

el

Idpk

Comme par hypothese |dpi| est minoré par une constante strictement

positive sur V2, le point (1) est établi.
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eSiké¢l.

Soit (e1, ... ,ey) une base orthonormée de 'espace tangent en un point
¢ de ©, identifié & C", et (v1,...,7n) sa base duale dans l'espace des
(0, 1)-formes. Quitte & faire une rotation, nous pouvons supposer que
I'espace engendré par (vi,...,77141) est le méme que celui engendré

par {<5pi)iel,w}. Alors

pr(¢) =D i 9pi(¢) + aw(¢) + B(Q),
iel
ott B(C) est dans 'espace engendré par (V11425 -+ + V)

1€ cas. |B(¢)| > |0px(¢)|/n. Nous sommes dans le cas (2) puisque

3pi(€) /\ 9pi(¢) Aw(Q)| = |B(C)]

iel
2 cas. [B(O)] < [Fpr(O)]/n.
19

* Si|a > - ||£IZS|), al

Apr(¢) \ 9pi(¢) = aw(¢) )\ 8pi(¢) + B(C) N\ 9pi(€)-

i€l iel iel

N\ 9pi(Q) Aw(Q)]-

el

ors

Puisque B(() a été pris dans I’espace engendré par (Y1425 - - »Yn), NOUS
avons

o <

)

/\ 9pi(¢) Aw(C)

el

(<) /\%—(C)

el

nous sommes encore dans le cas (2).

1
* Si il existe i, € I tel que |oy, | > —
n

Q) N\ i) nw(C)
i€\ {ir}

= ta,w(Q) NIpi(Q) + B A\ () Aw(Q).

3 i€\ {ip}

De méme que pour le cas précédent

/\ 90i(O) Aw(Q)

i€l

S oo N\ 9pilQ) Aw(Q)

i€I\{io}

et en utilisant les mémes majorations que pour le cas (1) nous obtenons
(3). m
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Lemme 2.4. Soient (¢,2) € Q x Q tel que |( — z| < eo, alors

(ZF Qi+ Fy (2, d<k>/\ (ZF< (& d@) A 90, (Q)
k=1

el JjeJ

S Y0 S dp (2) N dapi(¢,2) N\ dag;(C,2)

I1,12,13 i€l jels
J1,J2,J3 UJy UJs

HG = 2B dopi(¢,2) N dagi(C2)| g
i€l VISP
UJi UdJa

avec [1ULUI; =1, J1UJoUJs = J.

Preuve: Avec le Théoreme (FOR) (d), nous avons pour tout 4 de
{1,...,N}, tout k de {1,... ,n}

Ipi

F () - 50

2 ()] SI¢—=l.
Avec la Proposition-Définition 2.2 (2), nous pouvons exprimer

Shey F,S)(g ,2) dCy, Op;i(¢) en fonction de formes faisant intervenir les
dérivées de p;, g; et celles majorées en module par | — z|. Puis nous
terminons en utilisant la multilinéarité du produit extérieur et en remar-
quant que le module d’une forme est inchangé si I’on remplace les d(y,
dzk par dz, dz;. i

Lemme 2.5. Soient ¢ fizé dans Qx N Vk‘s NVY, I et J deuz parties
de {1,... ,N}. Alors il existe ng > 0 et z1,...,2, dans B((,g0) N Q
satisfaisant

a) Pour 1 <r < p, il existe i, dans I (ou bien j, dans J) tel que
pour tout z de B(zq,nm0) on ait

N d-pi(¢2) N\ degs(C2)| S dpi(z) N depi(G2) N degi (G 2)

i€l jeJ i€\ {ir} jeJ

ou bien

/\dzpi(<7z) /\ szj(Caz) S dpl(z) /\dzpi(CaZ) /\ szj(CaZ)

i€l jeJ i€l jeN{ir}
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P

b) Sur B(¢,20) \ |J B(zr,m0)

r=1

/\ dzpz((az) /\ dij(<7z) 5 dpl(z) /\ deZ(C,Z) /\ szj(Cvz) .

i€l jeJ iel jeJ

Preuve: Nous pouvons supposer libre la famille (dzpi, dij>
icl
jes
Considérons un point zo de B((,g0) N Q tel dp;i(z0) appartienne &
I’espace engendré par la famille ci-dessus. Comme dans le Lemme pré-
cédent nous remplacgons la forme d.p;(¢, z0) ou d,q;(¢,20) la plus liée
avec dp1(zp) par ce dernier. Nous obtenons une inégalité du type a)
avec z = zg, par continuité en z de ces formes différentielles, I'inégalité a
une constante absolue pres reste vraie sur B(zg,7,) puis nous concluons
grace & la compacité de B((,&p). W

Lemme 2.6. Soient ¢ fizé dans Qu, NV NVY, z € B((,20) N Q.
Pour tout N-uplet (ay,... ,an) tel que ay +---+any =n—1, pour toute
(0,1)-forme w,

n

N
STFED (0 d¢ N\ (@:QV (¢, 2)™ Aw(C)

=1 i=1

est majoré, a une constante absolue prés, par la somme de termes du type
sutvant avec (L, I) qui décrit ’ensemble des partitions de {1,... ,N}.

* il =10

1) WO ] ()
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x SikpeletViel a >1

2
() 1 [e7)} 1 Oéi+1_
11 <‘E(Q> 11 (—;(4)) Fows A w(©)
leL iel v
I S T L Y I AN R AN MM ()
ILUI,UI3 i€l Ul jELUI3
Uly=1I
(3)
1 [e7) 1 Oéi+1_
11 <—(C)> I (f<<>) Fos Aw(C)]
leL Pl iel Pi
y Z ’472|1+\12|+\13|+2|I4| dpy(2) /\ d.p; /\ d.q;(C, %)
I,UILUIs i€LUla\{io}  jE€LUIs
Uly=I

ot (I, Iz, I3, 1) partition del et ig dépendant de z localement constant.
(3") Terme analogue en enlevant iy al; U I3 au liew de I; U I5.

x Siki¢letViel a;>1

(4)
1 g 1 a;+1
I(-50) M(-2©) e
ier N P ier \ P
<3S oA "M gy N\ dp N\ degi(€2)
I,UI,UIs=1 i€l UJy JEIZUJy
J1UJaUJs=TU{k1}
(5)
1 ay 1 a;+1
[(-50) M(-2©) e
ier N P ier \ P
x Y \g_z‘1+|13|+ug\ dpr(z) N\ depi N\ daqi(C2)
LULUL=1 i€l UJ\{i0}  jE€I2UJs

J1UJ2UJ3iIU{k1}

ot (I1,Is,1I3) partition de I, (Ji,J2,J3) partition de I U {k} et ig
dépendant de z localement constant.
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(5’) Terme analogue en enlevant iy a Io U Jo au liew de I; U Jy.

©)
I1(-+©) I (—i@))am Bpus Aw(C)]

ler N P ier N Pi

x 3 =2 dpi ) N\ deps N\ deas(€2)

11UIL,UIs=I iehun JERUT
J1UJ2UJs=TU{k1}\{ko}

ot (11, Iz, I3) partition de I, (J1,J2,J3) partition de I U {ki} \ {ko} et
ko # k1 dépendant de k1 et z, localement constant.

7)
1 (_1@)” 11 (—i@))w B, A wl(Q)]

ier N P jer N Pi

x S e ey N den N degs(C2)

IWul,Uls=I iGIlUJl\{iU} JEIZUJy
J1UJ2UJ3=TU{k1 }\{ko}

ot (I1, I, I3) partition de I, (J1,J2,J3) partition de I U {ki} \ {ko} et
ig dépendant de z et localement constant.

(7) Terme analogue en enlevant iy a Is U Jo au liew de I; U Jy.

Preuve: Commencons par donner ’expression des (ECQ(“)% en fonc-
tion des F j(z)

(627

o ai [ n o gp®) _
B.QM)" :( ! ) J(¢,2)d¢ A d
(0:Q") 0 j’§k:1 5 (¢, 2)d¢; A dCy

a;—1

1\ & OF] _
i — ,2)dC Nd
var(=ig) 3 G A,

A SSEP (¢ 2)de | ADpil€).

j=1

Puisque F j(i) est C' sur © x Q, nous majorons par une constante les
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3F()

5, k=1 3( — (¢, )de/\de et obtenons

termes de la forme "

ZF(” (2,¢) d¢; /\ (0:QW (¢, 2))™ Awl(C)

j=1 i=1

< |w(C)\ﬂ (—l ) +ZH (__ )o‘l H (_i(c))ai+1

=1 L, leL il pi

n

< S FO0dg N | S FEY (¢ dg | Adpi0) | Aw(Q)
Jj=1 iel j=1
ot IUL ={1,...,N}.
Le premier terme de la somme nous donne le terme (1).

Les autres sont obtenus en remarquant que

SO0 N | SSFPC 2 dG | ATp(0) A wl@)
j=1

iel \j=1

S e A [ €0

Jj=1 iel \j=1

N\ pi(¢) A w<o| :

iel

Puis nous appliquons le Lemme 2.3 a /\ Api(¢) Aw(C).
i€l
Ensuite en remarquant que pour toute (0, p)-forme wp

STFEN (0 dg N\ ZF“ (¢, 2)dG | | lwpl
Jj=1 iel \j=1

< EP QG+ F @ Ods) NS FEP (G2 dg | A,
j=1 iel \j=1

nous nous ramenons aux conditions d’application du Lemme 2.4 et ter-
minons avec le Lemme 2.5. B

Remarque. La nouvelle expression du numérateur nous indique les
changements de variables “a faire” afin d’obtenir de bonnes estimations.
Comme nous avons pris soin de faire apparaitre en facteur dp;(z), nous
pourrons les restreindre a z sur S;. Ainsi “moralement” pour chaque
indice ¢ € I pour lequel nous perdons un —p;(¢) de plus comparé a
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—pi(¢), I € L, nous avons ainsi la possibilité de gagner du | — z|? avec
soit deux changements de variables supplémentaires (d,p; et d.g;), soit
un changement de variable supplémentaire (d.p; ou d.q;) associé a du
|¢ — 2], soit avec du |[¢ — 2|? en facteur.

Ce qui suit ne fait que vérifier par le calcul cette remarque.
2.4 Estimations.

Théoréme 2.7. Pour toute (0,1)-forme w, O-fermée sur Q, & coef-
ficients dans C1(Q), la solution de Ou = w définie par la Proposition-
Définition 2.1 vérifie pour tout j de {1,... N}

| wGnds s [ |w<<>|dA<<>+kZi /L (—pik)l/2|5pmw<<>|dx<o.

S;

Preuve: Nous commengons par découper ) en 'union des Q. puis
avec I’aide du Théoréme de Fubini nous intégrons sur S; avec ( fixé dans
Q. Les seules majorations qui ne sont pas immédiates sont celles pour
lesquelles z € S; N B(C,e0) et ¢ € QN V&N VP, Nous allons traiter le
cas it = 1 et avec le Lemme 2.6 nous sommes en mesure, pour tout z de
V9N B((,e0), de majorer

n N

S ED(0dG N\ (0D ()™ Aw()

j=1 i=1
par une somme de modules de formes différentielles toutes liées a dp; .
Pour toute forme différentielle w définie sur un voisinage de Q, |(dpy A
w)|sl| est égal, a une constante absolue pres, a |<p“{(w)‘ ou ¢ est la
restriction a S7, ce qui nous permet d’effectuer les estimations sur la
face Sj.

Pour cela nous allons prendre comme nouvelles variables les p;(¢, z)
et ¢;(¢, z) qui sont des polynoémes en z & coefficients localement bornés.
Pour ¢y assez petit, nous pouvons choisir les coordonnées réelles z =
(x1,... ,&on-1,p1) sur B((,ep) de sorte que ' = (x1,... ,2T2,—1) soient
les coordonnées réelles sur S1 N B((,ep). Les ensembles

{(&,pi,qj) € RE I pi = pi(¢,27,0), Vi€ I
ou I, J sont inclus dans {1,... , N}, forment des recouvrements ramifiés
finis de notre domaine d’intégration. Ainsi apres changement de varia-

bles, nous obtiendrons une majoration a une constante absolue pres de
notre intégrale de départ.

Pour les majorations nous utiliserons systématiquement le
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Lemme 2.8.

Pour I'UJ'UK' € {1,...,N}, B; > 2VieI', B; >1Vj e JJUK,
a>0vVie I'UJ UK’ et R> 0 donnés, nous avons

dpz d(h / dpj / ko
lle_[[/ /0 B2 (a; + p; + qz) H 0.8 (a; +pj)ﬁj H 0.8] (ax + qk)ﬁk

jeJ’ keK'
Bi—2 Bi—1
1 1\"7
<0G I
ierr N jeruk’ N Y
Pour a >0, 8 >0, nous avons

rdr 1 dr 1
o [ s o s
[0,R] (a + r2)ﬁ+1 a? [0,R] (a + TQ)BH alt/2

Dans toute la suite nous supposerons ¢ fixé dans le N Vk‘.sl NVY et
allons estimer les intégrales sur S7 qui proviennent du Lemme 2.6, nous
notons T;(¢) l'intégrale sur S; N B((,ep) du terme (i).

N @
(—p(0)) ) d01()
T1 =
) /smB(c,so> (lI:[ll—pz(C)ﬂLF(”(C,Z)!am [FM (2,0

Puisque dp; # 0 dans un voisinage de S; nous pouvons prendre comme
nouvelle variable g1 = ¢1((, z) et compléter avec les coordonnées man-
quantes. L’image de S; N B((,ep) par ce changement peut étre mis dans
un cube de R?"~1 [~ R, R]?"~. Puis aprés un passage en polaires, nous
obtenons

< () (cp)*  (p) i drdg
[0, R]2 —prr2)eter (—py 412 4+ qp)rtertt
Sachant que ( € le et que Ef\il a; = n — 1, nous avons avec les
inégalités (1) et (2) du Lemme 2.8
(2.7) T1(¢) < lw(Q)l.
Majorons maintenant 'intégrale type pour nos estimations
Lo|+|I3|+2|T
|C72{‘ 2| ‘ 3| | 4| (*Pl(())a

B(¢e0)

(—Pi(ﬁ))a_l
X : ata; dzpi sz'(Cv Z) do (Z)a
i€l |_Pi(<) + F<l)(<7z)| i iGI/l\Ufz j€1/1\U13 ’ 1

IFOEOL ot [—pi(Q) + FO(C, 2)[
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avec les conventions habituelles, L = {1,...,N} \ I, Vi € I
(: IlUIQUIgUI4) (67 2 1.
Pour majorer T» nous faisons les changements de variables suivants

Ces nouvelles variables sont au plus au nombre de 2|I| qui est majoré
par 2(n — 1). Nous complétons avec des coordonnées qui sont libres
avec les nouvelles variables ci-dessus (sinon l'intégrale correspondante
est nulle). Aprés un passage en polaires, puisqu’au numérateur de notre
intégrale apparait le Jacobien du changement de variables, nous avons
la majoration

0 (—p1)" H (_ps)a_l r?
[0,R) leL —pi+T )a+al scn (=ps+ r2>a+a5
e {H / (—pi)* " dp; da;
—p1 + 12 ier, Jo.R? pz+r2 +pz+qz)a+ai
a i 0‘ L

H/ H/ dqy,
0 p]w )7 A fom | pk+r2+q>°‘+°“‘

j€l2 kels

‘8pk1 Aw(

Puisque ¢ € U, et Zf\;l a; = n — 1, avec les inégalités (1) et (3) du
Lemme 2.8 nous avons

(_pkl)a—l T2(n—1—\I1|) dr
(7pk1 +r2)a+n717|11|

/\w(C)|.

T2(¢) < |9k, A w(Q)]

(2.8)

~

Sil’on compare le terme (3) (ou (3’)) & (2), on constate que I'on a perdu la
possibilité de faire un changement de variable (p;, pour (3), ¢;, pour (3°))
mais qu’en revanche on a gagné une puissance de | —z|. Or en regardant
les estimations ci-dessus on constate que l'effet est le méme, c’est a dire
le gain d’une demi-puissance pour le facteur |fpi0 + FGo)(¢, 2) |D‘+D‘i0 du
dénominateur. Ainsi

(2.9) T73(¢), T3 (¢) S |Opr, Aw(C)|.

vV — Pk

Le terme (4) (resp. (5)) donne la possibilité de faire un changement de
variable supplémentaire avec qx, par rapport au terme (2) (resp. (3)).
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Cela permet de gagner du (—pk1 (C))1/2 qui, par définition de Q;ﬁ, est
inférieur a tout (—pi(())lm7 1 <4< N. Ainsi

(2.10) T4(¢), T5(C), T5(C) S lw(Q)]-

Dans le terme (6) (resp. (7)) par rapport & (2) (resp. (3)) la possibilité
de changement de variable en gy, est remplacée par celle en g, ce qui,
pour 'estimation, est sans conséquence toujours grace au fait que ( est
dans Q,. Dol

(2.11) Ts(C), T7(C), Tr(Q) S |0pi, N w(C)].

V — Pk,
Le Théoréme 2.7 est établi avec les majorations (2.7) a (2.11). ®

II1. Condition suffisante d’appartenance
a la classe de nevanlinna N,(Q)

L’objet de ce paragraphe est d’établir le

Théoréme 3.1. Si le (1,1)-courant positif et fermé © vérifie
/ —pidOp ANO A2 < 400,
Q

alors il exriste une fonction plurisousharmonique W dans la classe de
Nevanlinna N1(S2), solution dans Q2 de I’équation i 00W = O.

Nous commencerons par établir ce Théoreme lorsque © est a coeffi-
cients C? sur un voisinage de €2, puis nous obtiendrons le cas général
apres régularisation.

Proposition 3.2. Soit © un (1,1)-courant positif et fermé sur Q. S’il
vérifie la condition du Théoréme 3.1, alors

(1) Bo(©) = [ =pOnp! < 4ox,

3
(2) Bj(@):/ <ﬁ> i0p; NOpj NO A B2 < 400, Vje{l,...,N}
Q

Pj

Preuve: (1) Nous avons vu dans le Lemme 1.1 (1) qu’en tant que (1, 1)-
courant ¢ d0p est minoré sur € par C' 5 avec C' > 0. Puisque © est un
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courant positif, —pid9p A © A 72 est minoré par C (—p)O A 3" et
I'inégalité (1) résulte directement des hypotheses du Théoréme 3.1.

(2) Supposons O & coefficients C! sur 2, © étant fermé avec la formule
de Stokes appliquée & (—p —¢€)idp A O A 72 sur €. et apres avoir fait
décroitre € vers 0, nous avons

(3.1) /iap/\ép/\@/\ﬁ"‘QS/—pz’aépA@/\ﬁ"‘?
Q Q

Nous avions vu dans le Lemme 1.1 (3) que

(32) —piddp+2idpAadp

N 2 3 B
= Z (—p <£> 100p; + 2 <p£> 10pj /\8pj> .

= P j

Comme pour tout j de {1,... ,N},i90p; NOAB""2 et i0p; NDpj AOA
"2 sont des mesures positives, I'inégalité (2) découle de (3.1) et (3.2).

Lorsque © n’est plus & coefficients C', nous nous y ramenons par
régularisation puis nous terminons par un passage a la limite standard. H

3.1 Résolution dans le cas C.

© est supposé a coefficients C? sur Q et pour résoudre ’équation
100W = O, nous suivons la méthode classique. Nous commengons par
résoudre ¢ dw = ©, puis nous décomposons w = —wy g + Wp,1 OU W0 €t
wop,1 sont de bidegré (1,0) et (0,1). Comme le courant © est réel, nous
pouvons prendre wi g = Wo,1 et wo,1 est O-fermée. Alors une solution de
U = wy, vérifie i 00(U + U) = ©.

Nous notons © = Z?k:l Ojrdz; A dZy, et comme ) est étoilé par
rapport a 0, nous construisons wy ; avec la formule d’homotopie

n

(3.3) wp,1(2) = Z (/01 tz; Ok (t2) dt) dzy.

Jik=1

Comme solution de OU = wy, 1, nous prendrons celle définie au para-
graphe II dans la Proposition-Définition 2.1, mais auparavant il faut
s’assurer que wy,; vérifie de “bonnes estimations”.

Proposition 3.3. Soit © un (1,1) courant positif et fermé, a
coefficients dans C*(Q).  Soit wo1 la (0,1)-forme construite avec
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I’homotopie (3.3). Alors

(1) /Q 1| dA < Bo(®),

1 1/2 _
Q k

Preuve: Nous calquons une méthode de Skoda [Sko].

Quitte & modifier nos solutions, sans pour autant changer leur com-
portement au bord de §2, nous pouvons supposer que O est identiquement
nul sur B(0, ¢p), avec ¢y choisi assez petit de sorte que B(0, c) soit inclus
dans €.

Pour tout j € {1,... ,N}, Q; est par hypothese étoilé par rapport & 0,
par conséquent, nous pouvons définir J; (resp. J) la jauge de §; (resp.

Soit tg €10, 1] tel que to2 C B(0, cp), nous définissons pour tout ¢ de
Q

(3.4) t(¢) =inf{t >ty | (/t € Q}.
Comme ¢(¢) = max(to,J({)) et —p est comparable, & des constantes

pres, a 1 — J, pour tout ¢ de Q)

1
(3.5) /t@ (=p) 2/t dt S (—p) 2 (0),

(3.6) / LD e (00

Inégalité (1). Nous notons 7 = 22?:1 0;;, la trace de ©. Comme
c’est un (1, 1)-courant positif, nous avons pour tout ¢ de Q

n

D 16 05 (t) dly | S 7(10).

jk=1

Avec P'expression (3.3) de wp, 1, apres changement de variable § = ¢( et
I’application du Théoréeme de Fubini

/Q w1 dA(Q) S /Q { /t: (1) dt} aA(Q)

(3.7)
< / (1 - 1(6)) 7(€) dA(E).
Q
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Comme 1 — t({) est majore a une constante absolue pres par —p(€) et

que TdA = O A ¢ I'inégalité (1) est établie.

(n— 1)”
Inégalité (2). Fixons i dans {1,...,N} et posons [z - O] =
ke 75 Oji(2) dzZp.

(3.8) 5pi/\w0’1(g):/1<5pi/\ [z.@])(tg) dt
’ 1
+ [ (@00 = 9000)) 1 [+ €] 0

La fonction p; étant C2 sur un voisinage de €2;, )gpi(o —gpi(tC)’ < (1-t),
de plus sur Q; (—1/pi)"/2 < (=1/p)Y/2 (p/p:)?/?, d’ott avec (3.8)

(3.9) /Q (—%)1/2 |8pi Awor(C)]dA(C)
s/ﬂ/(@)lﬂ/{/l( H7(1¢) d } AQ)
1/2 3/2
[ () (2@) {[ 1@l eheo]a} mo.

Pour majorer la somme de droite nous allons de nouveau faire le change-
ment de variable & = t¢. Le coefficient (p/ pi)?’/ 2 ne pose pas de probleme
car en utilisant que —p; et —p sont comparables respectivement a 1—J; et
1 —J, on peut montrer que (p/p;)3/%(£/t) est majorable & une constante
pres par (p/p;)3/2(€) . Puis nous appliquons le Théoreme de Fubini et
les inégalités (3.5) et (3.6),

1/2
3100 [ (<2) 00 nuna(©]ax© £ [ (-o©) @) axe
3/2
12 [ p =
# [ (£0) |@rin -] aree.
Enfin, avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz

(—0)1/2 (p) ‘3& z- @’< pr+< ) ‘sz/\ﬁpz/\@/\ﬁn 2’

et (3.10), 'inégalité (2) est établie. W
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Proposition 3.4. Soit © une (1,1)-forme positive et fermée, a coef-
ficients dans C2(Q). Si © wvérifie la condition du Théoréme 5.1, alors il
existe une fonction W solution sur Q de i00W = © et telle que

N
sup WtidpApr! ,SZBZ»(@).
e>0 J o, i—0

Preuve: Soient wp; la (0,1)-forme définie par la formule
d’homotopie (3.3) et U la solution de OU = wp, définie dans la
Proposition-Définition 2.1, W = U + U est solution de i 90W = © et,
grace au Théoreme 2.7 et & la Proposition 3.3, nous avons

N
(3.11) Vje{l,... N}, / Wdo; <3 By(O).
SJ

i=0
Nous allons montrer que Ve > 0, faﬂ WHidpnpn—t < Z;V=1 fs- |W| doj.
€ J

1¢ étape. Posons pour i > 0,

D= () {zeC ) +pu() < —n},
1<j<k<N

(3.12) Ve >0 Wtidpnpn!
0N

< lim (Wt i90p — pi 9OW ™) A "1

n0 Janp,

Ceci résulte du fait que (Q N Dn)n>0 est une famille d’ouverts qui croit

vers () lorsque 17 | 0 et qu’apres avoir appliqué deux fois la formule de
Stokes,

WtidpAprt §/(W+i35pfpi35W+) A B

O Q
2¢ étape.
_ _ N
(3.13)  lim (WTiddp—piddW ™) A Bt < Z/ W doj.
n0 Jonp, j=1"5i

Comme 2N 9D,, tend vers ’ensemble vide lorsque 7 décroit vers 0, apres
avoir régularisé W et passé a la limite, nous avons

(3.14) lim (Wtiddp— pidoWt) A p !
710 Janp,

= lim Wtidp Bt
710 JaonD,
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oNND, = U;v=1 (S;ND,) et sur S; N D, idp=idp;, o

N
(3.15) lim WtidpA B! < / W do;.
n10 Jaonp, Jz_:l S; !

Ceci termine la 2¢ étape .
La proposition découle des inégalités (3.11) & (3.13). ®

3.2 Régularisation.

Soit ¢ une fonction C*°, & support compact dans B(0,1/2), ne
dépendant que de |z|, & valeurs dans [0,1] et telle que [p,, @ dA = 1.

Pour ¢ fixé dans ]0,1[, nous définissons sur R** ¢_ par op.(¢) =
1/e?" o(¢/e).

Q étant supposé étoilé par rapport a 0, nous pouvons définir pour tout
tde]1/2,1]

V(e = %Q O(t0) = > ©;k(t¢) d¢; A di,.

J,k=1

Nous notons &; = 1/2 dist(952, 0€;) et nous définissons alors comme
régularisée de ©

0; =0O(t-) * .,, vt €]1/2,1].

La convolution s’applique a chaque coefficient de ©. Nous obtenons
ainsi une (1, 1)-forme positive et fermée sur €2, a coefficients C*> sur un

voisinage de 2.
Proposition 3.5. Pour tout t de ]1/2,1[, nous avons

(1) By(©1) < Bo(0©),
(2) Bz(@t) gBo(@)—f—Bl(@), Vi € {1,... ,N}.

Preuve: Commencons par remarquer que pour tout z de € tel que
B(z,e1)NQ # 0, dist(tz,0Q) > ¢/2. Ceci permet de majorer —p({) par
—p(tz) et (p/pi)(C) par (p/p;)(tz) pour tout ¢ de B(z,e) N AL

Il en résulte l'inégalité (1) puisqu’avec le Théoreme de Fubini

/Q—thdAZ/QtT(tz) (/QQB(Z%)_K,(O%C:) d;(f))d)\(z).
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En outre

Bi(6y) < /Q <£(C))3 ((3Pz’ A Op;)(t-) AO(t) A 5”72> * e, (€)

Pi

+/Q (ﬁ(o)?){((api/\épi)(-)— (8pi/\5pi>(t-)) A@(t~)/\ﬁ”‘2}*apet ()

Pi

+f <§<o>3{apmpm@tw—2—(apmépm@@ ING"2) 5., 1 (C)

Il en découle I'inégalité (2) en remarquant que pour tout z de €, |[z—tz| <
gr et dés que B(z,e1/2)NQA # 0, e S —p(tz). W

Nous allons maintenant terminer la preuve du Théoreme 3.1. Gréce
aux Propositions 3.4 et 3.5 et sous les hypotheéses du Théoreme 3.1, nous
pouvons définir pour tout ¢ €]1/2,1[, une fonction W;, plurisoushar-
monique sur €2, telle que

N
(3.16) i00W, =0y et |[Wit|nyo) S Bi(©).

=0
Pour n > 0 fixé, nous choisissons ¢, €]1/2, 1 de sorte que & Qy C Qo
et posons pour tout ¢ de ]t,, 1[, tout z de Q,, Vi(2) = t* Wy(2/t). Alors
100V, = O * @y, sur £, et

N
(3.17) / Vitidpn Bt S Y O Bi(©), Wi >
09, =

En appliquant la formule de Stokes nous en déduisons que la famille
(vih) est uniformément bornée en norme L' sur €, et donc aussi

+
(Vt )te]t,,“l[ -
vers Vi et i 00V, = © sur (.

Soit G5 la fonction de Green sur €, /5, posons

te]ty,,1]
. Nous pouvons en extraire une suite qui converge faiblement

(3.18) Vee Qe V(z) = /Q 2G, (2, ) dr ().
n/2

Quitte a supposer n assez proche de 0, nous pouvons définir pour tout
t de Jt,, 1] Vi, =V« @1, qui sera C* sur Q,. Alors sur (2, AV, =
(27) % e, = AV, dou Vi = V, + H, avec H, fonction harmonique
sur €),. La famille (Hf) ,» & partir d’un certain rang, est uniformément
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bornée sur tout compact de Q, puisque Vi(2) < Vi, (2) pour t > tg et la

famille (V;f)te]t Pt est uniformément bornée en norme L' sur Q,.
n/2>

(Ht) , admet une sous-suite qui converge uniformément sur tout
compact de 2, et en prenant une sous-suite extraite commune avec
(Vt)te]tn/z,l[ nous avons

V,f < H,T + th' sur €2,,.

Par convergence dominée nous pouvons passer a la limite dans (3.17) et

N
V' >, ., V5idpApnt <3 Bi(6), 100V, = 0 sur Q.
n’ =0

Nous terminons avec un procédé classique de diagonalisation. B

IV. Cas de l'intersection de deux domaines

Dans ce paragraphe nous allons donner une condition suffisante
d’appartenance & No(€Q) lorsque ) est Uintersection transverse de deux
domaines. Etre dans cette classe de Nevanlinna nous impose comme
condition limite I'intégrabilité sur S1o de notre fonction selon la mesure
i0p1 A i0py A 2. Llestimation est alors facilitée par le fait que
|i5p1 A i5p2| correspond exactement au Jacobien du changement de
variables dont nous avons besoin. Malheureusement cela n’est plus ausi
simple lorsque 'on a plus de deux domaines et nous ne savons pas le
généraliser.

Dans ce paragraphe p; et p, sont supposés étre C> sur un voisinage de
Q.

4.1 Résolution de du = w et estimations.

Comme solution du 0 nous reprenons celle définie dans la Proposition-
Définition 2.1 et précisons sa restriction a Sio. Nous notons
(4.1)

n

§(C,7) = Z(m o)) - %)

j=1
—(1 —(2
—(FY+F?) (P + FJ-(Q))(z,C))dCL
(4.2)
_ (n — 1)! (a1) ~(az) S A (ggs)ao
K(C7 Z) - Z al! Otg! Gl G2 <S, C - Z>°‘0+1

aptartaz=n—1

A (BQM)™ A (9Q™) 2.
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Nous conservons les notations du paragraphe II mais les F’ j(i) sont main-
tenant C? sur €.

Proposition-Définition 4.1. Soit w une (0,1)-forme O-fermée et a
coefficients dans C*(2), une solution de du = w est donnée par

(a) V2 € Q, k =1,2 u(z) = cn [w(Q) AKR((2) = en fou(
K(¢,2).
(b) Pour tout z de Sia, u(z) = cn o w(¢) A K(¢,2) avec
n—1 a+k a+n—1—k
. PG, ( ST,
K(C72) I;)Ck <_p1(C)+F(1) (C,Z) _P2(O+F(2) (C,Z)

i (B + B (= 0dG
~(FO 4 FO)(:,0)

AN OcQM(C, z))k

—1—k
)7L )

A (0:QP¢,2)

Preuve:
(a) résulte du (a) de la Proposition-Définition 2.1 et de

|S(C7Z)|§C|<_Z|7 |<S(C7Z)7C_Z>’20L‘C_Z|2
uniformément pour ¢ € Q et z € L compact de .

(b) Pour tout z de Sia, (s A d¢s)(2,¢) = 0 et [,w(¢) AK((,z) tend
vers [, w(¢) A K (¢, 20) lorsque z tend vers zp € Sio. W

Pour estimer [g | fo,w(¢) A K (¢, 2)|i9p1 Aidp2 A B"2(2) nous com-
mengons par le majorer par 3, _; 5 [ Uﬁ w(C)AK(C, z)|i8p1 Nidpa A
B"2(2). Les deux termes se comportant de facon identique, nous ne
nous occuperons que de celui portant sur €.

Certaines intégrales vont étre ré-exprimées a ’aide de la formule de
Stokes, pour cela nous notons

(4.3) = > 8@ 2)dG AdG;, i=1,2,
7,l=1
et pour k € {1,... ,n—1}
(4.4)
a—1 a
Bg(g,z):_a ( pl(()) ( p2(C)) a+nilikap1(g)

(o Q) +FOC, ) (—po )+ FRC, 2))

) _
(FO f;((i))) 0 NAYTTC, 2)ANAS T R(C 2)ADp1 (O A (T +w)(Q)
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(4.5)
(p(Q)” (=p2(Q)"

(o Q)+ FOC, 2) T (ol Q)+ FOYC, 2))

X (—8p1(C) + dgF(l)(Qz)) A _(F(1)8—52P(§3))(Z ¢)

NAYTHC 2) A ASTITR(C 2) A Dpi(Q) A (<0 + w) (C)

Br(¢ 2)=—a+k) B

(4.6)
(=(¢)" (—p2(¢))"

Béj(gz):* o atn—1—
(=p1(Q) + FO(C,2) " (=pa(€) + F@ (¢, 2)) T

5 —p2(¢) 5
X (aapg(f)+(a+n1k) O+ FOC2) (fapg(C)qLdgF@)(C7 z)>>

0 _
_ (F(l) _f2F(’(C2))) (Z, C) /\1411€71 <<7 Z)/\Agilik(ga z)/\apl (C)/\ (—E-ﬁ-w)(g)

(4.7)

BE(¢,2) = — (=,(0)" (—pa(O)°
(=) + FID(6,2)) "™ (=pa(€) + (¢, )T
1 _ (dCF(l) + ch(Q))(Z,C)

g _(F(l) +F(2))(Z,C) (88,02(() + () A _(F(l) +F(2))(27€) )

NATTHC 2) AN ARG 2) A B (O A (< + w) ()

(4.8)
T @O+ P0G )T (i) + O ) T

9p2(¢) — _1 n—l— _

(4.9)

Bé(gz) - _ (_PI(O) (_pZ(C))

(=p1(Q) + F(C.2) ™" (=pa(Q) + FO(,2) ™"
+ow

9p2(¢) = — _ .
_(F(1)+2F(2))(z’C)/\apl(C)/\(—aw 9 )(C)/\A’f ¢, )NADTIR(C, 2).
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Lemme 4.2.

[ w(¢) ANK(C,2)| i9p1 AiDps /\ﬁ"_Q(z),S/ d\(¢)
a &,

{nZ/S (*Pl( )) ( (C)) w(c)] atn—1—Fk

(O + FOC )| [l + PO 2)
y idp1 Nidpy A B 2(2)
[FO(z,0) + FO(2,0)|
5 / (=21()* (=22(0)" P02 A w(Q)|
S a+t+k
2 |=pu(Q) + FOC )| | =2(Q) + PO, 2)|
(991 A 9p2(Q)] + ¢ = =1) 01 A iBpa A B"2(2)
[FO)(2,0) + FO (2,0)|
5 (=p1(O)* " (=2(0) " [Bpr A w Q)|
a+t+k
S |=pu(Q) + FOG2)| | =p2(Q) + FO(G, 2)|

|C*Z\13P1/\Zaﬂ2/\ﬂn ’(2)
[FO(z,0) + FO) (2,0)|

at+n—1—k
k=0

at+n—1—k
k=1

—1 5
+ STIBE(C, 2)|i0p1 AiDpa A B7T(2)

k=17512
n—2
3
S12

k=1

3

—_

(=p1(0) ™ (=p2() " @1 A Bp2 Aw(C)]
n—1—k
0O+ FOC)| T a0 + PO

" ¢ =2 (10p1 A Op2(Q)| +1¢ — 2]) i Dp1 NiDpa A 72 (2)
M) (2,¢) + FO(z,0)|

+/~ dA(¢ Z/ Z?Bk@ )| i8p1 Nidps A B3 (2).

1210

L’avant dernier terme de la somme est nul pour n = 2.
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Preuve:
1¢ étape.
de { (=p1()" (—pa(0))°
(=P (Q) + FO(G )™ (2l + FO(G2)

dp2(Q)
—(FM + F®))(2,0)

5
Ap1(Q) A (0 + w)(o} => B¢
=0

A A’ffl((, z) A Agflfk(c, z)

Ainsi en appliquant la formule de Stokes sur €7 et Qs & la forme
différentielle entre acollades, nous obtenons que son intégrale sur {¢ |

p1(¢) = p2(¢)} vaut

5

(4.10) /QZBZ (,2) /_ZBZ“(C,Z)-

1=0 Q2 -0

2¢ étape. Pour i =1,2 et p=koun—1—k

(2:09) (¢ ) = (— 1 )pAf«,z)

pi(¢)

+p( ! )pHA” ean [ S E R d | AT,
pi(Q) * = 2 '

Nous écrivons de facon développée le noyau K(C,z) donné dans la

Proposition-Définition 4.1 et pour tout k dans {1,... ,n — 1} nous rem-
plagons ff}l B(])C(Ca par le Zz 1 Bk Cv fQ Zz =0 Bk((a ) Puis
nous majorons par une constante ‘A (,z ‘ pour ¢ = 1,2 et nous

approchons, modulo une 1-forme & coefficients d’ordre O(|§ - z|),

Z] 1F( )(C, z)d¢; et Z] 1F( (2,¢)d¢; par dp;(¢). Enfin nous termi-
nons en utilisant le Theoreme de Fubini. B

Théoréme 4.3. Pour toute (0,1)-forme w, 0-fermée sur Q, a coef-
ficients dans C*(Q), la solution de du = w définie par la Proposition-
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Définition 4.1 vérifie

a) sin=2

0 0 )| dA(C
[ WP 7i9p2(2) 5 [ ()
1 _
+ S [ o5 Bl ax)+ /Qmapmapﬂapmmdxo}

1=1,2

+ /Q|(8p2 A Dp1 + Op1 A Dp2)(—0w + dw)|(¢) dA(C).

b) sin >3
/ (2| Fp1 A i Bpa(2) A B2 < / [ (¢)] AA(C)
Si2 Q

1 —
Opi N w|d\(C /— Op1A\Opa| |0p; N w|dA }
# 3 {7 s NG [ 10 Bl 30

1 _ _
- dp1 A Dpa A w|d)
+/Q P | p1 A Op2 A w|dA(C)

-
———10p1 A Dpa| |0p1 A Dpa A w|dA
+ | i 1000 7 0l Bo1 1 T Al ad()

+ [ (002 £ Tps + 091 £ Bpa) (T + 00| () dAC)

Preuve: Nous majorons chaque terme obtenu dans le Lemme 4.2 en
utilisant exactement les mémes techniques qu’au paragraphe 2.4; aussi
nous ne détaillerons pas les calculs et nous nous contenterons de deux
remarques.

Pour tout z de Si2, dp;(2) = —0p;(z) pour i = 1,2. Ainsi

(4.11) i0p1 Nidpa(2) = (dz(h + Oz1)(<, z) A (dzq2 + Oé2)(<a z)

ou ¢q; et ¢o sont les polynéomes qui approchent respectivement
SIm FU (¢, 2) et Im F®) (¢, z) définis dans la Proposition-Définition 2.6,
a1(C, z) et aa(¢, 2) sont des 1-formes a coefficients de Pordre de O(|¢—z]).

Comme nous intégrons selon la mesure (4.11) nous pouvons systéma-
tiquement faire soit deux changements de variables ¢1 = ¢1((, 2) et g2 =
¢2(¢, z) soit, de maniére équivalente quant au résultat, un changement
de variables et un gain d’une puissance en | — z|, soit un gain de deux
puissances de | — z|.
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Le point essentiel dans le Lemme 4.2 est que nous avons
transformé I'intégrale fﬁl PZIBE(C,2) en =30, le L ()
P ofm [ 1Bk (¢,2), la justification vient de l'estimation de

sz BO Ca )

Par considération de bidegré ‘Bg({ 7z)| est majoré a une constante
absolue pres par

(=1 (O)* ™ (=pa(0)) |9p1 A Dp2(C)] [Bpr Aw(Q)]
a+k
(=1 = 2)(Q|-m(©) + FOG 2" |-pal0) + FOIG,2)|

at+n—1—k°

Apres changements de variables et comme ici  est fixé dans 25, nous
avons

/ (_pl)ail(_pQ)a r2n75 dr
[0,R] —P1 P2

/ dq y / dgs
om o Jo i Tpr g 2T

1 _ a,.2n—5 1
5 - / ( P ) 2Na+n—2 dr 5 - (C)
p1+ p2 0,7 (—p2 +r2)etn p1+ p2

. . ez . —1 . .
Si nous avions traité directement [5 > ;_; BE((, 2) nous 'aurions fait
0, 2ok=1 Po\&>
comme ci-dessus et aurions eu pour k = n— 1 apres intégration selon dg;
et dQQ

/ (=p2) (=pr)* 1?2 dr c_ L p
0,7] (—=p1 = p2) (—p1 +72)2F"=2 ™ p1+psy py

1
p1tp2

qui n’est pas majorable a une constante absolue pres par —
;. m

sur

4.2 Résolution de idw = O.

Comme © = Qq N Qs est étoilé par rapport a 0 et 'intersection est
R-transverse, il existe ¢; < 0 et ¢o < 0 tels que, pour tous ¢} de ]e1,0]
et ¢ de Jeg,0[, les ensembles {p1 = ¢} } et {p2 = ¢4} se coupent en une
surface de dimension réelle 2n — 2. Il existe n > 0 tel que ¢; +21n < 0 et
c2 + 217 < 0. Nous notons

(4.12) D= ({p1 < +77}U{p2<(32+77})ﬂ0,
(4.13) D' ={p1 <c1+2n}U{p2 <c2+2n}.
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La condition ci-dessus permet de dire qu’il existe un voisinage de {p; =
p2 = 0} qui ne rencontre pas D’.

Par continuité de p; et p2, D est relativement compact dans D’. Nous
pouvons alors définir une fonction plateau ¢, C*°, & valeurs dans [0, 1],
a support compact dans D’ et valant identiquement 1 sur D.

En utilisant 'homotopie de “Cartan-Poincaré”, nous pouvons définir
une solution de idw = © sur D’ N ). Nous 'appelons w et posons

(4.14) we =YW, O =0 —idw,.

Ainsi, dés que nous connaitrons une solution w; de idw = O, w =
w1 + ws sera solution de i dw = O sur .

Commencons par vérifier que les estimations sur (wz)o.1 ne posent pas
de problémes. Pour © un (1, 1)-courant positif & coefficients dans C?(Q2),
nous conservons les notations de la Proposition 3.2 et posons

(4.15) B,;(@):/i(?pk/\gpkA@/\ﬁ"_27 k=1,2
Q
Proposition 4.4. Soit we la 1-forme définie par (4.14), alors :

a) (w2)o,1|dA S Bo(©),

|
Q

1 1/2 _
b) /Q <_;> ’apk/\(u&)o)l’d)\SB()(@)‘FB]/C(@)’ k= 152

1 _
C) / — |8p1 AN 6‘p2| |8pk AN (w2)071| d\ 5 Bo(@), k=1,2
Q P1Ltp2

d) / |(8,02 /\5[)1 + 8p1 /\5[)2) A\ (—3(11)2)0’1 + 8(11)2)071) | dA
Q
< Bo(©) + Bi(©) + B5(0),

et stn>3

1
e — Op1 A\ Opa N (w d\ < By(©),
) /Q p1+p2| p1 Adpa A (w2)o1| dX < Bo(©)

V=p N
f ———|9p1 A O, 0p1 A Opa A d\ < By(O).
) /Q(p1+p2)2| p1 A Opal |8p1 A Bpa A (w2)o,1] dX S Bo(©)

Preuve: Puisque D' N$ est inclus dans € et que w est construit & par-
tir de ’homotopie de Poincaré, nous obtenons I’analogue de la Proposi-
tion 3.3 en remplacant ) par D' NQ. En outre comme —0wg 1 + 0Wo,1 =
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d(fﬁ(),l + zDoyl) = —i© sur D' N, par positivité de ©

(416) / |(8p2 AN gpl + 8p1 A\ gpz) N (—%0,1 + 8’1210,1) | dA
D'NQ
< B1(©) + B5(0).

Il en découle aisément les estimations pour (ws2)g1 car sur D' N Q, qui
contient le support de ws, nous avons

(4.17) |dp Ao 1| S Jadoal,
1 1

- < - Slm
p1+p2 ~ inf(—cy, —c2) — 27

(4.18)

Remarquons enfin que ©! = (1 — 1)) © — i dy A est encore un (1,1)-
courant fermé & coefficients C? sur un voisinage de Q, mais nous avons
“perdu” sur ce courant ’hypothese de positivité. Cependant, il est la
somme d’un (1,1)-courant positif et d’'une forme & coefficients bornés
en norme L'(Q) par By(©) et dont le support évite un voisinage de
{p1 = p2 = 0}. Nous verrons plus loin que ceci est suffisant pour estimer
correctement wy, et surtout, le support de ©! ne contient plus D ce qui
va nous permettre de définir une nouvelle homotopie.

Nous n’arrivons pas a borner les termes dont l'intégrale contient un

facteur de 'ordre de —plj_m (ou (pﬁﬁ pour n > 3) avec I’homotopie
classique. En effet, en faisant une intégration comme pour les inégali-
tés (3.5) et (3.6), nous obtenons un terme de I'ordre de In(—p(¢)). Nous
allons contourner cette difficulté en nous inspirant d’une méthode de
Varopoulos [Var], présentée par Charpentier [Chal. Celle-ci consiste
a construire une famille d’homotopies, puis a faire une moyenne des
solutions trouvées.

Soit ¢ € {1 < p1 < 0} N{ea < p2 < 0}, pour tout ¢ de |0,1] et
tout r de [0,1], les surfaces {p1 = p1({)} N {p2 = p2({)} et {p1 =
tp1(O)+ (1 —t)er}N{p2 = 1 pa(¢) + (1 —t177) ca} sont, par hypothese
sur c¢; et co, de dimension 2n — 2 et varient de fagon réguliere. Nous
pouvons les repérer a 'aide des coordonnées (¢;)1<i<2n—2-

Définition 4.5. Pour tout ¢ de |0, 1] et tout r de [0, 1], nous appelons
F} le C*-difféomorphisme de D = {¢; < p; < 0} N {c2 < pa < 0} dans
lui-méme, défini par

p1(F{ () = tpi(Q)+ (1 —1t) e,
p2(F7(C)) =t pa(Q) + (1 = 17 ¢,
pi(F{(Q) =¢i(C)i=1,... ,2n—2.
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Le choix de ¢ et co permet d’assurer que F] est bien bijectif sur
{e1 < p1 <0}N{ca < p2 < 0}. p1 et po étant C2 sur Q, dp; et dpy étant
libres sur V° N V3, nous avons bien, avec le Théoréme des fonctions
implicites, F; et (F[)fl de classe Ct. De plus Vr € [0,1], FT = Id sur
D et il existe to €]0,1], Vt €]0,t0] F/ (D) C D qui par construction
ne rencontre pas le support de ©;. Pour étre parfaitement dans les
conditions d’application du Lemme de Cartan-Poincaré, il faudrait que
FY soit défini sur ({pl < } U {pg < 02}) N€); or cet ensemble est inclus

dans D. Nous pouvons définir la forme différentielle

(4.19) w, = —i /I(FZ)*(iZtr@l) dt,

to

dt
(0< t <L,0<r<1l)et iztr@l est défini par izy (dzi/\déj) = (Z[)Zdij—
(Z7) ;.
Nous appliquons le “Lemme de Cartan-Poincaré” et avons

vr€[0,1], idw,=©"sur Q,

d .
ol Z] est une famille de champs de vecteurs tels que — Fy (z) = Z] (F/ (z))

et nous définissons
(4.20) wy = /1 wydr, idw =0 sur Q.
0
Nous allons maintenant voir que (wy)o,1 vérifie de “bonnes estimations”.
4.3 Estimations de la solution de i dw; = ©'.

Exprimons (F[)f1 a ’aide des fonctions p; et ps, pour tout ¢ de D

t

(4.22) pg((F[)_l(C)) = tl%m(() + (1 - t11+7«> c2:

azy o ((E)70) = 1m0+ (1-7) a

Définition 4.6. Pour tout r € [0, 1], tout ¢ fixé dans D, nous posons

t,(¢) = inf{t € [to, 1] | (F})~'(¢) € D}

Commengons par établir une série de Lemmes qui nous servirons pour
les estimations.
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Lemme 4.7. Pour tout ¢ de Q\ D, tout r de [0, 1]

1 ) 1/2
_— dt < (— 1/2.
/tr(o (—po (F[)_l(C)> S (= (0)
Preuve:

(4.23) % (—po (F{)*l)l/2

1 -1
2

1/2 <
(oot )’

ott {,) désigne le produit scalaire dans R?".

1 d
vt (

1

dpo (Ftr) Ftr) )s

En dérivant par rapport & t les égalités (4.21) et (4.22), nous avons
1 d 1

(4.24) %(plo(F[)*l) = —t%(pl 1) = (dpro(F7) 2 (FD) 7,
(125) & (20 (F) ™) =~ o2 — e2) = tdpao (1) 5 ()7,

ce qui, avec ’égalité (4.23), nous donne

(oo ™) 2y

1/2

y (( pe )20<Fz)‘1<<>(pl<<>—c1)
* (Pliirlpz)Q

(—pO(Ff)_l(C))

Lemme 4.8. Vr € [0,1], Vt € [t,.((),1],

[¢]

(F7) 7€) (p0) — C2)> |

Soit pour tout ¢ de Q\ D,

i) vce(@\D)n { ,o1<— - }
(i) Ve (Q\D)n { p2<— - } Z(F)T©0) <200
Q

P1
Preuve: Lorsque I'on fixe ¢ dans ( \ D)n{-p: < 2 (=p2)}, la fone-
tion f définie sur [t.(C),1] par f(t) = (( 7)71(¢)) est croissante sur

[t:(¢),1]. =
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Corollaire 4.9. Pour tout ¢ de Q\ D, tout r de [0,1], tout t de
[tr-(C), 1] fizés

2 () 7N0) s 2

p2+p1"

p2+p
l((FTHC)) s ()
p2+pi Y ~op2tp1

Preuve: 1l suffit de considérer le cas ou ¢ est fixé dans (Q2\D)N{—p; <
o (—p2)}, alors on applique le Lemme précédent &

%((Ftr) (g)) p1 ((Fg)fl(o)' [

a((F) Q) +1 pEm

Lemme 4.10. [ eziste ¢} < 0, ¢y < 0 tels que pour tout r fizé dans
[0,1], nous avons

0 %e @\D)n{-p <L p)}.

b )M (p)¥?
/mo (p1+p2)2((Ft) (©)dt 5 TETSES

(i) ¥¢ € (2\ D) N {—Pz < Z—é(—pl)},

1

L (—p)/? 1 (—p2)3/2
/tT(C) m ((Ft ) (C)) dt < m(c)

Preuve: Nous choisissons ¢j < 0 assez proche de 0, de sorte que,

Y] Z
comme pour le Lemme 4.7, < ’:)1 ’ ((F[) 1(C)) soit majorable & une
P1

o)’
constante absolue pres par % (g;lp_ﬁ;z/; o (Fg)*l(o). |

Voici maintenant les estimations que nous ne savions pas établir sans
I'intervention de la nouvelle homotopie.

Lemme 4.11. Pour tout ¢ de Q\ D

2) /o1 /:(0 n —1Fpg ((Ftr)il(o) dtdr 51
1

0 ] o () 20
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Preuve: Nous nous sommes inspirés de la preuve de Lemme 15 de
[Cha]. Nous posons

_ ' _ 1 1 _ 1 -
rao=[ () ©)de. 10 = [ By

p1+ p2 0

I2(¢) = /tl(c) m((Ftr)_l(C)) dt, I*(C) = /01 12(¢) dr-.

Avec les égalités (4.21) et (4.22), nous avons pour tout ¢ de [t,.(¢), 1]

— () )

7P1+p2

t1+7"

—art”(t = (1= p1(Q)/e1)) — ca(tF7 — (1 = pa(C) /e2))

1
1 t
; </ L dt
©) < -zt t- (- p(Q)/er)

5m< L= (1= p(Q)/er) )_
(1= p2(Q)/e2) ™™ = (1 = p1(¢) /)

) N2 ) 3/2
2 R
]’I’(C) S/(l_pi(;))ﬁ (Cl> (t(lpl(C)/Cl)> a

s 1/2
(=) ( 1 (1 p(Q)/e) ) |
—p1(C) (1= p2(Q)/c2) ™ = (1 = p1(C)/en)

1 1 trr
1 _
HOS [ oo = e

<m< 1= (= plQ)/e) >.
TN pQ/e) T = (= pa(Q) fen)

dt
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De méme

1 1 3/2 t"
ros [, (=%) "
/1ﬁ e C?’)B/Q

< ( —C2 )1/2 ( 1 —(1—p2(Q)/ec2) )1/2.
~\=n2(Q) (1=p(Q)/e1) = (1= pa(Q)/c2)

Cela nous amene a distinguer trois cas.

Cas 1. 1 — p1(Q) 1 PQ(C).
ca

C1 -

Alors pour tout r de [0,1] 1 — plc(f) < (1 - pi—(QC)) et

ros [ n(-aY) e
() -

IR(QBS (_pi(g))m (1- pl(z)/01)1/21/2
S (o) e

Avec 'inégalité des accroissements finis appliquée a x — rTH sur 1-—
p1(¢)/c1, 1], nous avons

1'(¢) S In(~ca/n) 1nz+/011n(1j’“) <
() < (7>/ (%@Q// (i>/ ars <—pi<c>)m

1/2 1/2
Co 1
S (1 - a) (_ p1+ p2 (<)> .
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1+7r
Alors pour tout r de [0,1], 1 — 926(20 < (1 - plc—(f)) et

Il(C)S/Ol—(Hr) In (1_ plc_(f)> dr

! 0 1 —(1—=p2(¢)/c2) -
A (1—(1—p2<<>/c2>1%> o

, 1 1/2 1
Ho= (m(()) 0= (02

></1< 1—(1—p2(6)/c2) )1/2dr
o \1=(1-pafQ)/ex) "%

Avec I'inégalité des accroissements finis appliquée & z — 277 sur [1-—
p2(€) /e, 1], nous avons

I'(¢) < 2In(—cy /n) + /01 In (1—ir> dr <1
ros(3) () [ (5) »=(m)
<(e2) " (ao)

Cas 3. (1 — pl(g))Q <1220 q1_n@
C2 c1

c1
1+7r
Alors il existe rg €]0,1[ tel que 1 — pi—(f) = (1 - p1c_(1<)> °. Nous

découpons les intégrales de la variable r en une portant sur [0, r] et une

sur [ro, 1].
Pour r € [0,79], nous faisons les majorations comme dans le cas 2 et

Q=T

en particulier appliquons 'inégalité des accroissements finis a x — x 7o
sur [1 — pa(C)/c2, 1].

Pour r € [rg, 1], nous faisons les majorations comme dans le cas 1 et
r—rg

en particulier appliquons 'inégalité des accroissements finis & x — x T+

sur [1— py(C)/ex, 1)
Nous avons

I'"(¢Q) S (1+70) In(—c1/n) + "” <1+r0> i

ro —T

1
1
+1In2 In(—cy/n) +/ln( +T>dr§1
T—To
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et

2/\

o= (i) 1 () () L5
1/2

(e > e

( () )(,Olim(o)

(5

1/2
p1+ p2 ) '

Le Lemme est établi. B

A

A

A

Lemme 4.12. Pour tout ¢ de Q\ D fixé

oy 1 / j@(l 1) (1+ (ip)m— plim) ()71 (©) dedr < —p(c),
®) /o1 K«)(l Y (_ 1 Jlrpz)g/z ((Ftr)il(o) dtdr 5 v/ =plQ);
) /o1 /tj(c)(l - (_ 1 j_p2)3/2 ((Ftr)_l(o) dtdr 5 =p(Q)-

Preuve: Pour tout r de [0, 1], 1 —¢-(¢)
Lemmes 4.7 et 4.11. W

< —p(€) et nous appliquons les

~

Posons

3 .3
P1 P2 - I . a n—3
B12(©) = [ ———L2 _(¢)idpy ADp1 AiBpy ADpa AO A .
12(0) /Q (p1+p2)7(é)1 p1 A Op1 ANidpa A Dpa B"3(C)

Le reste du paragraphe va consister en la preuve de la
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Proposition 4.13. Soit wy la 1-forme définie en (4.20), alors :

(a) / ()01 Q)] dA(C) S Bo(©),

(b) /Q (-—) v ‘gpk A (w1)071(<)| dA(Q)

< Bo(©) + Bi(©), k=1,2
© /g‘pl in () 091 A 3p2(O)] [T A (1)1 (O)] AA)

< Bo(©) + Bi(©) + By(©), k=1,2
(d) /Q|(3P2 A Op1 + Op1 A Dpa) A (*3(11)1)071 n 3(w1)071)|d)\(0

< Bo(©) + B1(©) + By(0).

FEtsin>3

1 -
(e) /Q_m T+ |9p1 A Dpa A (wi)o.1] dA(C)
< Bo(©) + B1(©) + By(0),

(f) /{2(/)1-1-—\/__;)2)2 ‘8p1 Aapg‘ ’5p1 /\5p2 A (w1>071‘ d)‘(C)
< Bo(©) + Bi () + B5(©) + B12(0).

Avant de commencer la preuve, établissons deux Lemmes qui nous
seront utiles.

Lemme 4.14. Pour tout t de ]0,1], tout r de [0,1], la famille de
champs de vecteurs (Z]) définie sur D par % F}'(z) = Z] (F](2)) est
telle que

(s 1 T
Z() =3 270),
0t (Z")rejoa est une famille de champs de vecteurs C° sur Q\ D.

Preuve: D’apres la Définition 4.5 de F] et avec le Théoreme des fonc-
tions implicites, nous pouvons trouver localement une fonction F' qui est
C' de R?" dans R?" et telle que

Fy(¢) = F(Pl (FtT(C))702 (FZ(C))»%(C% e 7802n72(§h))~
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Ainsi :

oF

GFO= 5 (1 (FF(©): 2 (FL©): 21O 0n2(O) (01 (€) 1)

+g—i (Pl (FF(€)), p2(F7 (), 01(0), -+ ¢2n—2(0)(1+7”)(P2(C)—C2)tr-

Et comme py(()—c1 =1 (p1(F7(C)) —c1), t7(p2(C) —c2) = (p2(FT ({)) —
cz), en posant

Zr(') = (Pl(') - Cl)g—F(Pl(')am('),s@l('), e 7()027172('))

x1

FA+00) = ) G (1O a0 2102020

nous avons <+ F7'(¢) = 1 Z"(F}(€)).
Fy étant C! sur QN {c; < p1 <0} N{ca < pa <0}, Z7 et Z" sont
continues sur 2\ D puisqu’il est inclus dans Pensemble précédent. B

Lemme 4.15.

| Jor nopa(o) o1 ax0) < Bi(©) + Bi®).
Q\D

Preuve: L’intégrale ne porte que sur les ¢ de Q\ D tels que dp; A
0p2(¢) # 0. En complétant (0p1,dp2) dans 'ensemble des (1,0)-formes,
nous avons (9p1,0p2,73,...,7n) une base de (1,0)-formes sur C" et
(e1(¢), ... ,en(€)) une base duale. De plus |0p;| et |Dpz2| sont minorables
par des constantes absolues sur V> N V3, ainsi en tant que mesure

n

101 A 0p2(O)” Y O (er(€). ex(€)) 8™ < i9p1 ADpr AO A B"3(C),
k=2

101 A 9p2(O)” Y ©(er(€), (€)™ < idpa ADpa N O A B 2(),

k=1
k#2

La trace d’une matrice étant le méme quelque soit la base dans laquelle
on l'exprime, le Lemme est établi. B

Preuve de la Proposition 4.13: Nous allons faire systématiquement
le changement de variable £ = F[({), ce qui nous permettra avec les
Lemmes précédents de gagner du —p(¢) dans chaque terme.



CLASSES DE NEVANLINNA 153

Grace au Lemme 4.14, les inégalités (a) et (b) s’obtiennent comme
celles de la Proposition 3.3 ou le changement de variables £ = t( est
remplacé par £ = F]({) et I'intégration selon la variable r ne joue aucun
role.

Inégalité (c).

1 _
/Q = 5 O 1001 7 0p2(Q] [9i A (w1)01 (O] dA(C)

1 1
1 .
< - FI) (9p1 1O
_/ﬁ/o/to lesz‘(t)(pl po)

< | ()" (9o 1 (i2;01),, )| () dt drax¢)

1 1 1 Y 0!
I e (N CTe

% (10p1 7003 | [Bpr| = | (F7)" (901 70p2) | |(FY) @pi)[) (<) dt dr dA(Q).

Nous commengons par majorer le deuxieéme terme. pg (k = 1,2) étant
une fonction C3 sur ,

V¢ € D, Yt € [to, 1], Vr € [0,1],

k() — (F7)" (@w) Q)] S 16~ FT Q).

Or ¢ = F{(C) et la famille de difféomorphismes (F7') dépend de fagon C*
de t sur [tg,1]. Ainsi pour tout ¢ de [to, 1], tout  de [0, 1], tout ¢ de D

(4.26) C—F/(Q)] S1-t.

Nous en déduisons, apres le changement de variable & = F{({), que le
deuxieme terme est majoré, a une constante absolue pres, par

1 p1
/Q\D > 5] ) (/0 /tr(g)—(l—t) plipz((pg”)* (g)) dtdr).

i,j=1,2

A priori nous ne pouvons plus majorer la somme ci-dessus par la trace
du courant puisque ©! n’est pas positif sur D’ \ D. Mais

(4.27) Ol =0 —idwy = (1 — )0 —idi) A .
1 étant & valeurs dans [0, 1], (1—1)© est encore un courant positif majoré

par © et avec 'inégalité (4.17) et le Lemme 4.12, nous obtenons que le
deuxiéme terme est majoré, & une constante absolue pres, par By(0).
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Apres changement de variable £ = FY'((), le premier terme est majoré,
a une constante absolue pres, par

1
/ /|3P1 A0p2(8)| ’5/% A (iZT@l)O)l(f)‘
o\D 0

1

' </> iz j—ﬂz ((Ftr)il(f)) dt | drdA(&).
Ge

Avec le Lemme 4.11, ceci est majoré a une constante absolue pres par

1
/ |0p1 A Dpa(6)] (/ ‘8pk A (iz0Y), 1(5)‘ dr) dA(€).
Q\D 0 ’
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (1 — v)©, nous avons

|3P1 A 302(§)| ppk A (iz"(l - 1/})@)071(5)’
< (09 7 0p2(&)|*| 27 (€ 7 (€) + |0pn A Bpr A O A B72(¢))

Avec (4.27), (4.17) et les Lemmes 4.14 et 4.15, 'inégalité (c) est établie.
L’inégalité (e) se traite de la méme facon.

Inégalité (d). —0(w1),; + O(wi)o1 = dwy = —i(1 =) O —dip A .
Puis avec (4.17) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & ©, nous
obtenons 'inégalité (d).

Inégalité (f). p1 et ps étant C3 avec (4.26) nous avons encore

/(p1)1/2(p2)1/2(
o (=p )3/2

I [ oo
iz

< )(aplAapgA 6").) |(©) dtdrdr(c)

[ / pi/im 532/2@(14)

xS |(FD) @pn 1 (i201),,) | dt dr dA(Q)

k=1,2

///to Yaki 52:/2(4)(l—t)2‘(Ftr)*(@'zg(al)o,l‘dtdrd)\(c).

C)|5p1 A Dpa(Q)||p1 A Dpa A (w1)o,1(¢)] dA(C)
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Avec (4.27), (4.17) et le Lemme 4.12, le deuxieme et le troisiéme termes
sont majorés, & une constante absolue pres, par By(©) + B (0) + B,(0).

Apres changement de variable £ = FY ((), le premier terme est majoré,
a une constante absolue pres, par

1 _ —
(4.28) /Q\D/O |0p1 A Dpa(8)| ‘8P1 A Op2 A (iZT@l)og(f)‘

) (/1 (—m)”z(—pz)m((F{)*l(ﬁ)) dt> dr dA(€).

(@ (=pL—p2)??

Comme pour les Lemmes 4.10 et 4.11, nous sommes amenés a distinguer
trois cas.

ccc@\D)n{-p <L ()}
Avec le Lemme 4.10 et le Corollaire 4.9, 'intégrale (4.28) restreinte &
I’ensemble ci-dessus est majorée, a une constante absolue pres, par

oN3/2(_ . \3/2
(4.29) /{_ . )}((p_l;l _S}Sik (€) |01 A 9pa(€)]

X (/01’5;;1 A Dpa A (127-@1)071(5)’ d'r> dA(€).

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz & (1 —¢)©

(—p1)>/2(—p2)3/?
(—/)1 - 02)7/2

< |0p1 A Bpa()|*127 () Pa(€)

(—01)3(—P2)3

(=p1 —p2)7

(€[00 A 902()|[Bor A Bps A (i (1~ )07, €)|

)

(€) [0p1 ADp1 A Dpz ADpa ANO A B3(E)].

L’intégrale (4.29) est majorée & une constante absolue pres par By(©) +
B12(0).
ccc@\D)n{-p <& (-}

Analogue au cas précédent en échangeant les roles de (—p1) et (—p2).

e (@\D)N{& (-p) < —p <G (-p)}.
Les majorations sont les mémes.

Les trois cas envisagés ci-dessus, nous permettent d’établir 'inégali-
té (f) et la preuve de la Proposition 4.13 est terminée. W
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4.4 Condition suffisante d’appartenance a Ny(f2).

Théoréme 4.16. Si le (1,1)-courant positif et fermé © vérifie :

Bo(©) = [ ~p0n gl < toc,
Q

B.(©) = / i10px NOpr NO A B2 < 400 pour k = 1,2,
Q

et pour n > 3

1 3 3 B 3
B15(0) :/ —= <£> (ﬁ) i 0p1 NOp1 Ni DpaNOpa NOAL 2 < +o0,
Q P \P1 P2

alors il existe une fonction plurisousharmonique W dans la classe de
Nevanlinna N2 (), solution dans Q2 de I’équation i 00W = ©.

Preuve: Lorsque © est un courant & coefficients dans C?(f2), avec le
Théoreme 4.3 et les Propositions 4.4, 4.13 nous pouvons définir, selon
les égalités (4.14) et (4.20), w = w; + ws solution de idw = O et tel
que la solution de OU = wp,1 donnée par la Proposition-Définition 4.1
satisfasse

(4.30)/S |U|idp1NiDpaAB™ ™2 < Bo(©)+B1(0)+B5(0) (+B12(0)).

Nous mettons B12(©) entre parentheses car il n’apparait que pour n > 3.
En outre, comme dans le paragraphe III, nous avons

(4.31) /S |U| do, < Bo(©) + B,(O) + B(©) pour k = 1,2.
k

Montrons que Ve > 0, me WidpA(i99p)" ! < fsw \W|idp1Aidp2A
B2+ 3210 Jg, |W/| dok. Pour cela nous suivons les mémes étapes que
la preuve de la Proposition 3.4.

1¢ étape. Posons pour n > 0, D, = {z eCr | p1(2) + p2(2) < —n},

Ve >0 / W*idp A (i00p)" !
00
< lim (Wti00p— pi 9OW ) A (i00p)" ",

nl0
QND,
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2¢ étape.
lim (Wti00p— pidOW ) A (i90p)" "
0 Janp,

< Z/ W+d0j+ W+i5p1 /\i5p2/\ﬂn72.
S, S12

j=1,2

Apreés avoir régularisé W et fait un passage & la limite, nous obtenons

(4.32) lim (Wi00p— pi9OW ) A (i00p)"
70 Janp,

= lim WtidpA(i99p)" L.
W8 Jo(ann,) p A (i90p)

L’intégrale sur 9 N D,, est majorée par la somme des intégrales de W+
sur les faces S et So. Par contre puisque |i8p A (1 88p)”_1’ n’est pas
borné sur €2 nous devons considérer I'intégrale sur 9D,,.

0Dy ={z | (p1 + p2)(2) = —n},
i0p A (i00p)" ' =w" P Aidp+ (n— 1w 2 Awy o

2 2
w = (£> i00p1 + (ﬁ) i 00pa,
P1 P2
2 _ _
Wi = — <£> <£> (ﬁ dps — s dpl) Ni0p1 NiOps.
p1+p2 \p1 p2) \ P2 p1

w et i Jp sont & coefficients bornés sur 2, d’ou

avec

(4.33) lim WHw™ ' Aidp = 0.
nl0 Jap,)ne

= = 0
Sur {p1 + p2 = —n}, w12 =2 %é’—del ANi0p1 Nidpy et 77% f*n —p1(n+

p1)dpr = % Apres avoir pris p1, ps et & € Sj2 comme coordonnées
locales et utilisé la continuité de W, nous obtenons

(4.34) lim W w2 Awy o < Wt idpy NiDpa A B2,
n10 J(@aD,)na Si2

Avec les relations (4.32) & (4.34) la 2¢ étape est établie ainsi que la
Proposition dans le cas C2. Nous terminons en régularisant comme dans
le paragraphe 3.2. &
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