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SYSTEMES HAMILTONIENS
COMPLETEMENT INTEGRABLES
ET DEFORMATIONS D’ALGEBRES DE LIE

FAaouzl AMMAR

Abstract

Some of the completely integrable hamiltonian systems obtained
through Adler-Kostant-Symes theorem rely on two distinct Lie al-
gebra structures on the same underlying vector space. We study
here the cases when two structures are linhed together by defor-
mations.

1. Introduction et énoncé des résultats

Certains systémes hamiltoniens complétement intégrables obtenus par
le théoréme d’Adler, Kostant et Symes [1] sont reliés a la théorie des
déformations. Ces systémes sont obtenus & partir de la décomposition
d’une algebre de Lie G en somme directe de deux de ses sous-algebres
(cf. aussi [6]). Typiquement si G est une algébre de Lie semi simple de
dimension finie qui se décompose comme espace vectoriel en G = Nt +
H+ N~ ou H est une sous algébre de Cartan, on lui associe une nouvelle
structure d’algebre de Lie notée Go, définie par Go = N~ @ (H+N1) on
@ désigne la somme directe en tant qu’alggbres de Lie de la sous algebre
nilpotente N~ et de la sous algebre résoluble H + NT. Ceci revient 3
annuler les crochets des éléments de N~ avec les éléments de Nt + H.

Let but de cet article est de montrer que 1’on peut obtenir la structure
de G par deux déformations successives de la structure de Gy.

Les détails des démonstrations sont & paraitre dans [2].
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Théoréme 1. Si G est une algébre de Lie semi simple de dimension
finie, de rang n, il existe une déformation formelle d’ordre 1 de Gy en
une algébre de Lie résoluble Gy (ot U est une matrice nxn). Gy admet
une déformation formelle a U'ordre n en G.

Pour I'algébre de Kac-Moody affine non tordue G = G @ C[t,t71] ol
G = sl(2,R); on note N* et N~ les deux sous algébres de Lie de G
définies par:

Nt =(G®tC[t])) + NT et N~ = (GRtC[t™}]) + N~

et on définit Go = (N*+ + H) & N~. 1l existe une suite de déformations
de Gy vers G.

Théoréme 2. Il existe une déformation formelle d’ordre 1 de Gy en
une algébre de Lie Gq ou Q est une famille de nombres complezes (a;)
1€ 2.

L’algébre Gq admet une déformation formelle convergente vers G.

Remarque. C’est le seul exemple connu de déformation formelle
convergente autre que ceux obtenus dans le cadre de la théorie des
déformations de crochets de Poisson pour des variétés symplectiques [5].

2. Cas d’une algebre de Lie semi simple classique

Fixons ® = {a,...,a,} une base de I'espace des racines et A la plus
grande racine. Le Théoreme 1 va résulter des deux propositions ci-
dessous:

Proposition 1. Sous les hypothéses du Théoréme 1, soient K =
N* + H la sous-algébre de Borel de G associée & la décomposition et
Der N~ l’espace des dérivations de N~ dans N~, modulo les dérivations
inlernes.

Alors H*(Gy,Gp) = Hom(H,Der N™) + H*(K,R_,) + H*(N~,N™).
A toute application C de H a valeurs dans Der N~ (voir [4] pour les

détails des calculs de Der N~ ) on associe le cocycle C de H x N~ défini
par:

C(Hay, Xa,) Za Xo,q-

Ces cocylces dépendent des parameétres (a}) i, 5 =1,...,n, déterminés
par C(H,, ), et chacun d’eux engendre une déformation formelle de degré
1.

Avec les notations du Théoréme 1; U = (a}) 4, j = 1,...,n.
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Proposition 2. Soient:

- Dy = {Dy € Der Nt /Do (Xp) = Xs, () 8i @ = B est une racine
simple positive et 0 sinon }.
- Dy = {D € Der N~ /Do(Xp) = Xg,(—x) si @ = [ est une racine
simple négative et 0 sinon }.
- W = {p € Hom(Hy (N*) x Hy(N™), H)/¢(Xa, X—a) = Ha si a
est racine simple positive, p(Xq, X_o) =0 sinon }.
alors H*(Gy,Gy) = Invg(HY(N*) ® D3) + Invyg(HY(N~) ® D;) +
Invg W.

On définit la p**™® pseudodiagaonle de N* (resp. N~) comme Pespace

P
A'p" = {Xa/a = ) mjoy; a; est une racine simple positive } (resp.
i=1

P
Ay ={Xo/a= lglniai); a; est une racine simple négative).

On obtient une suite de cochaines définies par récurrence en posant
Cp(X,Y) = [X,Y] pour X élément de la p'®™® pseudodiagonale de N+t
(resp. N7) et Y un élément en dessous de la p'*™ pseudodiagonale de
N~ (resp. N*), (ou [, | désigne le crochet de G) et Cp(X,Y) = 0 sinon.

La suite de cochaines (C,) p=1,...,n — 1 engendre une déformation
n—1
polynomiale d’ordre n, ) APC),, de Gy vers G.
p=1

3. Cas de l’algebre de Kac-Moody G

On munit G de la base de Feigin ([5]) définie par (e;) i € Z avec
s, €5] = ijeir; et a;; = j — i mod 3.

Le Théoréme 2 va résulter des calculs cohomologiques contenus dans
les deux propositions ci-dessous:

Proposition 3. Sous les hypothéses du Théoréme 2, soit DT
Uespace des dérivations de G du type: {tp(t)% avec p(t) € C[t]}, alors
H?(Gy,Go) =Hom(H,Der N*)+Hom(H;(N~),D*)+Hom(H,Der N~ )+
H3*(N~-,N-).

(H*(N—,N~) a été déterminé par Feigin et Fialowski [3]).

La formule C(eg, X;) = a;(adeo(X;)) pour X; € N~ définit un cocycle
qui engendre une déformation formelle a I'ordre 1. Elle dépend d’une
suite de parametres 2 = (a;) ¢ € Z.
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La premiére étape de la déformation est tout a fait analogue a celle
obtenue pour une algébre semisimple de dimension finie.

Proposition 4. H?(Gq,Gq) = Hom (H, MKD‘*—"N_) &V ou

V = {C € Hom(H,(N*) ® Hom(H,(N*) ® Hi(N™),H)/C(e1,e_1)

et

= aeg, C(e2,e_2) = beo}

A{(adey, ade,) C Der N* @ Der N™}.

On obtient une suite de cochaines (Cp) p € N définies par: Cp(X,Y) =
[X,Y] si X est d’ordre p dans Nt (resp. N7) et Y d’ordre supérieur &
p dans N~ (resp. N*) ([, ] est le crochet de G) Cp(X,Y) = 0 sinon.

Un élément X de Ggq est d’ordre p dans N* (rsp. N~) ’il appartient
a {83,,“,839_1,63”} (resp. {e—3p+1=e—3p+1ve—3p})-

Cette suite de cochaines engendre une déformation convergente de Gy

00
vers G, C = ) tPC,.

p=0o

[Je remercie Claude Roger pour ses conversations fructueuses.|
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