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SUR L’ORDRE DE LA DISTRIBUTION 1/f

SEYDOU NOUROU DIALLO ET PATRICK SARGOS

Abstract

We construct a solution Tp in the distribution sense of equation
FT = 1 near a eritical point of f and we give an upper bound for
the order of Ty in terms of f's Newton Polyhedron, provided f
is non degenerate in some sense. The order of Ty is equal to this
upper bound when f is non-negative.

1. Introduction

Soient € un voisinage ouvert de 0 dans R™ et f : 2 — R une fonction
analytique réelle, verifiant f(0) = 0 et f'(0) = (. Nous nous intéressons
& Vordre des distributions 7' définies au voisinage de Q qui sont solutions
de I'équation:

(1.1) fT=1
(cf. [1]). Nous construisons & partir du polyédre de Newton de f un
entier u{f} > 0 qui vérifie les propriétés suivantes:

Théoréme 1. 5i f est commode (3] et non dégeénerée par rapport é
son polyédre de Newton [5], alors il existe un voisinage V de D et une dis-
tribution T € D'(V) solution de {1.1) et dont I’ordre est < max(1, u(f}).

Théoréme 2. 5i f admet un minimum strict en Q, alors toule solu-
tion T de {1.1) dans {1 est d’ordre > p{f).

La méthode est celle de [2], et la démonstration revient & minimiser
le nombre des intégrations par parties annonceées dans le Lemme 3.1 de
2]

Les définitions et la construction de p(f) sont données au Section 2.
La démonstration du Theoréme 1 fait I'objet du Section 3, et celle du
Theéoréme 2, plus facile, est exposée au Section 4.
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2. Preéliminaires

2.1. Notations.
Les lettres en caractéres gras designent des vecteurs:

£=(21,...,Za), 2% =27 ... 22, 1=(1,...,1), etc...
Les vecteurs de la base canonique de R™ sont notés e;,...,e,. La
relation k < [ signifie k; < l; pouri=1,...,n.

Pour les dérivées partielles, on pose 0;¢(z) = gf:(g) et Slo(z) =
... Bndla) = 2L (z), avec ll = b+ + n.

B 3xil...5zf{"
La notation: f(z) < g(z}(z € X) signifie qu'il existe une constante
C > 0 telle que f(z) < Cg(z) pour tout z € X.

n
Le produit scalaire dans R™ est noté (), a} = 3> M.
=1

Enfin, D(}) désigne I'espace des fonctions C° & support compact
contenu dans £, D'(0)) est 'espace des distributions sur €2, et fD(§1) est
I'idéal de D(f?) engendré par f.

Le symbole B & la fin d'un énoncé signifie que la démonstration ne
presente pas de difficulté et a été omise.

2.2, Fonctions commodes, fonctions non dégénédrées.

Etant donnée la fonction f : & — R analytique réelle admettant le

développement en série entiére: f{z) = 3 an,x%, on appelle polyédre
wel®
de Newton de f I'ensemble:

(2.1) £(f) = conv{{a € N"|ag # 0}) + RZ

{conv(A) = enveloppe convexe de A, R, = [0, +oa[).

Pour chaque facette 7 de £(f), le polynéme quasi-homogéne associé &
T est:

(2.2) frl@y= > auz*

foi=kanliid

Nous dirons que f est non dégenéree {par rapport & son polygdre de
Newton) si, pour chaque facette bornee 7 de £(f), f. ne s’annule pas en
dchors des hyperplans de coordonnées,

Dans cet article, 'hypothése “f non dégénérée” sera utilisée unique-
ment sous la forme de la propriété (3.10) du Lemme 3.3.

Nous dirons que f est commode si £{f) posseéde un sommet sur chaque
axe de coordonnée.
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Lemme 2.1. Si f est commode, alors £(f) posséde ezactement n
faces non bornées. Celles-ci sont contenues dans les hyperplans de coor-
donnees. i

C’est sous la forme du Lemme 2.1 que nous utiliserons Phypothése “f
commode”.

Notons que si f possede un minimum strict & Porigine, alors f est
commode (pour plus de détails, voir [6]). C’est pourguoi dans toute la
suite on supposera f commode.

2.3. Une construction géométrique de p{f).

Soit F une face compacte de £(f) (une telle face existe st f est com-
mode et si f{0) = 0). Soit H 'hyperplan affine engendré€ par 'ensemble
F —1. Alors H coupe chacun des axes de coordonnees. Soit t; Uabscisse
du point d'interscction de H avec le i®™® axe de coordonnée. On désigne
par u;(F) l'entier immédiatement supérieur & ¢;, autrement dit:

(2.3) #i(F) entier et y{F) — 1 <¢; < p(F).

On pose alors, pour toute face F' de £(f):

(2.4) { p(FY = max(0, 11 (F), ..., #a(F)) st F est bornée
' wFy=0 si F' est non bornée.

Soit enfin:

(2.5) #(f) = max u(F),

le maximum portant sur l'ensemble des faces de £(f).

2.4. Une caracterisation de pu(F).

Soit F une face de £{f). Nous appellerons covecteur associé & F le
vecteur A € N®, A # 0, orthogonal & F, tel que p.g.cd. {(Ay,..., ) = 1.
Si F est bornée, tous les A; sont non nuls.

Lemme 2.2. Scient F' une face bornee de £(f), de covecteur A, et o
un sommet de F. Alors p{F) est le plus petit entier K tel qu'on ait:

(26) leNell=K=QD2}e-1+1 =
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3. Démonstration du Théoréme 1

Soit f : 1 — R une fonction analytique réelle commode non dégénérée.
Nous allons construire un voisinage ¥ de 0, une distribution T sur V,
d'ordre < max{1, u{f}), verifiant (1.1}, ou, ce qui revient au méme,
verifiant: ’

(3.1 T{py = / % dz pour tout ¢ € fD{V).

La méthode de [2], utilisant un découpage et des partitions de 'unité,
s'applique & notre probléme en vertu du principe suivant:

Lemme 3.1. Soit {0;}ie; une famille finie de mesures sur ¥ telles

que y_o; soit égal ¢ lo mesure de Lebesgue sur §).
i

Considérons 'éguation:

Supposons gue, pour chague i € I, il existe un voisinage V; de 0 dans
R et T; € D'(V;) solution de (3.2). Alors T =T, est une solution de
i

(1.1) dans V =(\V;. @

3.1. Découpages.

Un découpage d'une partie mesurable A de R™ est une partition finie
de A, & des ensembles négligeables prés (cf. [2, Section 2.1]).

a) Découpage de [-1,1].
Pour tout ¢ = {+1,...,41), posons:

D,={zeR[0<gr; <1,i=1,...,n}.

La famille {D;)c € {—1,1}" forme un découpage de [—1,1[*. Par le
Lemme 3.1, nous sommes ramenes a résoudre, pour chaque g, U'équation:

(3.3) T{¢) = @ dz pour tout ¢ € FD(V).

D, flz)

Par symétrie, nous nous restreindrons au cas ou D¢ = [0, 1]™.
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b} Découpage de [0,1]" par polarité.
Soit maintenant A le découpage de [0,1]® du corollaire 2.1 de [2].
Rappelons que chaque S € A est de la forme:

(3.4) S=L7YD),
ol £ est 'application: ]0,1)* = R}
{x1,...,2n) — {—logxy,...,—logz,)
et ou I' est un céne n-dimensionnel de R} défini comme suit:

Il existe n faces sécantes Fy, ..., F, de &{f), de covecteurs

3.5 n
(3:5) Arseros A, tellesque = 3 R A,.
=1

1=
Nous avons donc ramené la démonstration du Théoréme 1 & celle du:

Lemme 3.2, Soit § défini par {3.4) et (3.5} et supposons gue f soit
compatible avec S (cf. [2, Section 4]). Alors il existe un voisinage V' de
0 et T € D'(V), dlordre < max(1, u(F1), ..., pu(Fy)}, tels qu’'on ait:

(3.6) T{¢) = #z) dz pour tout ¢ € fD{V).

s flz)

Nous ne rappellerons pas la définition précise d’une fonction compat-
ible avec 5, car cela n’est pas nécessaire pour la suite. Néanmoins, pour
des raisons de clarté, nous allons dire, en quelques mots et de facon
imagée, ce dont il s'agit, en nous restreignant & la dimension deux.

T3 s
1 1
S w o
[~
F

Figure 1
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Supposons, comme dans la Figure 1 que Pensemble Z des zéros de
J contienne une courbe ayant un contact élevé avec I'un des bords de
S, Alors le changement de variables w, décrit an Section 3.2 ci-dessous,
transforme cette courbe en une courbe Z* tangente & la droite IJy = 1.
Ce phénoméne de tangence fausse le mécanisme de notre démonstration
(la propriété (3.10} ci-dessous n'est plus vérifiee}. -

T i3
1 1
S w S 2*
=
z
| S 0 1 o
Figure 2

Supposons maintenant, comme dans la Figure 2, que I'ensemble Z soit
en position geénerale par rapport au bord de 8. Alors le phénoméne de
tangence n'apparait plus et notre démonstration peut étre appliquée.

Le but du Section 4 de [2] est de montrer, grice au Lemme de Sard, que
la non-compatibilit€ (cas de la Figure 1) est une situation exceptionnclle
qui disparalt au moven d'une homothstie sur les variables z,,...,2,. On
peut donc toujours supposer que f est compatible avec S.

La suite de ce paragraphe est consacrée 2 la preuve du Lemme 3.2,

3.2. Le changement de variables w associ€ &4 Fy,..., F,.
On considére 'application:

(3.7) { w: [0,1* — [0, 1)
' wu = (U uy? ol gt uhen)

¥

dont la restriction & |0, 1] peut étre définie par le diagramme:
o,1» —— Rz

{3.8) J’w pJ’e
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n
oll p est 'application t = 3. t;),.

i=1
Les propriétés de la fonction f ow, établies au Section 5.3 de [2],
peuvent étre résumées ainsi:

Lemme 3.3, Soit o le sommet commun aur foces Fy,..., F,, et soit
m = {{A,a),..., {7, @)). Alors il existe une fonction analytique réelle
f* définie dans un voisinage W de w1(0) telle qu'on ait les deux pro-
prietes suivantes:

{3.9) fow(u) = uf*{u) pour tovt v € WnN[0,1"

(3.10)
{ St ug € w™H0O), I'un au moins des n+ 1 nombres: f*{ug),

ug1{l — o1 )01 f*(ug), - - -, von{l — ton )Onf"(uy} st non nul. @

D’aprés (3.8}, la formule du changement de variables appliquée &
Uintégrale (3.6) s™écrit:

oz) , $lwu) _,
(3:11) Lﬂ@@ karmﬁ it

oll on a posé A = [dét (A;,..., A, ) et
(3.12) vi=Qpa-D+1  @G=1,..,n).

3.3. Utilisation d’une partition de ’unit€,

A l'aide de la formule {3.11) et d’une partition de 'unité, on peut
ramener la démonstration du lemme 3.2 au résultat suivant:

Lemme 3.4. Pour chaque u, € w™1(0), il existe un voisinage ouvert
U de uyg, U C W, tel que, pour tout p € D), la forme lindaire L,
définie sur fD(S2} par:

(313 b= [ gt 27

u td

st

se prolonge en une distribution T € D(Q} d’ordre < max(l, u(F),...,
#{FR))

Le Lemme 3.2 se déduit du Lemme 3.4 comme suit:

Pour chaque » € w~1(D), soit U comme dans le Lemme 3.4. Extrayons
de cet ensemble d’ouverts un recouvrement fini U, ..., Uy de w™1(0) et
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posons Wy = Uy U --- U Uy. Choisissons un voisinage compact Wy de

w0}, Wp C Wy. Construisons une famille py, ..., pn, p: € D{U;) pour

i=1,...,N telle que > p; = 1 sur Wy. Notons L;(¢) l'intégrale (3.13)
i

correspondant & p;. Par le Lemme 5.2 de [2], il existe un voisinage V'

de 0 dans R™ tel que w™'V C Ws. Si¢ € fD(V), on a fg f(z)dz =

AEL (¢), d’aprés (3.11). On conclut avec le Lemme 3.1.

Il nous reste & démontrer le Lemme 3.4. Nous étudions séparément les
cas [*(ug) # 0 et f*() = 0.

3.4, Démonstration du Lemme 3.4 lorsque f*{x;) # 0.

a) Construction de U.

Soicnt I Yensemble des indices {1 <i<n)tels que ug; =0 et vy # 0,
On suppose, pour alléger les formules, que 7 = {1,...,v}0 < r < n).

Nous choisissons I/ assez petit pour que f* ne s’annule pas dans IJ et
tel que:

(3.14) U €] = o0, 1[ xR™.

Sir =0 (ie. si I = @), alors la forme linéaire I. définie par {3.13) est
une mesure et il n’y a rien & démontrer (plus généralement, on peut dire
que les variables t,41,. .., 4, ne jouent aucun réle). Nous supposerons
donc r > 1.

Nous allons montrer que L peut étre prolongée en une distribution sur
Q d’ordre < max{u(Fy),...,u(F)).

b).La formule d’intégration par parties.
Etablisons les conventions suivantes:

- § désigne un élément de D(U/), non nécessairemerit le méme 4 chague
écriture.

- B{t) designe une fonction égale & a+blogt (a, b réels), non nécessaire-
ment la méme & chaque écriture.

Par exemple, @;0(u) s’écrit encore 8{u), et 771 B(t) est une primitive
de 77 B(t} pour tout v € R.

Avec ces notations, la formule d'intégration par parties par rapport &
15l < s < r} admet Uderiture simplifiee snivante: -

Lemme 3.5. Sotentle N" ky,... k. € N, ¢ € fD(1).
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Alors on a:

Aplwn)b () ( u R B, )) du =

fo.1]" i=1

=3 84 w8 (u) x
.= 0 1]?{

(H [ HS‘M‘Bi(uJ) du+

+/ 3¢(wu)9{u (H :Ua <_“E)+ks+l§saBi(ui)) du
[0,1"

i=1
avec 6;s =0 8ié £ s et b5 = 1.
L’intégration par parties est obtenue en prenant une primitive de u, —
— s A |E ks ,od -
us a0+ B{us) et en dérivant la fonction us - & ¢(wu)@{u). Les
termes au bord sont nuls d’aprés (3.14) et d’aprés le résultat suivant:

Lemme 3.6. Sowent ¢ € fD(Q) et [ € N*. Alors la fonction:

U — 6£¢(wg) (H u:vz+{_;‘ ))

11

est bornee dans [0, 1]™.

Démonstration du Lemme 3.6:
Posons ¢ = fi. Le calcul de 84 f) par la formule de Leibnitz nous
raméne A la majoration:

o flww) < [Tur™® e 0,17
=1
Ecrivons &4f(z) = 3. C';g:c , et soit 8 tel que Cg # 0, ce qui 1mthue
Bgenr
8 f(0) # 0.
On a 8 +1 € &(f), done, pour chaque i = 1,...,n,

Alors, dans l’expression

Bflow) = S Cgﬁ w2,

gEN“ i=1

on peut mettre en facteur le terme ([Ju,’ Bl )) ce qui prouve le Lemme
i

3.6, et avee lui le Lemme 3.5. @
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¢) Intégration par parties succesives.
L*hypothése v; > O pour ¢ =1, ..., r implique, & I'aide du Lemme 2.1,

que les faces [, ..., F, sont bornées. On peut donc caractériser u{F;) &4
Paide du Lemme 2.2. Nous avons done, pour ¢ = 1,...,r la relation:
(3.15) LeN et I > wlF) — (D) 2w

Nous appliquens maintenant le Lemme 3.5; en intégrant par parties
Pintégrale {3.13) par rapport 4 u;, nous obtenons:

Z /0 0,1 u) (lz[u;w-h\ij) B(ul) dﬁ+

i=1

—n+1
+'/[0,1] {wu)f(w) (Hu ) B(u1) du.

i=2

Nous allons & nouveau integrer par parties par rapport a uy ceux des
termes ci-dessus dont l'exposant de u; est < 0, et nous laissons tels quels
les autres termes. Au bout de cette deuxiéme opération, nous avons
obtenu L{¢) sous la forme d'une somme d'au plus {(n + 1)? termes.

A nouveau, nous intégrons par parties par rapport & w1 tous les termes
dont 'exposant de u; est < 0, sans modifier les autres, et ainsi de suite.
Au bout de vy opérations nous aurons montré gue L{¢) est égal 4 la
somme d’au plus (n + 1) termes de la forme:

(3.16) g4 ¢(wg)9(g)ul—m+(Ah£1)+k13(u1) (H u;”"“é"‘il)) dy

[0,1] =2

avec k; € N, ll e N* ki < vy, Iili < p‘,(Fl) et (Al,g';l) +k >
(Vinégalité |I,| < p(F)) provient de {3.15); la derniere inégalité est due
au fait que 'exposant de u; augmente au moins de 1 & chaque opération
jusqu'a ce qu'il soit > ).

On recommence maintenant le méme procédé avec la variable ug:
parmi tous les termes (3.16), on laisse tels quels ceux dont ’exposant
de uz est = 0, et on intégre par parties par rapport a ‘up les antres,
et ainsi de suite. Au bout de v opérations, nous aurons exprimé L{¢)
comme somme d’au plus (n + 1)*7*2 termes de la forme:

/ S+l plwu)f(u) x ul_leA“E‘HszlBl(ul)><
[0.1]»

r
Xuz—uz+<il‘£l+£2)+k28 (u ) (H —uy +(/\ -l+£ )) d,g

=3

(3.17)



ON THE ORDER OF THE DISTRIBUTION 1/ f 13

avec: ky, ky e Ny L, L, e N* by € vy, ko £ g |l | < u{F1); ()\1, )
ki1 = v1; I = 0 ou bien |l +£2| S u(F); (Ao, ) + L) + k2 2> 0o

En particulier, 'exposant de uy et l'exposant de ug sont > 0, et [{; +
by € max{u(F1), p(F2)).

On recommence le procédé avec les variables us,...,u,. On obtient

finalement:
ky,ooike L
(3'18) ™
(o (1)6(u) (H u;"**‘*““*"*sg(ui)) dy,
o1 i=1

la sommation partant sur les Ry,..., &k, € N et les [ € N” tels que k; <
Vi(i =1,... ,T‘), m = ma“x(p(pl)r"w“(Ff))r et (AMD + ki 2 Vi(i =
1,...,7)

L’expression (3.18) montre que L, définie initialement pour ¢ € fD(2},
se prolonge en une distribution sur R™ d’ordre € max{u(F1},...,z(F.}),
ce qui est le résultat cherché.

3.5. Démonstration du Lemme 3.4 loersque f"(y,} = 0.
a) D’aprés (3.10), on peut supposer {par exemple) qu’on a:
0 <ugy <1etdf{y)>0.

Désignons par I I’ensemble des indices 1 tels que up; = O et v; # 0;
supposons pour simplifier que I = {2,3,...,7},avec 1 <+ < n.
Soit U € W un voisinage de u, assez petit pour qu'on ait:

" 1.U 0, 1[x] — 00, L[T~1xR™7
{3.19) 2. |f~{u)| < 1dans U
3. 81" (z) > 0 dans U

On fixe p € P{U) et on décompose I'intégrale (3.13):

_ plu )
L(¢)-—/{;J} dlewu) F ) Y dut+
L

+ / Plwu) ;}(E) u2du=L,(¢)+ L_{¢), disons.
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Nous allons montrer que la forme linéaire L, initialement définie sur
FD(82}, se prolonge en une distribution sur {2 d’ordre <max(1, p(F2},...,
u{F.)), ce qui, par symétrie, prouvera le méme résultat pour L_ et done
pour L.

.b) Pour u € U, on pose:
(3.20}) y = Fu) = (f"{&}, vz, ua).

La condition (3.19.3} montre que F est une bijection (analytique, ainsi
que son inverse) de U sur F{UJ).
L’hypothase & f*{u) > 0 et la condition (3.19.2} impliguent:

(3.21) FW)N {0, 1" = FUy n[0,1]"),

avec Uy = {u € U|f*(u) > 0}.
Egalement, par (3.19.1) et {3.19.2), on a:

{3.22) F(U) C] = 00, ][ xR*T,

qui est 'analogue de (3.14).
D’autre part, F~! cst de la forme: F~'{y) = (h{y), y2,. .., yn), U
est analytique dans F{U). Sion pose w =wo F~!, on a:

(3.23) wy = (R(y)* 2 .y, Ryt

La formule du changement de variables associée & F s'écrit:

(3.24) Li(g) = /10 1]“4:' Oyyy; " (Hyz )dg‘

=2
avec § € D{F{U)).

¢) Nous effectuons, dans {3.24), une intégration par parties par rapport
é, in:

Li(#) = Z / 8;6(wy)8(y) (H “"*“”)x

i=2

(3.25)
xlog ys dy + Sio,1m Ol (H Y ) logys dy.
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d} Nous nous trouvons maintenant dans une situation analogue a celle
du Section 3.4 dans lequel nous remplacons les variables uq,...,u, par
Y2.- .., Yr (la variable y; ne joue plus aucun réle). Moyennant une adap-
tation évidente, le procédé des intégrations par parties successives peut
étre appliqué. On en déduit que L, (¢) s'écrit comme somme d’au plus
(n+ 1)!+v2t+o termes de la forme:

/{01] B p(wy)b(y) (Hyf wHRDHk By )) log 1 dy,

i=1
avec ko, ...k, €N, b < p(i =2,...,7); L € N, i < max(1, u(Fy), .. .,
p(FR)) QA + ki 2 m(i=2,...,r)
Ce dernier point achéve la démonstration du Théoréme 1.

4. Démonstration du Thedréme 2

Soit f: 1 — R une fonction analytique réelle admettant a D'origine
un minimum strict. On suppose u{f) > 0. Le Theéoréme 2 est une
conséquence immédiate du résultat suivant:

Lemme 4.1. [l existe une suite de fonclions ¢y, € fFD(Q) verifiant
les propridlds sutvantes;

(41)  ¢n=20
(42)  Pmz) <l (€N, et|ll <p(f)ymeN; zeRY)

(4.3) im [ ¢miE _

m—too

Démonstration du Lemme 4.1:
Soit F une face de £(f) telle que u{F) = u(f}. Comme on a supposé

u(f) > 0, F est compacte, et il existe j(1 < § < n} tel que p;(F) = p(F).
Soit N = u(f) — 1. Posons:
tNe~1/mt 5it >0

pm(t) = 1 et'
0 sit<0

(4‘4) . ¢m(§) = pm(xj)X(E):

avec ¥ € DY), ¥{z) =1 au voisinage de 0, 0 < x < 1. Montronb que la
suite (¢.,) répond & la question.
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La vérification de {4.1} et (4.2} ne pose pas de probleme. Pour voir
que ¢, est dans FD{), on peuh utiliser I'inégalité de Lojasiewicz ({4,
Section 17]) qui montre que f est & croissance modérée au voisinage de
0, alors que ¢, est & décroissance rapide, ainsi que toutes ses dérivées.
II nous reste & établir {4.3).

Soient A le covecteur associe 4 F, ¢t ¢ un sommet de F. Choisissons
des faces Fa,..., F, de E(f) de covecteurs A, ..., A,, contenant g, telles

quele cone ' = R A+ ZR.,.A soit d'intérieur non vide. Posons v =

{Aa—1+1 v = {4, 00— 1)+1 pouri = 2,...,n. Al'aide du changement
de variables w {cf. Section 3.2}, on obtxent.

Omlz) . $miz) , _
f fz) d_Z/c—l{r') fiz) -

Qf’m(wu) - —u;
= A v .
oar @ (Hu ) >

i=2

> f Pmlwuu; “du  (m 21
j0,1)

En posant t = (u)“"’ ... uﬁ"-") X u?’, et 4 I'aide d’inégalités faciles, on voit

que cette dernigre integrale est

1
> f e M/mt N—(v—1}/%; ﬁ
o t
Mais, d’aprés {2.3), I'exposant N — (v — 1}/); est < 0, ce qui prouve
(4.3), et le Lemme 4.1 est démontré.
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